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RESUMO

A compreensão do mundo físico depende de observações, medidas, análise e predição
de padrões expressos na natureza. Grande quantidade de sistemas possuem dinâmi-
cas complexas, não-lineares e não-estacionárias, que dificultam a sua compreensão
efetiva. Nas últimas décadas, o gráfico de recorrência e a análise de quantificação
de recorrência tornaram-se uma alternativa para o estudo de sistemas complexos,
pois permitem tanto visualizar as estruturas da série temporal, quanto estimar os
invariantes presentes no sistema. Contudo, essas técnicas possuem algumas desvan-
tagens como alto custo computacional, alteração de resultados devido a presença de
ruído e dificuldade para distinguir séries temporais com comportamentos semelhan-
tes. Nessa dissertação, o objetivo é analisar como a transformada wavelet discreta
pode ser utilizada para mitigar as desvantagens do gráfico de recorrência. Para isso,
são realizados três abordagens. A primeira abordagem visa utilizar a transformada
wavelet discreta para gerar séries suavizadas, com menor quantidade de pontos, que
preserva a dinâmica do sistema e possibilita diminuir o tempo computacional do
cálculo do gráfico de recorrência e da análise de quantificação de recorrência. A
segunda abordagem visa distinguir séries com comportamentos semelhantes. Como
nesse cenário os comportamentos se diferenciam a nível de detalhes, utiliza-se a
transformada wavelet discreta para decompor a série em diversas escalas e, assim,
possibilitar a distinção das dinâmicas ao combinar os quantificadores de recorrência
obtidos em diferentes escalas. A terceira abordagem visa remover o ruído não-linear,
por meio da filtragem dos coeficientes wavelet, para melhorar a identificação dos
invariantes do sistema. Essas abordagens são utilizadas para a análise de dados pro-
venientes do mapa logístico, do sistema de Rössler, de sistemas cardíacos e de campo
magnético solar.

Palavras-chave: Sistema dinâmico. Gráfico de recorrência. Análise de quantificação
de recorrência. Transformada wavelet discreta. Aprendizado de máquina.
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USE OF RECURRENCE PLOT AND DISCRETE WAVELET
TRANSFORM FOR CHARACTERIZATION OF DYNAMICAL

SYSTEMS

ABSTRACT

In order to understand the physical world observations, measurement, analysis and
predictions of patterns expressed by nature are required. However, many systems
have complex, non-linear and non-stationary dynamics, hampering an effective un-
derstanding of the system. In recent decades, the recurrence plot and recurrence
quantification analysis have become an alternative for the study of complex systems
because they allow allows viewing the structure of the time series and estimating
the invariants present in the system dynamics. However, these techniques have some
disadvantages such as high computational cost, results change due to the presence
of noise and trouble distinguishing time series with similar behaviors. In this disser-
tation, the main objective is to analyze how the discrete wavelet transform can be
used to mitigate the disadvantages of recurrence plot. For this, three strategies are
conducted. The first strategy aims to use the discrete wavelet transform to generate
smoothed series, with fewer points, which preserves the system dynamics and allows
reducing the computational time of recurrence plot calculation and the recurrence
quantification analysis. The second strategy aims to distinguish series with similar
behaviors using recurrence quantifiers of different scales. The third strategy aims to
remove the non-linear noise by filtering the wavelet coefficients. These strategies are
used for data analysis from the logistic map, Rössler system, cardiac systems and
solar magnetic field.

Keywords: Dynamical system. Recurrence plot. Recurrence quantification analysis.
Discrete wavelet transform. Machine learning.
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1 INTRODUÇÃO

A compreensão do mundo físico depende de observações, medidas, análise e predição
de padrões expressos na natureza (RILEY et al., 2005). Grande quantidade de sistemas
possuem dinâmicas complexas, não-lineares e não-estacionárias, que dificultam sua
compreensão efetiva. Para tentar compreende-los, utilizam-se métodos como cálculo
de dimensão fractal, expoente de Lyapunov, entropia, entre outros (ECKMANN et

al., 1987). Porém, tais métodos possuem desvantagens, como a necessidade de séries
temporais longas, alteração dos resultados devido a presença de ruídos, dificuldade
para analisar sistemas não-estacionários.

Nas últimas décadas, os gráficos de recorrência tornaram-se uma alternativa para o
estudo de sistemas complexos. Esse fato pode ser constatado diante do seu uso na
análise de sinais cardíacos (ZBILUT et al., 2002), análise de imagens de tomografia
computadorizada quantitativa periférica (MARWAN et al., 2007a), caracterização de
regimes de fluidização gás-sólido (LLOP et al., 2015), detecção de crises financeiras
(ADDO et al., 2013), análise de tráfego em redes-IP (MASUGI, 2009), etc. Um gráfico
de recorrência é uma matriz binária simétrica que indica o quão próximo dois estados
estão, a partir de uma determinada definição de proximidade. Dessa forma, o grá-
fico de recorrência permite tanto visualizar as estruturas da série temporal, quanto
estimar invariantes presentes no sistema (THIEL et al., 2004). Além disso, Marwan
et al. (2007a) enfatiza que o uso de técnicas baseadas em gráficos de recorrência
são úteis para a análise de dados reais curtos e não-estacionários que apresentam
determinadas particularidades.

Para extrair as informações presentes no gráfico de recorrência, Webber e Zbilut
(1994) desenvolveram a Análise de Quantificação de Recorrência (Recurrence quan-
tification analysis - RQA). Essa análise gera quantificações estatísticas baseadas na
ocorrência de pontos e de linhas (diagonais e verticais) no gráfico de recorrência.

Contudo, a quantidade de pontos de um gráfico de recorrência pode ser alta, deman-
dando um elevado tempo computacional para calcular as medidas de quantificação
de recorrência. Para mitigar esse fato, buscam-se métodos que sejam mais eficientes e
que preservem os invariantes do sistema. Costa (2014a) propõe um método de suavi-
zação do gráfico de recorrência capaz de capturar as principais estruturas do gráfico
de recorrência. Antoniou e Vorlow (2004) propõem utilizar a transformada wavelet
packet para obter detalhes de diferentes escalas e, em seguida, utilizar a análise de
quantificação de recorrência para detectar os invariantes do sistema. Baseando-se no
uso da transformada wavelet, esse trabalho propõe utilizar a transformada wavelet
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discreta na série temporal para obter uma série transformada com um número menor
de pontos, mas que preserve as principais características do sistema. Em seguida,
as medidas de quantificação obtidas pelo RQA são utilizadas para classificar a di-
nâmica presente no sistema. Esta classificação será realizada por meio de técnicas
de aprendizado de máquina, como a árvore de decisão e máquinas de vetores de
suporte.

Além do problema de complexidade computacional, outra dificuldade encontrada
é presença de ruídos nas séries temporais. Isso é, dependendo da magnitude do
ruído presente nas séries, o RQA resulta em valores indevidos. Para tentar minorar
essa questão, este trabalho propõem utilizar a técnica de filtragem de coeficientes
wavelets, propostos por Donoho e Johnstone (1994), Azzalini et al. (2005) e Perin e
Kozakevicius (2013), para a redução do ruído não-linear.

1.1 Organização do trabalho

A Dissertação encontra-se organizada da seguinte forma:

• Capítulo 2: apresenta os principais conceitos relacionados a sistemas dinâ-
micos.

• Capítulo 3: explica as técnicas gráfico de recorrência e análise de quantifi-
cação de recorrência.

• Capítulo 4: apresenta os principais conceitos relacionados à teoria wavelet.

• Capítulo 5: descreve as técnicas de aprendizado de máquina árvore de
decisão e máquinas de vetores de suporte.

• Capítulo 6: caracteriza os dados experimentais de intervalos RR e de
campo magnético solar.

• Capítulo 7: apresenta uma metodologia que utiliza a transformada wavelet
discreta para reduzir o tempo de cálculo do gráfico de recorrência.

• Capítulo 8: apresenta uma metodologia que combina a transformada wa-
velet discreta e o gráfico de recorrência para caracterizar sistemas com
dinâmica semelhante.

• Capítulo 9: descreve como a transformada wavelet discreta pode ser utili-
zada para reduzir o ruído não-linear das séries temporais.

• Capítulo 10: expõe as conclusões e as sugestões para trabalhos futuros.
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2 SISTEMAS DINÂMICOS

Segundo Monteiro (2011), um sistema é um conjunto de objetos agrupados por
uma interação de modo que exista relação de causa e efeito nos fenômenos que
ocorrem com os elementos deste conjunto. Um sistema é dinâmico quando ele possui
grandezas que variam no tempo. Dessa forma, pode-se definir um sistema dinâmico
como um modelo matemático determinístico no qual evoluímos ao longo do tempo
suas variáveis.

Um sistema dinâmico pode ser classificado de acordo com certas características,
como evolução temporal, tipo de modelo, parâmetros do modelo e memória. Em
relação a evolução temporal, o sistema pode ser classificado em sistema de tempo
contínuo (fluxo) ou sistema de tempo discreto (mapa).

No sistema de tempo contínuo, o tempo é uma variável contínua (t ∈ R+). Esse
sistema é descrito por uma ou mais equações diferenciais ordinárias (EDOs) ou
parciais (EDPs). A evolução do sistema, obtida por meio da integração das equações
diferenciais, fornece uma solução para todos os instantes de tempo. Um exemplo de
sistema de tempo contínuo é o sistema de Lorenz proposto em (LORENZ, 1963):

ẋ = σ(y − x)
ẏ = −xz + rx− y
ż = xy − bz

(2.1)

onde x, y e z são as variáveis de estado e σ, b e r são os parâmetros de controle. A
Figura 2.1 ilustra a evolução das variáveis de estado ao longo do tempo do sistema
de Lorenz:

Figura 2.1 - Evolução das variáveis de estado do sistema de Lorenz.

Fonte: Produção do autor.
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No sistema de tempo discreto, o tempo é uma variável discreta (n ∈ Z+). Esse tipo
de sistema é representado por meio de uma ou mais equações de diferenças que
fornecem informações de um estado presente n em função de um estado passado
n− 1. Um exemplo de sistema de tempo discreto é o mapa de Hénon proprosto em
(HÉNON, 1976):

xn+1 = 1− ax2
n + yn

yn+1 = bxn
(2.2)

em que x e y são as variáveis de estado e a e b são parâmetros de controle. A Figura
2.2 ilustra a evolução das variáveis de estado do mapa de Hénon.

Figura 2.2 - Evolução das variáveis de estado do mapa de Henón.

Fonte: Produção do autor.

2.1 Representação do espaço de fases

O estudo qualitativo de equações visa identificar características importantes de suas
soluções sem resolvê-las. Por meio dessa técnica, é possível identificar e compreender
o modo qualitativo dos possíveis movimentos do sistema utilizando o espaço de fases
(HIRSCH et al., 2003).

O espaço de fases é um espaço matemático formado por coordenadas que repre-
sentam cada uma das variáveis necessárias para especificar o estado instantâneo do
sistema (MONTEIRO, 2011). Conforme uma variável altera o seu estado, um ponto
é traçado no espaço de fase. Em um sistema de tempo contínuo, esses pontos for-
mam uma curva contínua (Figura 2.3a), enquanto em um sistema de tempo discreto,
formam uma sequência de pontos (Figura 2.3b).
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Figura 2.3 - Exemplos de espaço de fase.

(a) Sistema de Lorenz (b) Mapa de Hénon

Fonte: Produção do autor.

2.1.1 A reconstrução do espaço de fase

A reconstrução do espaço de fases é a operação que permite a obtenção da geometria
que a trajetória do sistema percorre em seu espaço de fases a partir de uma série
temporal monovariável. As metodologias conhecidas que a facultam baseiam-se no
fato de que uma única série temporal é afetada por todas as variáveis dinâmicas
relevantes, e, portanto, ela contém um registro relativamente completo da dinâmica
do sistema (BAKER; GOLLUB, 1996). Por meio do Teorema da Imersão de Takens
(TAKENS, 1981), é possível reconstruir o espaço de fase m-dimensional a partir de
coordenadas com atraso

y(t) = (x(t), x(t+ τ), x(t+ 2τ), ..., x(t+ (m− 1)τ)) (2.3)

em que τ é o tempo de atraso e m é a dimensão de imersão. Com a determinação
eficiente do tempo de atraso e da dimensão de imersão, o espaço reconstruído (geo-
metria que a trajetória do sistema percorre em seu espaço de fases) apresenta uma
suave variação de coordenadas em relação ao espaço original, mas preserva os inva-
riantes geométricos do sistema, como a dimensão do atrator 1 no qual a trajetória
do sistema está contida e os expoentes de Lyapunov (SAVI, 2006).

1Figura geométrica que representa o comportamento assintótico do sistema em um espaço de
fase.
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2.1.1.1 A escolha do tempo de atraso

A escolha apropriada do tempo de atraso é importante para o sucesso da reconstru-
ção do atrator. Se o atraso for muito pequeno, os pontos amostrados estarão muito
próximos para prover informações adequadas sobre a dinâmica do sistema e o atra-
tor reconstruído ficará preso na diagonal principal do espaço de imersão. Por outro
lado, se o tempo de atraso for muito grande, os pontos amostrados estarão muito
distantes para se mostrarem correlacionados e o atrator reconstruído cobrirá grande
parte do espaço de fase. Quando o atraso é ideal, obtém-se uma reconstrução que
preserva os invariantes geométricos do atrator real, porém com uma pequena varia-
ção de coordenadas. A Figura 2.4 ilustra o efeito do tempo de atraso na reconstrução
do atrator de Lorenz.

Figura 2.4 - Influência do tempo de atraso na reconstrução do atrator de Lorenz.

(a) Atrator real

(b) Atraso pequeno (c) Atraso ideal (d) Atraso grande

Fonte: Produção do autor.

Diversos métodos têm sido propostos para determinar a escolha do tempo de atraso
ideal. Desses, os mais populares estão centrados em utilizar medidas de autocorre-
lação ou de informação mútua.

O método baseado em autocorrelação mede a dependência linear entre os valores da
série temporal x(t) em diferentes pontos no tempo. Segundo Baker e Gollub (1996),
a correlação entre pares de pontos da série temporal x(t) é definida como:
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f (τ) = < x(t)x(t+ τ) >
< x(t)2 >

(2.4)

no qual <> denota a média de todos os pontos de dados em uma série temporal.
Entretanto, não há um consenso sobre como obter o valor do tempo de atraso ideal.
Oprisan et al. (2015) relata que o tempo de atraso ideal é aquele no qual a função de
autocorrelação decai para e−1 ou quando a função de autocorrelação não é signifi-
cantemente diferente de zero. Além disso, o atraso ideal pode ser o primeiro zero da
função de autocorrelação ou a primeira vez que a função de autocorrelação atinge
um mínimo.

O método baseado em informação mútua, desenvolvida por Fraser e Swinney (1986),
mede o grau em que diferentes partes da série temporal x(t) são dependentes uns
dos outros. Nessa abordagem, deve-se criar um histograma, com n intervalos, para
estimar a distribuição de probabilidade dos dados da série temporal x(t). Assim, a
informação mútua entre x(t) e x(t+ τ) é obtida por:

I(τ) =
n∑
i=1

n∑
j=1

Pi,j(x(t), x(t+ τ)) log Pi,j(x(t), x(t+ τ))
Pi(x(t))Pj(x(t+ τ)) (2.5)

no qual Pi(x(t)) e Pj(t + τ) são distribuições de probabilidade distintas de que
x(t) assuma, respectivamente, o valor dentro do i-ésimo e do j-ésimo intervalo do
histograma. Pi,j(x(t), x(t + τ)) é a distribuição conjunta de probabilidade de que,
simultaneamente, o sinal de x(t) e x(t+ τ) estejam no i-ésimo e no j-ésimo intervalo
do histograma. Nessa abordagem, o tempo de atraso ideal corresponde ao primeiro
mínimo local da função de informação mútua I(τ).

2.1.1.2 A escolha da dimensão de imersão

Na reconstrução de um atrator é importante que ela ocorra em um espaço de di-
mensão suficientemente grande para representar a dinâmica completamente. Takens
(1981) sugeriu que a dimensão de imersão (m) seja maior do que a dimensão do
atrator (d) de acordo com a relação

m ≥ 2d+ 1 (2.6)

No entanto, a dimensão do atrator é geralmente desconhecida para os dados experi-
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mentais e, assim, a dimensão de imersão é desconhecida. Na literatura, os métodos
dimensão de correlação e falso vizinho próximo são os mais utilizados para determi-
nar a dimensão de imersão ideal.

O método de dimensão de correlação, proposto por Grassberger e Procaccia (1983),
descreve o quanto dois pontos de uma mesma trajetória estão correlacionados. Nesse
método, a probabilidade de encontrar dois pontos do atrator dentro de um volume
ρ é aproximado pela probabilidade de que a distância entre esses dois pontos seja
menor do que ρ. Como descrito por Baker e Gollub (1996), o método de dimensão
de correlação pode ser realizado em quatro etapas:

• Reconstruir o atrator em uma baixa dimensão de imersão (m = 1).

• Calcular a função de correlação para diversos valores de raio (ρ).

C(ρ) = 1
N2

N∑
i,j=1

θ (ρ− ||~xi − ~xj||) , (2.7)

em que ~x é a trajetória do sistema, N é quantidade de pontos da trajetória
e θ(·) é a função de Heavside.

• Calcular a dimensão de correlação.

m = log(C(ρ))
log(ρ) (2.8)

• Incrementar a dimensão de imersão, reconstruir o atrator e recalcular a
dimensão de correlação até que se obtenha um valor limite da dimensão
de correlação, onde ocorre um comportamento de saturação.

O método falso vizinho próximo (False Nearest Neighbors - FNN), introduzido por
Kennel et al. (1992), visa obter a dimensão de imersão ótima. A ideia principal
deste método é analisar como o número de vizinhos de um ponto ao longo de uma
trajetória varia com o aumento da dimensão de imersão. Em uma dimensão de
imersão pequena, pontos distantes no espaço de fase original ficam indevidamente
muito próximos no espaço de fase reconstruído. Porém, ao incrementar a dimensão
de imersão, diminui-se o número de falsos vizinhos, permanecendo apenas os que
são de fato vizinhos. Assim, a dimensão de imersão ideal é obtida quando o número
de vizinhos diminui abruptamente ou tende à saturação.
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2.2 Sistemas dinâmicos caóticos

Um sistema dinâmico caótico, embora seja descrito por leis determinísticas e por
equações diferenciais não lineares sem componentes estocásticos, apresenta compor-
tamentos que implicam em sensibilidade exponencial em média à variação das con-
dições inicias. Como neste tipo de sistema, o erro cresce rapidamente à medida que
o cálculo prossegue, o conhecimento aproximado de um estado não permite predizer
a sua evolução para qualquer tempo futuro. Tal comportamento está relacionado
tanto a sensibilidade às condições iniciais quanto à dificuldade de não se ter uma
precisão infinita do valor real do estado. Como mostra a Figura 2.5, duas condições
iniciais próximas conduzem o sistema de Lorenz a órbitas completamente distintas
após poucas iterações.

Figura 2.5 - Exemplo de sensibilidade às condições iniciais.

(a) Série temporal

(b) Espaço de fase

Em preto e em vermelho representam, respectivamente, as soluções das condições iniciais
(0,000; 2,000; 0,000) e (0,000; 2,001;0,000).

Fonte: Produção do autor.
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O comportamento dinâmico de um sistema pode ser caracterizado com o uso do
expoente de Lyapunov (λ). Esse expoente mede a taxa média com que duas órbitas,
com condições iniciais próximas, se distanciam (ALLIGOOD et al., 1996). Para um
sistema contínuo n-dimensional, tem-se uma esfera de condições iniciais centrada
no ponto ~x0 com um raio inicial ξ(t0). Com o passar do tempo, o fluxo do sistema
deforma a esfera em um objeto elipsoidal. Assim, ao longo da j-ésima dimensão, o
raio inicial varia exponencialmente no tempo segundo a equação:

ξj(t) = ξj(t0)eλj(t−t0), j = 1, ..., n (2.9)

Essa relação pode ser reescrita como:

λj = ln[dj(t)/dj(t0)]
t− t0

(2.10)

no qual o número λj é o expoente de Lyapunov associado a j-ésima dimensão.
Quando λj < 0, a distância entre os pontos é atenuada exponencialmente e, as-
sim, a trajetória age de forma estacionária ou periódica. Quando λj > 0, a distância
entre os pontos cresce em média exponencialmente e, consequentemente, a trajetória
do sistema age de forma caótica.

2.2.1 Exemplos de sistemas dinâmicos caóticos

Neste trabalho, o mapa logístico e o sistema de Rössler são usados como exemplos
de sistemas dinâmicos caóticos.

2.2.1.1 Mapa logístico

Popularizado por May (1976), o mapa logístico é um modelo ecológico para estudar
a variação populacional de insetos descrito por:

xn+1 = rxn(1− xn) (2.11)

no qual

• xn é um número entre 0 e 1 que representa a quantidade de indivíduos na
n-ésima geração.

• r é um número positivo que age como uma normalização entre a taxa de
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crescimento e a taxa de mortalidade da população.

Esse mapa é um sistema dinâmico autônomo, discreto e unidimensional, caracteri-
zado por única variável de estado x ∈ R. O parâmetro de controle r define a dinâmica
do sistema, que pode apresentar soluções periódicas ou caóticas (Figura 2.6).

Para visualizar as diversas dinâmicas presentes no mapa, aqui gerou-se um conjunto
de trajetórias constituído por 4801 séries temporais, com 4096 pontos cada, no qual
o parâmetro r varia entre 2, 80 e 4, 00, com passo 0, 00025. Para a obtenção de cada
série temporal, desprezam-se os primeiros 1024 pontos de transiente e utiliza-se a
condição inicial x0 = 0, 20.

Figura 2.6 - Diferentes dinâmicas presentes no mapa logístico.

(a) Período 1 (r = 2,80) (b) Período 2 (r = 3,20)

(c) Período 4 (r = 3,50) (d) Período 8 (r = 3,55)

(e) Caos (r = 4,00) (f) Período 3 (r = 3,84)

Fonte: Produção do autor.

Quando a variação do parâmetro de controle altera qualitativamente a dinâmica
do sistema, diz-se que houve uma bifurcação (HIRSCH et al., 2003). O gráfico de
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bifurcação permite visualizar quando essas bifurcações ocorrem e, assim, possibilita
identificar quais valores do parâmetro de controle geram trajetórias periódicas ou
caóticas. A Figura 2.7 apresenta o gráfico de bifurcação do mapa logístico para os
valores 2, 8 ≤ r ≤ 4, 0.

Figura 2.7 - Gráfico de bifurcação do mapa logístico.

Fonte: Produção do autor.

Para medir a taxa de divergência de trajetórias e, assim, quantificar a dependên-
cia sensitiva às condições iniciais utilizam-se os expoentes de Lyapunov. Quando
λ < 0, a distância entre os pontos é atenuada e, assim, a trajetória age de forma
estacionária ou periódica. Quando λ > 0, a distância entre os pontos aumenta e, con-
sequentemente, a trajetória age de forma caótica. A Figura 2.8 apresenta expoente
de Lyapunov do mapa logístico para os valores 2, 8 ≤ r ≤ 4, 0.

Figura 2.8 - Gráfico do expoente de Lyapunov do mapa logístico.

Fonte: Produção do autor.
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2.2.1.2 Sistema de Rössler

O sistema de Rössler (1976) surgiu a partir das equações de Lorenz na tentativa de
criar um modelo simples que apresentasse um comportamento caótico. Matematica-
mente, este sistema é um modelo não-linear, tridimensional e determinístico definido
pelas equações diferenciais:

ẋ = −y − z
ẏ = x+ ay

ż = b+ z(x− c)
(2.12)

nos quais x, y e z são as variáveis dinâmicas que definem o espaço de fase e a, b e
c são os parâmetros responsáveis por regular a dinâmica do sistema. Dependendo
dos valores dos parâmetros de controle, o sistema de Rössler alterna entre soluções
periódicas e caóticas (Figura 2.9).

Em relação a dinâmica caótica, quando é possível definir no espaço de fases um
ponto de referência ao redor do qual as trajetórias rotacionam, tem-se um regime
de “fase coerente” (Figura 2.9e), para o qual é possível definir de forma direta o
conceito de fase. Por outro lado, quando não for possível a definição desse ponto de
referência, tem-se um regime de “fase não coerente” e o atrator apresenta um espaço
de fase chamado de funil (Figura 2.9g).

Para visualizar os diversos comportamentos existentes no sistema, utiliza-se um
conjunto de trajetórias com a seguinte configuração: b = 2, c = 4 e a variando
entre 0, 3 e 0, 5 com passo 0, 00005. No total, geram-se 4001 trajetórias utilizando o
método Runge-Kutta de quarta ordem com passo de integração h = 0, 05 e condição
inicial (x0; y0; z0) = (1, 0; 2, 0; 3, 0). Nesse trabalho, analisa-se apenas o componente
y(t).
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Figura 2.9 - Diferentes dinâmicas presentes no sistema de Rössler.

(a) Período 1 (a = 0.3000) (b) Período 2 (a = 0.3365) (c) Período 4 (a = 0.3788)

(d) Período 8 (a = 0.3853) (e) Caos coerente
(a = 0.40755)

(f) Período 3
(a = 0.41005)

(g) Caos não coerente
(a = 0.5000)

Fonte: Produção do autor.

A Figura 2.10, que representa o gráfico de bifurcação do sistema de Rössler, permite
identificar quais soluções estão presentes no sistema conforme altera-se o valor do
parâmetro a.

Figura 2.10 - Gráfico de bifurcação do sistema de Rössler.

Fonte: Produção do autor.
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A Figura 2.11, que representa o expoente de Lyapunov do sistema de Rössler, indica
quais valores do parâmetro a geram trajetórias periódicas ou caóticos.

Figura 2.11 - Gráfico do expoente de Lyapunov do sistema de Rössler.

Fonte: Produção do autor.
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3 RECORRÊNCIA

Existem diversas técnicas não lineares que podem ser utilizadas para analisar o com-
portamento dos sistemas dinâmicos, como a dimensão de correlação, o expoente de
Lyapunov, o gráfico de Poincaré e a entropia. Porém, tais métodos possuem des-
vantagens, como a necessidade de séries temporais longas, alteração dos resultados
devido a presença de ruídos e dificuldade para analisar sistemas não-estacionários
(MARWAN et al., 2007b).

Nas últimas décadas, têm-se desenvolvido técnicas que utilizam a recorrência dos
sistemas dinâmicos para extrair quantificadores capazes de caracterizar o compor-
tamento do sistema. A recorrência está associada ao Teorema da Recorrência de
Poincaré (POINCARÉ, 1890), no qual certifica que para uma grande classe de siste-
mas dinâmicos, os estados do sistema ao longo de uma trajetória retornam infinitas
vezes arbitrariamente próximos a quase todos os estados anteriormente percorridos.
Em relação à séries temporais, diz-se que dois estados são recorrentes quando per-
tencem a uma mesma trajetória e se encontram a uma distância menor do que um
determinado valor limite em seu espaço de fases. (Figura 3.1).

Figura 3.1 - Exemplo de recorrência em um sistema bidimensional arbitrário, no qual o
estado ~xj está na vizinhança do estado ~xi.

Fonte: Adaptada de Vieira et al. (2012).

As técnicas gráfico de recorrência e análise de quantificação de recorrência têm sido
amplamente utilizadas para a análise não-linear de sistemas dinâmicos.
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3.1 Gráfico de recorrência

Baseado no Teorema de Recorrência de Poincaré, Eckmann et al. (1987) desenvol-
veram uma ferramenta, denominada gráfico de recorrência (Recurrence Plot - RP),
para visualizar a dinâmica dos sistemas recorrentes. Como abordado por Marwan
(2003), dada uma trajetória xi de um determinado sistema dinâmico, o gráfico de
recorrência é definido pela expressão matemática:

~Rmρ
i,j = θ(ρ− ||~xi − ~xj||); ~xi ∈ Rm; i, j = 1, · · · , N, (3.1)

no qual N é o número de estados xi presentes na trajetória, m é a dimensão de
imersão, ρ é o raio de vizinhança no ponto xi, θ(·) é a função de Heaviside e ||·|| é
a norma de vizinhança.

Assim, o gráfico de recorrência de uma série temporal constituída por N pontos é
uma matriz binária N×N . Essa matriz é construída a partir da função de Heaviside
que mapeia os pontos recorrentes do sistema da seguinte forma: se ~Rmρ

i,j = 1, o
ponto é considerado recorrente (está dentro de uma vizinhança ρ) e um ponto preto
é atribuído na posição (i, j) do gráfico; se ~Rmρ

i,j = 0, o estado não é considerado
recorrente e um ponto branco é atribuído na posição (i, j) do gráfico. A Figura 3.2
apresenta exemplos de gráficos de recorrência do sistema de Rössler.

Figura 3.2 - Exemplos de gráficos de recorrência do sistema de Rössler.

(a) Periódico (b) Caótico

Fonte: Produção do autor.

A forma do gráfico de recorrência pode variar significativamente dependendo do
raio de vizinhança adotado. Se for usado um valor muito pequeno, poucos pontos
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recorrentes são detectados e, consequentemente, há pouca informação a respeito
da estrutura do sistema. Se for adotado um valor muito grande, falsas recorrên-
cias podem ser detectadas. Como mencionado por Vieira (2014), existem diversas
abordagens que possibilitam determinar o raio de vizinhança ideal:

• Em relação ao diâmetro do atrator: o raio de vizinhança é escolhido como
um pequeno percentual do diâmetro do atrator.

• Em relação à taxa de recorrência: o raio de vizinhança é escolhido como
aquele que mantém a taxa de recorrência fixa.

• Em relação ao desvio padrão do ruído: o raio de vizinhança deve ser, pelo
menos, cinco vezes o valor do desvio padrão do ruído observado.

3.1.1 Categorias do gráfico de recorrência

O gráfico de recorrência apresenta diferentes padrões visuais que podem fornecer
informações sobre a série analisada. Segundo Eckmann et al. (1987), esses padrões
visuais podem ser divididos em duas categorias: de larga escala (tipológicos) e de
pequena escala (textura). Os padrões de larga escala fornecem uma visão global do
comportamento do sistema (ruidoso, periódico, etc) enquanto os padrões de pequena
escala fornecem as estruturas do gráfico (MARWAN; KURTHS, 2005).

Os padrões de larga escala são classificados em:

• Homogêneo (Figura 3.3a): neste caso, o tempo característico de cada linha
é pequeno em relação ao tempo total de exposição do sistema, dificultando
a identificação de quaisquer padrões na disposição das observações. Esse
gráfico é característico de séries puramente estocásticas.

• Periódico (Figura 3.3b): tem como característica a presença tanto de linhas
diagonais totalmente preenchidas e paralelas a diagonal principal, quanto
as estruturas de blocos recorrentes. Esse gráfico é característico de sistemas
periódicos.

• Deriva (Figura 3.3c): tem como característica a ausência de pontos recor-
rentes, tanto no canto superior esquerdo, quanto no canto inferior direito.
Esse gráfico é característico de sistemas em que os parâmetros variam len-
tamente.
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• Descontínuo (Figura 3.3d): caracteriza-se por apresentar tanto períodos es-
táveis quanto períodos turbulentos. Esse gráfico é característico de sistema
em que a descontinuidade é causada por mudanças abruptas na dinâmica
ou pela a ocorrência de eventos raros.

Figura 3.3 - Tipos de padrões de larga escala de um gráfico de recorrência.

(a) Homogêneo (b) Periódico

(c) Deriva (d) Descontínuo

Fonte: Adaptada de Marwan et al. (2007b).

Os padrões de pequena escala são classificados em:

• Ponto: representa um estado recorrente. Se um ponto estiver isolado, sig-
nifica que esse é um estado raro no sistema.

• Linha diagonal: ocorre quando uma parte da trajetória evolui de forma pa-
ralela a outro segmento de trajetória, ou seja, indica que a trajetória visita
a mesma região do espaço de fase em tempos diferentes. O comprimento
dessa estrutura é determinado pela duração da evolução similar.

• Linha vertical (e horizontal): mostra que o estado do sistema permanece
estacionário durante a evolução temporal.
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3.2 Análise de quantificação de recorrência

A análise de quantificação de recorrência (Recurrence Quantification Analysis -
RQA), desenvolvida por Webber e Zbilut (1994), é uma técnica capaz de quantificar
a dinâmica de um sistema dinâmico a partir de estruturas presentes no gráfico de
recorrência. Para isso, esta análise utiliza tanto a densidade de pontos de recorrên-
cia quanto as estruturas de linhas diagonais e verticais do gráfico para calcular os
valores de seus quantificadores (MARWAN et al., 2007b).

3.2.1 Medida baseada na densidade de recorrência

A taxa de recorrência (RR) mede a densidade dos pontos recorrentes de um gráfico
de recorrência. Essa taxa é obtida por:

RR = 1
N2

N∑
i,j=1

Rm,ρ
i,j (3.2)

sendo N o número de pontos e ρ o raio de vizinhança.

A taxa de recorrência varia entre 0 (quando não há pontos de recorrência) e 1
(quando todos os pontos são recorrentes).

3.2.2 Medidas baseadas nas linhas diagonais

O determinismo (DET ) é a fração de pontos recorrentes que formam linhas diago-
nais. É definido como:

DET =
∑N
l=lmin

lP (l)∑N
l=1lP (l)

(3.3)

em que l é o comprimento da linha diagonal e P (l) é a probabilidade de existência
de linhas diagonais com comprimento l. O determinismo está relacionado com a
previsibilidade do sistema, sendo pequeno para um sistema estocástico e grande
para um sistema periódico.

O tamanho médio das linhas diagonais (L) determina o tempo médio em que dois
segmentos de trajetória permanecem evoluindo de forma similar. Este tamanho é
obtido por:
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L =
∑N
l=lmin

lP (l)∑N
l=lmin

P (l)
(3.4)

sendo lmin o comprimento mínimo da linha diagonal.

O tamanho da maior linha diagonal (Lmax) indica o tempo máximo em que dois
segmentos de trajetória evoluíram de forma similar. Esta quantificação é definida
como:

Lmax = max
(
{li}Nl

i=1

)
(3.5)

em que Nl = ∑
l≥lmin

P (l) é o número total de linhas diagonais.

A entropia de recorrência (ENTR) refere-se a entropia de Shannon (SHANNON,
1948) da probabilidade de encontrar uma linha diagonal acima de um determinado
comprimento lmin. Essa entropia é obtida por:

ENTR = −
N∑

l=lmin

p(l)ln(p(l)) (3.6)

3.2.3 Medidas baseadas nas linhas verticais

A laminaridade (LAM) é a fração de pontos que formam linhas verticais, ou seja,
quantifica a ocorrência de estados recorrentes que não mudam com o tempo. Ela é
definida como:

LAM =
∑N
ν=νmin

νP (ν)∑N
ν=1 νP (ν)

(3.7)

no qual P (ν) é o número total de linhas verticais de tamanho ν e νmin é o tamanho
mínimo da linha vertical a ser considerado.

O tamanho médio das linhas verticais, ou tempo de aprisionamento (TT ), estima o
tempo médio que o sistema permanecerá em um determinado estado. Assim, esta
quantificação é descrita por:

TT =
∑N
ν=νmin

νP (ν)∑N
ν=νmin

P (ν)
(3.8)
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4 TRANSFORMADA WAVELET

A análise de sinais tem à sua disposição uma impressionante quantidade de fer-
ramentas. Dentre elas, destacam-se as transformadas integrais. Uma transformada
integral visa mapear um sinal de um domínio para outro destacando determinadas
características do sinal no domínio transformado.

Uma transformada integral bastante conhecida é a Transformada de Fourier. Nela,
um sinal é representado por meio de uma soma infinita de funções bases senoidais em
diferentes frequências. Assim, é possível representar no domínio da frequência um
sinal expresso no domínio do tempo. Para muitos sinais, a transformada de Fourier
é extremamente útil, pois o conteúdo de frequência do sinal é importante. Porém,
nessa transformada a representação se dá no domínio da frequência e a informação
temporal fica indisponível. Assim, com a transformada de Fourier não é possível dizer
quando a partir do sinal transformado no domínio da frequência um determinado
evento ocorreu, dificultando a análise de sinais com características transitórias ou
não estacionárias (RIOUL; VETTERLI, 1991).

Na tentativa de ampliar as aplicações da transformada de Fourier é criada a Trans-
formada Janela de Fourier em que pequenos intervalos do sinal são analisados de
cada vez. Essa nova técnica, possibilita o fornecimento de informações sobre quando
e quais frequências ocorrem no sinal. No entanto, essas informações só podem ser ob-
tidas com determinada precisão, que está diretamente ligada ao tamanho da janela.
A largura fixa da janela independentemente da frequência que está sendo analisada
é outra característica da transformada janelada de Fourier. Muitos sinais requerem
uma técnica mais flexível, no qual seja possível variar o tamanho da janela com
melhor precisão tanto no domínio do tempo quanto no domínio da frequência.

Assim surge a Transformada Wavelet (Wavelet Transform - WT). Essa transformada
utiliza janelas com regiões de tamanhos variáveis, ou seja, emprega uma janela di-
latada para a extração de informação de baixa-frequência e uma janela comprimida
para a extração de informação de alta-frequência (CHUI, 1992). Dessa forma, é possí-
vel realizar a extração de informações em frequência além da detecção de estruturas
localizadas no tempo.

Uma wavelet é uma função com forma de uma pequena onda gerada por desloca-
mentos e escalonamentos de uma função wavelet-analisadora ψ. Normalmente usa-se
a seguinte nomenclatura:
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ψ(s, n, t) = 1√
s
ψ
(
t− n
s

)
; s, n ∈ R ; s > 0 (4.1)

no qual n é o fator de deslocamento, s é o fator escala e (
√
s)−1 é a constante de

normalização do L2(R), que visa manter a mesma energia da wavelet-analisadora
independente da escala utilizada.

Em relação ao fator de escala s, a wavelet-analisadora sofre dilatação (s > 1) ou
contração (0 < s < 1). Assim, é possível analisar, respectivamente, aspectos de longo
ou de curto período no sinal. A Figura 4.1, apresenta a contração e a dilatação de
uma função wavelet-analisadora.

Figura 4.1 - Exemplo de dilatação de uma função wavelet-analisadora.

(a) s = 1
2 (b) s = 1 (c) s = 2

Fonte: Produção do autor.

Deslocar uma wavelet significa deslocá-la no eixo do tempo. À medida que o fator
de deslocamento n varia, o sinal é analisado localmente em torno desse ponto. A
Figura 4.2 apresenta um exemplo de deslocamento da wavelet-analisadora.

Figura 4.2 - Exemplo de deslocamento de uma função wavelet-analisadora.

(a) n = −20 (b) n = 0 (c) n = 20

Fonte: Produção do autor.

Desta forma, a função wavelet possui a propriedade de dupla localização, em tempo
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e em frequência, com uma relação intrínseca entre elas, arbitrada pelo princípio da
incerteza de Heisenberg (MALLAT, 2009). Devido a tal propriedade, a WT permite
uma análise espectral local de características do sinal, sendo útil para avaliação
de transientes, aperiodicidade e não-estacionaridade, em que súbitas alterações na
morfologia podem ser enfatizadas em as escalas de interesse (DAUBECHIES, 1992).

A variedade de funções wavelet disponíveis permite escolher uma função que seja
adequada para o sinal sob análise (DOMINGUES et al., 2005). As funções wavelets
podem ser complexas ou reais, simétricas ou assimétricas, com funções definidas
explicitamente ou não, mas devem satisfazer a dois requisitos:

• A integral da função wavelet deve ser zero, garantindo que a função wavelet
tenha uma forma oscilatória com média zero.:

∫ ∞
−∞

ψ(t) dt = 0 (4.2)

• A energia da função wavelet deve ser unitária para garantir um suporte
compacto.

∫ ∞
−∞
|ψ(t)|2 dt = 1 (4.3)

A Transformada Wavelet Contínua (Continuous Wavelet Transform - CWT) é uma
ferramenta que permite decompor o sinal em diferentes componentes de frequên-
cias. Na CWT os parâmetros de escala s e de deslocamento n são contínuos e a
transformada é obtida por:

W(s, n) = 1√
s

∫ ∞
−∞

f(t) ψ∗
(
t− n
s

)
dt (4.4)

em que f(t) é a série temporal e ψ∗ é o complexo conjugado. A saída da CWT é um
escalograma que representa o módulo ao quadrado das amplitudes dos coeficientes
wavelet. Com o escalograma é possível verificar como a energia do sinal varia no
tempo t e na escala s. Porém os padrões obtidos pelo escalograma dependem da
família wavelet empregada e são altamente redundantes. Para tentar minimizar a
redundância, surge a Transformada Wavelet Discreta (Discrete Wavelet Transform
- DWT).

Na DWT, os parâmetros de escala e de deslocamento assumem valores discretos.
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Assim, um número discreto de wavelets é gerado quando os fatores s e n são restritos
aos valores s = sj0 e n = ksj0n0, no qual s0 > 1, n0 > 0 e j, k ∈ Z. Dessa forma, é
possível construir funções wavelets ψj,k(t) ortonormais dadas por:

ψ(k, j, t) = s
−j/2
0 ψ

(
s−j0 t− kn0

)
(4.5)

Para facilitar os cálculos computacionais, adota-se dilatações binárias (s0 = 2) e
deslocamentos unitários (n0 = 1). Com isso, algumas funções wavelets constituem
uma base ortonormal para L2(R) e são obtidas por:

ψ(k, j, t) = 2−j/2 ψ
(
2−jt− k

)
(4.6)

Dentre as principais características da DWT, podem-se citar: boa compressão da
energia do sinal, reconstrução perfeita com filtros de suporte pequeno, pouca re-
dundância e baixo custo computacional (O(N)) (DAUBECHIES, 1992). Além disso,
as informações da DWT podem ser organizadas em um esquema hierárquico de
espaços aninhados denominado, análise de multiresolução.

4.1 Análise multiresolução

A Análise Multiresolução (MR), desenvolvida por Mallat (1989), é uma ferramenta
capaz de representar um sinal em diferentes escalas ou resoluções 1, utilizando um
banco de filtros 2 especializados em extrair informações do sinal. Nesta representa-
ção, cada nível de resolução corresponde a um espaço Vj de funções de L2(R) que
satisfazem a condição:

Vj ⊃ Vj+1 , j ∈ Z (4.7)

e que

a) A união dos espaços é dada por ⋃j∈Z Vj = L2(R).

b) A intersecção dos espaços é dada por ⋂j∈Z Vj = {0}.

c) Uma função f(t) ∈ Vj ⇔ f(2t) ∈ Vj+1, ∀j ∈ Z.

1Níveis de detalhamento em um domínio.
2Arranjo de filtros passa-banda para decompor um sinal de entrada em diferentes sub-bandas

de frequência ou para combinar várias sub-bandas de frequência para reconstruir um sinal de saída.
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d) Uma função f(t) ∈ V0 ⇔ f(t− n) ∈ V0 ∀j ∈ Z.

Nesta representação, o espaço Vj+1 apresenta uma resolução menor do que o espaço
Vj. Assim, quanto menor a escala j, maior a resolução. Além disso, a diferença entre
dois espaços Vj e Vj+1 é denominado espaço de detalheWj+1. Este espaço de detalhe
contém todas as informações necessárias para passar do nível j + 1 para o nível j.
Assim,

Vj = Vj+1
⊕

Wj+1 (4.8)

A Figura 4.3 apresenta a relação entre os espaços escala V e os espaços das funções
wavelet W , este último também conhecido como espaço de detalhes.

Figura 4.3 - Relação entre os espaços Vj e wavelets Wj .

Fonte: Produção do autor.

Na análise multiresolução, as funções base para o espaço Vj são denominadas funções
escala (φ), enquanto as funções base para o espaço Wj são denominadas funções
wavelet (ψ). Assim, um sinal f(t) pode ser representado de uma forma multiescala
dado por:

f(t) =
∑
j,k∈Z

cj,kφj,k(t) +
∑
j,k∈Z

dj,kψj,k(t) (4.9)

em que cj,k e dj,k são, respectivamente, os coeficientes escala e wavelet. Uma forma
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eficiente de calcular tais coeficientes é obtida utilizando o algoritmo de Mallat (MAL-

LAT, 1989).

O algoritmo de Mallat obtém a transformada discreta por meio da utilização de banco
de filtros especular na quadratura (Quadrature Mirror Filter - QMF) descrito na
Figura 4.4. Esta abordagem é realizada em duas etapas: decomposição e reconstrução
do sinal.

Figura 4.4 - Decomposição e reconstrução do sinal utilizando o banco de filtros especular
na quadratura.

Nesta representação, h e h′ são filtros passa-baixa, g e g′ são filtros passa-alta, ↓ 2 é um
subamostrador de fator 2 e ↑ 2 é sobreamostrador de fator 2.

Fonte: Produção do autor.

A fase de decomposição consiste em aplicar um par de filtros de resposta a impulso
finita (Finite Impulse Response - FIR) para decompor um sinal unidimensional dis-
creto f (ou c0). O filtro passa-baixa (h) é responsável por remover as altas frequên-
cias e, assim, gerar uma forma suavizada do sinal original. O filtro passa-alta (g)
é responsável por remover as baixas frequências e, assim, gerar uma versão com as
informações residuais do sinal de entrada. Em seguida, os sinais filtrados são sub-
amostrados 3 (ou decimados) por um fator de dois e os resultados são chamados de,
respectivamente, coeficiente escala (c) e coeficiente wavelet (d). A DWT com um
único nível de decomposição é capaz de dividir o sinal original em duas faixas de
frequência. Caso seja necessário explorar outras faixas de frequência, deve-se realizar
sucessivas decomposições, ou seja, deve-se aplicar sucessivamente o par de filtro nos
coeficientes escala (Figura 4.5). Teoricamente, a decomposição pode seguir indefi-
nidamente até que haja suficiente coeficientes escala e wavelets para definir essas
funções. Na prática, o nível de decomposição é baseado na natureza do sinal ou nas
faixas de escala de interesse.

3Redução da frequência de amostragem do sinal no qual todos os pontos de índices ímpares são
eliminados.
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Figura 4.5 - Algoritmo de Mallat - decomposição em vários níveis.

Fonte: Produção do autor.

A fase de reconstrução recupera o sinal original por meio da Transformada Wavelet
Discreta Inversa (Inverse Discrete Wavelet Transform - IDWT). Primeiramente, os
coeficientes escala e wavelet passam pelo processo de upsampling (↑ 2), que recupera
o tamanho do sinal original por meio de inserção de zeros entre as amostras consecu-
tivas. Em seguida, estes sinais são filtrados pelos filtros de reconstrução passa-baixa
h′ e passa-alta g′ para reconstruir o sinal original. Se o sinal é decomposto em mais
de um nível, este processo deve iniciar no último nível de decomposição e ser repetido
até recuperar o sinal original (Figura 4.6).

Figura 4.6 - Algoritmo de Mallat - reconstrução em vários níveis.

Fonte: Produção do autor.
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4.1.1 Wavelets ortogonais de Daubechies

As wavelets de Daubechies constituem uma família de wavelets ortogonais de L2(R)
criadas por Daubechies (1992). Esta família possui as seguintes características:

• A maioria das funções são assimétricas.

• A função wavelet possui p momentos nulos e suporte compacto 4 de tama-
nho [−p+ 1, p].

• A função escala possui suporte compacto de tamanho [0, 2p− 1].

• As funções escala e wavelet tem o mesmo número de coeficientes.

As wavelets são nomeadas por dbP , no qual P é a ordem da aproximação local.
Neste trabalho, são utilizadas as wavelets db1 e db4 representadas, respectivamente,
pelas Figuras 4.7 e 4.8.

Figura 4.7 - Funções escala e wavelet da db1 também conhecida como função de Haar.

(a) Função escala (b) Função wavelet

Fonte: Produção do autor.

4Anula-se completamente fora de um intervalo finito de tempo.
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Figura 4.8 - Funções escala e wavelet da db4.

(a) Função escala (b) Função wavelet

Fonte: Produção do autor.

A transformada wavelet discreta, usando as wavelets de Daubechies, é obtida pela
biblioteca open source PyWavelets (WASILEWSKI, 2012). As Tabelas 4.1 e 4.2 apre-
sentam, respectivamente, os coeficientes de decomposição e de reconstrução das wa-
velets db1 e db4.

Tabela 4.1 - Coeficientes de decomposição da transformada wavelet discreta.

Wavelet Filtro de decomposição passa-baixa Filtro de decomposição passa-alta
db1 0.707106781186547600 -0.707106781186547600

0.707106781186547600 0.707106781186547600
db4 -0.010597401784997278 -0.230377813308855230

0.032883011666982945 0.714846570552541500
0.030841381835986965 -0.630880767929590400
-0.187034811718881140 -0.027983769416983850
-0.027983769416983850 0.187034811718881140
0.630880767929590400 0.030841381835986965
0.714846570552541500 0.032883011666982945
0.230377813308855230 -0.010597401784997278
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Tabela 4.2 - Coeficientes de reconstrução da transformada wavelet discreta.

Wavelet Filtro de reconstrução passa-baixa Filtro de reconstrução passa-alta
db1 0.707106781186547600 0.707106781186547600

0.707106781186547600 -0.707106781186547600
db4 0.230377813308855230 -0.010597401784997278

0.714846570552541500 -0.032883011666982945
0.630880767929590400 0.030841381835986965
-0.027983769416983850 0.187034811718881140
-0.187034811718881140 -0.027983769416983850
0.030841381835986965 -0.630880767929590400
0.032883011666982945 0.714846570552541500
-0.010597401784997278 -0.230377813308855230

4.2 Filtragem não-linear usando wavelet

A propriedade de possuir p momentos nulos das wavelets de Daubechies tem como
consequência, para uma função suave, o fato dos coeficientes wavelets decrescem
rapidamente (DAUBECHIES, 1992). Além disso, se a função possuir descontinuidades
em uma de suas derivadas, os coeficientes wavelets decrescem lentamente apenas
na vizinhança destas descontinuidades, permanecendo com o decaimento rápido nas
demais regiões (MALLAT, 2009). Com tais características é possível descartar todos
os coeficientes wavelets que sejam menores do que um determinado limiar de corte
(δ), sem a perda significativa da qualidade do sinal em relação a sua recuperação
pela IDWT.

Assim, o processo de filtragem não-linear usando wavelet pode ser resumido em três
etapas:

1 Decompor o sinal utilizando a DWT em j escalas.

2 Realizar a operação de truncamento, com um limiar de corte (δ), nos coe-
ficientes wavelets.

3 Obter o sinal filtrado utilizando a IDWT.

Em relação a operação de truncamento, destacam-se duas regras: hard e soft th-
reshold. No hard threshold (ThH), o truncamento é obtido segundo a regra:

32



ThH(x) =

 x, se |x| > δ

0, se |x| ≤ δ
(4.10)

enquanto no soft threshold (ThS) o truncamento é obtido por:

ThS(x) =


x− δ, se x > δ

0, se − δ ≤ x ≤ δ

x+ δ, se x < −δ
(4.11)

A Figura 4.9 apresenta exemplos de operações de truncamento utilizando as regras
hard e soft thresholding.

Figura 4.9 - Exemplo de operação de truncamento.

(a) Sinal original (b) Hard threshold (c) Soft threshold

Neste exemplo, utiliza-se o limiar de corte δ = 0, 5.
Fonte: Produção do autor.

Ambas as regras de truncamento precisam de um valor de limiar de corte previa-
mente estabelecido. Para determiná-lo, este trabalho utiliza-se de três técnicas: (1)
Algoritmo DJ, (2) Algoritmo AFS e (3) Algoritmo PK.

O Algoritmo DJ, proposto por Donoho e Johnstone (1994), proporciona uma forma
fácil, rápida e automática para a obtenção de um limiar de corte universal (δu). Este
algoritmo baseia-se no fato de que o sinal com ruído y é gerado por:
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y = f + e (4.12)

em que f é o sinal sem ruído e e é o ruído gaussiano. Para obter o valor do limiar
de corte universal, o Algoritmo DJ realiza duas etapas descritas a seguir.

Algoritmo 1: Algoritmo DJ
Etapa 1: Inicialização

1.1 (c1, d1) ← DWT (c0): Aplicar um nível de decomposição da DWT ao
sinal original f = c0, de tamanho N . Nesta etapa, obtém-se dois vetores,
de tamanho N/2, denominados coeficiente escala (c1) e coeficiente wavelet
(d1).

1.2 σd1 : Calcular o desvio padrão do coeficiente wavelet d1 dado por
σd1 = mediana(|d1|)

0,6745 .

1.3 δu: Calcular o limiar de corte universal δu = σd1

√
2 ln(N).

Etapa 2: Filtragem

2.1 (cn, dn, · · · , d2)← DWT (c1): Aplicar DWT para n escalas ao vetor c1.
Cada vetor dj tem metade dos elementos de dj−1.

2.2 (d̃n, · · · , d̃1)← ThH(dn, · · · , d1): Aplicar a regra de truncamento soft
threshold com limiar de corte δu nos coeficientes wavelet d1, · · · , dn.

Etapa 3: Finalização

3.1 cfiltro0 ← IDWT (cn, d̃n, · · · , d̃1): Aplicar a transformada inversa
utilizando os coeficientes wavelet filtrados d̃n, · · · , d̃1 e o coeficiente escala
cn para obter o sinal filtrado f filtro = cfiltro0 .

O Algoritmo AFS, proposto por Azzalini et al. (2005), é uma técnica adaptativa para
determinar um limiar de corte que minimize o erro da operação de truncamento. Esse
algoritmo é composto pelas três etapas apresentadas abaixo.
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Algoritmo 2: Algoritmo AFS
Etapa 1: Inicialização

1.1 i← 0: Considerar a iteração inicial com i = 0.

1.2 (cn, dn, · · · , d1)← DWT (c0): Aplicar a DWT ao sinal original f = c0,
com N pontos, para n escalas, obtendo os coeficientes wavelet d1, · · · , dn
e o coeficiente escala cn.

1.3 σ2
0: Calcular a variância dos coeficientes wavelet σ2

0 = 1
N

∑n
j=1 |dj|2.

1.4 δ0: Calcular o limiar de corte δ0 =
√

2 ln(N)σ2
0.

1.5 k0: Armazenar em uma variável k0 a quantidade de coeficientes wavelet
que foram considerados como ruído. Inicialmente

Etapa 2: Laço Principal para a correção do limiar de corte

2.1 (d̃n, · · · , d̃1)← ThH(dn, · · · , d1): Aplicar a regra de truncamento hard
threshold com limiar de corte δi nos coeficientes wavelet d1, · · · , dn
obtidos a partir da DWT de c0.

2.2 ki+1: Armazenar na variável ki+1 o número de coeficientes wavelet
descartados no passo 2.1.

2.3 σi+1: Calcular o desvio padrão σi+1 de todos os coeficientes wavelet
descartados no passo 2.1.

2.4 δi+1: Calcular o limiar de corte δi+1 = σi+1

√
2 ln(N).

2.5 Se ki = ki+1, passar para a etapa final. Caso contrário, i = i+ 1 e
retornar ao passo 2.1.

Etapa 3: Finalização

3.1 (d̃n, · · · , d̃1)← ThH(dn, · · · , d1): Aplicar a regra de truncamento hard
threshold com δi+1 nos coeficientes wavelet d1, · · · , dn obtidos a partir da
DWT de c0.

3.2 cfiltro0 = IDWT (cn, d̃n, · · · , d̃1): Aplicar a transformada inversa utilizando
os coeficientes wavelet filtrados d̃n, · · · , d̃1 e o coeficiente escala cn para
obter o sinal filtrado f filtro = cfiltro0 .
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O Algoritmo PK, proposto por Perin e Kozakevicius (2013), é outra técnica adap-
tativa que visa estimar um limiar de corte coerente com o sinal. Nesse algoritmo, a
operação de filtragem é composta pelas duas etapas apresentadas a seguir.

Algoritmo 3: Algoritmo PK
Etapa 1: Inicialização

1.1 (c1, d1) ← DWT (c0): Aplicar um nível de decomposição da DWT ao
sinal original f = c0, de tamanho N . Nesta etapa, obtém-se dois vetores,
de tamanho N/2, denominados coeficiente escala (c1) e coeficiente wavelet
(d1).

1.2 σd1 : Calcular o desvio padrão (σd1) do coeficiente wavelet d1.

1.3 δd1 : Calcular o limiar de corte δd1 = 1
2 σd1

√
2 log(N/2).

Etapa 2: Filtragem

2.1 (cn, dn, · · · , d2)← DWT (c1): Aplicar DWT para n escalas ao vetor c1.
Cada vetor dj tem metade dos elementos de dj−1.

2.2 d̃1 ← (0, · · · , 0) e (d̃n, · · · , d̃2)← ThH(dn, · · · , d2): Descartar todos o
coeficiente wavelet d1 e aplicar a regra de truncamento hard threshold
com limiar de corte δd1 aos coeficientes wavelet d2, · · · , dn.

Etapa 3: Finalização

3.1 cfiltro0 ← IDWT (cn, d̃n, · · · , d̃1): Aplicar a transformada inversa
utilizando os coeficientes wavelet filtrados d̃n, · · · , d̃1 e o coeficiente escala
cn para obter o sinal filtrado f filtro = cfiltro0 .

A Figura 4.10 apresenta um exemplo de cada algoritmo de filtragem apresentado
nesta seção.
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Figura 4.10 - Exemplo de filtragem não-linear utilizando wavelet.

O sinal original é obtido por f(t) = 4 sin(4π t)−sign(t−0, 3)−sign(0, 72−t). O sinal com
ruído é gerado ao adicionar um ruído gaussiano com média 0 e desvio padrão σ = 0, 5. Nos
algoritmos de filtragem, adotou-se a função wavelet db4 e 5 níveis de decomposição.

Fonte: Produção do autor.

Para determinar o desempenho de cada algoritmo, utiliza-se o valor do erro quadrá-
tico médio (ε), definido por:

ε =
∑(

f filtro − f
)2

N
(4.13)

no qual f representa o sinal original, f filtro representa o sinal filtrado e N representa
a quantidade de pontos do sinal. Desta forma, quanto menor o valor de ε, melhor é
o processo de filtragem.
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5 APRENDIZADO DE MÁQUINA

O aprendizado de máquina (Machine Learning - AM) é um campo do conhecimento
que se situa na interseção da inteligência artificial, da estatística e da ciência da com-
putação teórica (RUSSELL; NORVIG, 2004). O aprendizado de máquina é responsável
pelo desenvolvimento de teorias computacionais focadas na criação do conhecimento
artificial. Softwares desenvolvidos em seu âmago usam informações do passado para
melhorar o desempenho ou para fazer previsões precisas (MOHRI et al., 2012). Existem
diversas aplicações para o aprendizado de máquina, tais como classificação de texto
(SEBASTIANI, 2002), diagnósticos médicos (KONONENKO, 2001) ou reconhecimento
de padrões (ZANONI et al., 2015).

Segundo Russell e Norvig (2004), os estudos sobre aprendizado de máquina dividem-
se em três grupos de aprendizagem: supervisionada, não-supervisionada e por reforço.

No aprendizado supervisionado, é fornecido ao algoritmo de aprendizado, um con-
junto de exemplos de treinamento para os quais o rótulo da classe associada é conhe-
cido. Desta forma, o objetivo do algoritmo é construir um classificador que mapeie
entradas e saídas e, assim, possa determinar corretamente a classe de novos exem-
plos ainda não rotulados. Exemplo de algoritmos supervisionados são as árvores de
decisão e a máquinas de vetores de suporte.

O aprendizado não-supervisionado visa extrair informações de dados não rotulados
(HAYKIN, 2001). Para isso, o sistema analisa os dados e tenta desvendar a organi-
zação dos padrões existentes neles por meio de clusters (ou agrupamentos). Após
a determinação dos agrupamentos, necessita-se de uma análise para determinar o
que cada agrupamento significa no contexto do problema que está sendo analisado.
Como exemplo dessa categoria, pode-se citar os algoritmos k-médias e mapas de
Kohonen.

No aprendizado por reforço, não existem pares de entrada e saída para serem usados
como treinamento. O aprendizado acontece por meio de interações de tentativa e
erro. Se o sistema acertar a execução de uma ação, ele será recompensado; se ele
falhar, será punido (HARMON; HARMON, 1996; KAELBLING et al., 1996). Assim, o
sistema deve ser capaz de aprender uma política de ações que maximize as suas
recompensas futuras (RAJU et al., 2015). Como exemplo deste modelo, pode-se citar
o algoritmo Q Learning.

Neste trabalho, são descritos algoritmos de aprendizado supervisionado, tais como
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árvore de decisão e máquinas de vetores de suporte.

5.1 Árvore de decisão

Árvore de decisão é um método de inferência indutiva que visa predizer a classe
de uma instância baseada no conhecimento adquirido em um treinamento prévio
(MITCHELL, 1997).

Na representação de uma árvore de decisão, cada nó interno contém um teste em
um atributo e, consequentemente, cada ramo descendente corresponde a um valor
deste atributo. Além disso, cada nó folha está associado a uma classe e, assim,
todas as instâncias pertencentes ao nó folha são associados a mesma classe. Cada
percurso da árvore, partindo do nó raiz até o nó folha, corresponde a uma regra de
classificação (HOLSHEIMER; SIEBES, 1994). A Figura 5.1 ilustra um exemplo genérico
da arquitetura de uma árvore de decisão.

Figura 5.1 - Exemplo de arquitetura de uma árvore de decisão.

Fonte: Produção do autor.

Um algoritmo para indução de árvores utiliza a estratégia dividir-para-conquistar,
ou seja, um problema complexo é decomposto em sub-problemas mais simples e,
recursivamente, a mesma estratégia é aplicada a cada sub-problema (SALZBERG,
1994). A ideia básica do algoritmo de indução é:

1. Escolher um atributo de previsão, associando-o a um nó interno.

2. Estender a árvore adicionando um ramo para cada valor do atributo.

3. Passar as instâncias para os nós folhas de acordo com o valor do atributo.
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4. Para cada nó folha, verificar se todas as instâncias pertencem a mesma
classe. Se isso ocorrer, associar esta classe ao nó folha. Caso contrário,
repetir o passo 1.

Desta forma, o processo de indução de árvore é claro, rápido e intuitivo, tornando o
modelo de classificação fácil de ser interpretado (MCCAULEY; GOETZ, 2004). O ponto
principal desse algoritmo de indução é identificar os atributos que possuem o maior
poder de discriminação entre as classes das instâncias em análise. Essa identificação
ocorre a partir de um critério de seleção, como o ganho de informação, que utiliza
a entropia como medida para caracterizar a impureza de uma coleção arbitrária de
amostras (QUINLAN, 1986).

Para um conjunto de treinamento A, que possui n valores distintos de classe, a
Entropia é calculada por:

Entropia(A) = −
n∑
i=1

pi log2 pi, i = 1, · · · , n (5.1)

no qual pi é a probabilidade do conjunto arbitrário de amostras pertencer à classe
ni.

Utilizando o atributo B, que possui k valores distintos (b1 · · · , bk), é possível dividir
o conjunto A em k partições no qual Aj representa as instâncias de A que possuem
o valor bj. Assim, o valor esperado de entropia em A, quando particionado pelo
atributo B, é:

Entropia(B,A) =
k∑
j=1

|Aj|
|A|

Entropia(Aj) (5.2)

no qual | · | representa o operador módulo. Por conseguinte, o ganho de informação
do atributo B corresponde a:

Ganho(B) = Entropiada(A)− Entropia(B,A) (5.3)

Assim, o atributo que tiver o maior valor de ganho de informação é escolhido como o
atributo de particionamento no nó da árvore. Porém, o ganho de informação favorece
atributos com muitos valores distintos. Para contornar essa situação, Quinlan (1993)
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propôs o algoritmo de indução de árvore C4.5, no qual utiliza-se a razão de ganho,
equivalente ao ganho de informação ponderado, como critério de avaliação. Essa
razão é dada por:

Razão de ganho(A) = Ganho(B)
Entropia de particionamento(B,A) (5.4)

em que a entropia de particionamento comporta-se de forma análoga à Entropia(B,
A), mas penaliza os atributos com um número grande de partições. A entropia de
particionamento é obtida:

Entropia de particionamento(B,A) =
k∑
j=1

|Aj|
|A|

x log2

(
|Aj|
|A|

)
(5.5)

Portanto, no C4.5 o atributo que contém o maior valor de razão de ganho será
o utilizado para o particionar o conjunto A. Para ilustrar o processo de criação
da árvore de decisão, considere o conjunto de treinamento da Tabela 5.1. Nesse
conjunto, cada instância possui 4 atributos, referentes a condições do tempo, e uma
classe, que indica quando deve-se ou não jogar.

Tabela 5.1 - Possibilidade de jogar a partir dos dados sobre o tempo.

Instância Atributos Jogar
Previsão Temperatura Umidade Vento

1 Ensolarado Quente Alta Falso Não
2 Ensolarado Quente Alta Verdadeiro Não
3 Nublado Quente Alta Falso Sim
4 Chuvoso Média Alta Falso Sim
5 Chuvoso Fria Normal Falso Sim
6 Chuvoso Fria Normal Verdadeiro Não
7 Nublado Fria Normal Verdadeiro Sim
8 Ensolarado Média Alta Falso Não
9 Ensolarado Fria Normal Falso Sim
10 Chuvoso Média Normal Falso Sim
11 Ensolarado Média Normal Verdadeiro Sim
12 Nublado Média Alta Verdadeiro Sim
13 Nublado Quente Normal Falso Sim
14 Chuvoso Média Alta Verdadeiro Não

Fonte: Adaptada de Witten e Frank (2005)
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Seja a classe n1 equivalente a “Sim” e a classe n2 equivalente a “Não”, pode-se
calcular a entropia do conjunto A por:

Entropia(A) = − 9
14 log2

( 9
14

)
− 5

14 log2

( 5
14

)
= 0, 940 (5.6)

Em seguida, calcula-se a entropia esperada de cada atributo. Por exemplo, para o
atributo previsão, tem-se:

Entropia(previsão, A) = 5
14

(
−2

5 log2

(
2
5

)
− 3

5 log2

(
3
5

))
+ 4

14

(
−4

4 log2

(
4
4

)
− 0

4 log2

(
0
4

))
+ 5

14

(
−3

5 log2

(
3
5

)
− 2

5 log2

(
2
5

))
= 0, 694

(5.7)

Assim, o ganho de informação para o atributo previsão é:

G(previsão) = Entropia(A)− E(previsão, A) = 0, 940− 0, 694 = 0, 246 (5.8)

Analogamente, calcula-se o ganho de informação para os demais atributos:
G(temperatura) = 0, 029, G(umidade) = 0, 151 e G(vento) = 0, 048. Em seguida,
calcula-se a entropia de particionamento de cada atributo. Por exemplo, a entropia
de particionamento do atributo previsão é:

Entropia de particionamento(previsão, A) = − 5
14 log2

(
5
14

)
− 4

14 log2

(
4
14

)
− 5

14 log2

(
5
14

)
= 1, 576

(5.9)

Pode-se, então, obter:

Razão de ganho(previsão) = Ganho(previsão)
Entropia de particionamento(previsão,A)

= 0,246
1,576

= 0, 156
(5.10)
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Calculando a razão de ganho dos atributos temperatura, umidade e vento tem-se os
valores 0, 019, 0, 151 e 0, 048, respectivamente. Como o atributo previsão possui o
maior valor de razão de ganho, ele é escolhido como nó raíz da árvore. O processo
ocorre recursivamente para os demais nós da árvore. Assim, a Figura 5.2 apresenta
a árvore de decisão para os dados da Tabela 5.1.

Figura 5.2 - Exemplo geral de árvore de decisão.

Fonte: Produção do autor.

Nessa dissertação, utiliza-se o J48 que é uma implementação do WEKA (HALL et

al., 2009) para o algoritmo de indução de árvore C4.5.

5.2 Máquinas de Vetores de Suporte

As máquinas de vetores de suporte (Support Vector Machine - SVM), propostas
por Cortes e Vapnik (1995), são técnicas de aprendizado supervisionado capazes
de classificar dados lineares e não-lineares (XU et al., 2013). Essa técnica tem sido
utilizada na solução de diversos tipos de problemas relacionados à classificação, como
reconhecimento de padrões, mineração de dados e bioinformática (RUFINO, 2011).

O objetivo do SVM é encontrar um hiperplano com a máxima margem de separação
entre as diferentes classes de dados. Se os dados não são lineares, o SVM realiza um
mapeamento não-linear do conjunto de dados original para uma dimensão superior
no espaço de características, onde a separação por um hiperplano é viável (WANG,
2002; HAN; KAMBER, 2006). A Figura 2.14 ilustra os dois tipos de separação de
dados.
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Figura 5.3 - Exemplo de separação de duas classes de um conjunto pelo SVM.

(a) Formação da quando duas classes são linearmente separáveis. (b) Duas classes que
não são linearmente separáveis. (c) Dimensão mais elevada possibilita a construção de um
hiperplano para separação das duas classes.

Fonte: Santos (2013)

Seja A um conjunto de treinamento com n dados xi ∈ X e seus respectivos rótulos
yi ∈ Y , em que X representa o espaço de características e Y = {−1,+1}. O conjunto
A é linearmente separável se é possível separar os dados das classes -1 e +1 por um
hiperplano. Porém, como mostra a Figura 5.4, existem diversos hiperplanos capazes
de separar as duas classes.

Figura 5.4 - Exemplos de retas capazes de separar as classes -1 e +1.

Fonte: Costa (2014b).

Assim, o objetivo do SVM é encontrar uma reta que minimize o erro de classificação.
Para isso, o SVM constrói um hiperplano de máxima margem de separação, em que
a margem corresponde à distância mais curta do hiperplano para as instâncias de
treinamento mais próximas de cada classe. O hiperplano de separação é definido
como:

f(x) =< w, x > +b = 0 (5.11)

45



no quais w é o vetor ortogonal ao hiperplano de separação, b é um escalar tal que
|b|/||w|| corresponde à distância do hiperplano à origem do espaço de características,
|| · || é a norma vetorial e < ·, · > é o produto interno. Como essa equação divide o
espaço de características X em duas regiões, < w, x > +b > 0 e < w, x > +b < 0, é
possível utilizar uma função sinal g(x) = sgn(f(x)) para obter as classificações:

g(x) =

 +1 se < w, x > +b > 0
−1 se < w, x > +b < 0

(5.12)

Para obter o hiperplano de margem máxima de separação deve-se garantir que os
dados mais próximos a ele satisfaçam a condição:

| < w, xi > +b| = 1 (5.13)

o que implica as inequações:

f(xi) =

 < w, xi > +b ≥ +1 se yi = +1
< w, xi > +b ≤ −1 se yi = −1

(5.14)

Essas inequações podem ser combinadas em:

yi(< w, xi > +b) ≥ 1, i = 1, · · · , n (5.15)

Pelas considerações anteriores, verifica-se que a margem de separação possui largura
de 2/||w|| e que a minimização de ||w|| leva a maximização da margem (BURGES,
1998). Dessa forma, o SVM encontra o hiperplano por meio da determinação dos
parâmetros w e b, modelados pelo problema de otimização:

minw,b
1
2 ||w||

2

sujeito a : yi(< w, xi > +b) ≥ 1, i = 1, · · · , n
(5.16)

Essas restrições são impostas para assegurar que não haja dados de treinamento
entre as margens de separação das classes (LORENA; CARVALHO, 2007). O problema
de otimização pode ser solucionado com a introdução de uma função lagrangiana,
que adiciona as restrições à função objetivo, associadas aos parâmetros denominados
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multiplicadores de Langrange (αi) (COSTA, 2014b). Uma vez que os vetores de su-
portes e o hiperplano de margem máxima de separação são encontrados, constrói-se
a máquina de vetores de suporte (Figura 5.5).

Figura 5.5 - Representação de uma máquina de vetores de suporte.

Nessa representação, o hiperplano de seleção ótimo é representado pela linha contínua
enquanto os vetores de suporte são representados pelas linhas tracejadas.

Fonte: Costa (2014b).

Assim, o hiperplano de margem máxima de separação é definido por:

g(xteste) = sgn

(
l∑

i=1
yiα
∗
i < xi, xteste > +b∗

)
(5.17)

nos quais yi é a classe associado ao xi, xteste é o dado de teste a ser rotulado, α∗i e b∗

são os parâmetros obtidos pela otimização e l é a quantidade de vetores de suporte.
Assim, se o sinal de g(xteste) for positivo, o dado xteste é rotulado como classe +1,
caso contrário, é rotulado como -1.

Na prática, a maioria dos problemas não são linearmente separáveis. Para resolver
esse problema, o SVM realiza uma transformação não linear do espaço de carac-
terísticas original em um espaço de características de dimensão superior. Com os
dados transformados, o algoritmo procura um hiperplano que separe os dados no
novo espaço de atributos (HAN; KAMBER, 2006). A Figura 5.6 ilustra esse processo.
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Figura 5.6 - Exemplo de mapeamento para um espaço de maior dimensão.

Fonte: Costa (2014b).

No caso não-linear, a determinação dos parâmetros do hiperplano na nova dimen-
são também corresponde a um problema de otimização quadrática lagrangiana. No
novo espaço dimensional, os dados de treinamento aparecem na forma de produtos
internos < Φ(x1),Φ(xj) >, no qual Φ(x) é a função de mapeamento não-linear. Para
resolver essa situação, substitui-se o produto interno por uma função Kernel K, tal
que:

K(xi, xj) =< Φ(xi),Φ(xj) > (5.18)

Assim, todos os cálculos são realizados nos dados originais, reduzindo o custo com-
putacional. Com a seleção do Kernel, realiza-se o processo de decisão de forma
similar ao processo de predição linear. Porém, insere-se um termo de penalidade C,
responsável pela regularização associada à quantidade de dados classificados incor-
retamente.

Originalmente o SVM foi esquematizado para a classificação binária, porém é possí-
vel compor várias SVMs para tratar problemas multi-classes. Para isso, decompõem-
se o problema multi-classe em subproblemas binários e, em seguida, faz-se a re-
construção do problema por meio da combinação dos resultados dos subproblemas
(COSTA, 2014b). Nessa dissertação, utiliza-se a biblioteca LIBSVM (UNIVERSITY,
2012) que possibilita tanto a classificação de duas classes quanto a classificação
multi-classes.
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6 DADOS EXPERIMENTAIS

As metodologias propostas nesta dissertação serão usadas para analisar a dinâmica
de dois sistemas reais: o coração e o Sol. Ambos são descritos a seguir.

6.1 O coração e seus sinais RR

O sistema nervoso autônomo desempenha um papel importante no controle do sis-
tema cardiovascular, tanto em condições normais quanto em condições patológi-
cas. Por meio de uma complexa interação de estímulo e de inibição, respostas das
vias simpática e parassimpática são formuladas e modificam a frequência cardíaca,
adaptando-a às necessidades de cada momento. Nesse cenário, a atuação simpática
está relacionada ao aumento da frequência cardíaca, enquanto a atuação parassim-
pática está relacionada a sua redução (LOPES et al., 2014).

Dentre as técnicas utilizadas para a avaliação do comportamento do sistema ner-
voso autônomo, uma de grande destaque é a Variabilidade da Frequência Cardíaca
(VFC). Essa técnica é uma medida simples e não-invasiva dos impulsos autonômicos,
que descrevem as oscilações entre batimentos cardíacos consecutivos (denominados
intervalos RR). Assim, a VFC indica a habilidade do coração em responder aos múl-
tiplos estímulos fisiológicos e ambientais, no qual uma alta variabilidade é sinal de
boa adaptação, caracterizando um indivíduo saudável com mecanismos autonômicos
eficientes, enquanto uma baixa variabilidade é um indicador de adaptabilidade anor-
mal ou de insuficiência do sistema nervoso autônomo, caracterizando um possível
mau funcionamento fisiológico (VANDERLEI et al., 2009; SANTOS, 2013).

As séries temporais de intervalos RR, ou tacogramas, são obtidas por meio da
medição do intervalo de tempo entre picos R-R presentes em um eletrocardiograma
(Figura 6.1). O eletrocardiograma é um exame que registra a variação dos potenciais
elétricos gerados pela atividade cardíaca. A saída deste exame é um sinal constituído
por diferentes tipos de onda, sendo elas:

• Onda P: indica o início do batimento cardíaco. Essa onda é originada
por um estímulo na região do átrio direito denominado nódulo sino-atrial.
Como é um estímulo de contração, indica a despolarização atrial.

• Onda Q: marca o início da despolarização dos ventrículos. Isso ocorre
quando a onda P atinge o nódulo átrio-ventricular e, através das fibras
de Purkinge, o estímulo passa pelos ventrículos.
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• Onda R: possui a maior amplitude do batimento cardíaco, por isso é uti-
lizada para detecção do batimento cardíaco.

• Onda S: representa o fim da despolarização ventricular.

• Onda T: indica a repolarização ventricular. Nesta fase, os músculos car-
díacos voltam ao seu estado de repouso.

Figura 6.1 - Ondas de um eletrocardiograma.

Fonte: Produção do autor.

Neste trabalho, o conjunto de séries temporais de intervalos RR é proveniente do
Núcleo Transdisciplinar de Estudos de Complexidade e Caos (NUTECC), sediado
na Faculdade de Medicina de São José dos Rio Preto, e está dividido em quatro
grupos de pacientes:

• RNN: 24 recém-nascidos normais.

• RNP: 53 recém-nascidos prematuros internados em unidades de terapia
intensiva visando estabilização até a aquisição de condição de alta hospi-
talar.

• VOL: 61 jovens adultos sadios em boas condições de saúde e praticantes
de atividade física regular.

• PC: 61 adultos em observação pré-operatória para revascularização cirúr-
gica do miocárdio por coronariopativa obstrutiva grave.
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A Figura 6.2, apresenta séries temporais típicas de cada grupo.

Figura 6.2 - Exemplos de séries temporais de intervalos RR para os grupos clínicos RNN,
RNP, VOL e PC.

(a) RNN (b) RNP

(c) VOL (d) PC

Fonte: Produção do autor.

As séries temporais são obtidas por meio do cinto polar (S810i ou RS800), que são
eletrodos ligados a uma tira elástica colocada em torno do tórax do paciente, com
uma taxa de amostragem de 1000Hz. Para remover os artefatos e arritmias presentes
nas séries, realiza-se um pré-processamento com o filtro adaptativo proposto por
Santos (2013).

Para esse conjunto de dados, busca-se analisar como as técnicas de sistemas dinâ-
micos, análise wavelet e aprendizado de máquina podem ser utilizados para obter e
identificar quantificadores capazes de discriminar os diferentes grupos de pacientes.
Essa análise é detalhada na Seção 7.3.
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6.2 Dinâmica do campo magnético do Sol

Nesse conjunto de dados experimentais explora-se a análise do campo magnético da
superfície solar obtidas pelo instrumento Helioseismic and Magnetic Imager (SCHOU

et al., 2012) a bordo do satélite Solar Dynamics Observatory. As imagens desse
conjunto são obtidas por meio de espectropolarimetria, que consta de observações
da fotosfera solar em diferentes polarizações e comprimentos de onda próximas a
uma linha de observação que seja sensível ao efeito Zeeman (nesse caso, linha do
Fe I em 6173 Å). Nestas imagens, o campo magnético é medido em gauss e as regiões
brancas representam o campo magnético saindo do plano enquanto as regiões pretas
representam o campo magnético entrando.

No total, são utilizadas 167 imagens do dia 29/09/2013 com cadência de 4,5 minutos
e tamanho 309 × 496, no qual há uma emergência de fluxo magnético, levando a
formação de uma mancha solar. A Figura 6.3 apresenta a evolução da dinâmica do
campo magnético solar ao longo do tempo. Observa-se que no início não existe a
formação de mancha solar. Com o decorrer do tempo, surge uma mancha solar no
centro da imagem.

Figura 6.3 - Exemplo da dinâmica do campo magnético solar ao longo do tempo.

(a) t0 (b) t20 (c) t40

(d) t60 (e) t80 (f) t100

(g) t120 (h) t140

Fonte: Adaptada de Schou et al. (2012).
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A partir desse conjunto de observações, obtém-se 153264 séries temporais, de 167
pontos cada, que representam a evolução temporal do pixel de posição (x, y). Dessa
forma, é possível analisar a dinâmica em uma determinada região do Sol. A Figura
6.4 apresenta um exemplo de série temporal obtida.

Figura 6.4 - Exemplo de série temporal do campo magnético solar.

Fonte: Adaptada de Schou et al. (2012).
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7 USO COMBINADO DE WAVELET PARA REDUÇÃO DO TEMPO
DE CÁLCULO DO GRÁFICO DE RECORRÊNCIA

Este capítulo apresenta a descrição de uma metodologia na qual utiliza-se a trans-
formada wavelet discreta para gerar uma série suavizada, com menor quantidade
de pontos. Essa série com menor número de pontos é usada para gerar o gráfico de
recorrência. Desta forma, a metodologia proposta preserva a dinâmica do sistema
além de reduzir a complexidade computacional do cálculo do gráfico de recorrência
e da análise de quantificação de recorrência. As Seções 7.2 e 7.3 apresentam, res-
pectivamente, os resultados da aplicação da metodologia em dados simulados e em
dados experimentais.

7.1 Explorando a wavelet em diferentes escalas

O desenvolvimento aqui considerado envolve quatro etapas. A etapa inicial tem o
objetivo de criar bases de dados constituídas por séries temporais não-lineares. Para
isso, geram-se três bases distintas, provenientes do mapa logístico e do sistema de
Rössler (descritos no Capítulo 2), e por dados experimentais reais de intervalos RR
(descrito na Seção 6.1).

A segunda etapa visa utilizar a transformada wavelet discreta para gerar séries
suavizadas que reduzem a quantidade de pontos das séries temporais. Nesta etapa,
utilizam-se as wavelets de Daubechies (descritas na Seção 4.1.1) para obter três
níveis de decomposição. Ao final dessa etapa, cada base dados é dividida em quatro
grupos:

• Nível 0: séries temporais originais.

• Nível 1: coeficientes escala do primeiro nível de decomposição.

• Nível 2: coeficientes escala do segundo nível de decomposição.

• Nível 3: coeficientes escala do terceiro nível de decomposição.

A terceira etapa compreende a análise dos dados usando o gráfico de recorrência e
seus quantificadores. Para cada nível de decomposição, obtém-se os gráficos de re-
corrência e extraem-se sete medidas de quantificação de recorrência, sendo elas: taxa
de recorrência, determinismo, tamanho da maior linha diagonal, tamanho médio das
linhas diagonais, entropia de recorrência, laminaridade e tamanho médio das linhas
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verticais. Essas medidas de quantificação são obtidas pelo software Commandline
Recurrence Plots, disponibilizado por Marwan et al. (2007b).

A última etapa utiliza técnicas de aprendizado de máquina para identificar o quanto
cada nível de decomposição é eficiente na caracterização da dinâmica presente no
sistema. Para isso, treinam-se os classificadores com as medidas extraídas na etapa
anterior e avalia-se quantos registros são classificados corretamente. Assim, a acurá-
cia de cada nível de decomposição é a porcentagem de acerto do classificador. Neste
trabalho, utiliza-se os classificadores árvore de decisão J48 e máquinas de vetores de
suporte disponíveis no software WEKA (HALL et al., 2009).

Para resumir, esse procedimento pode ser visualizado de forma esquemática na Fi-
gura 7.1.

Figura 7.1 - Fluxo do enfoque empreendido, no qual utiliza-se a transformada wavelet
discreta para reduzir a complexidade computacional do cálculo do gráfico de
recorrência.

Fonte: Produção do autor.

7.2 Resultados

Nessa seção, apresentam-se os resultados da aplicação da metodologia em dados
provenientes do mapa logístico e do sistema de Rössler.
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7.2.1 Mapa logístico

Nesse experimento, o conjunto de dados é constituída por séries temporais do mapa
logístico, conforme descrito na Subseção 2.2.1.1. Assim, tem-se 4801 séries temporais,
com 4096 pontos cada, no qual o parâmetros r varia entre 2,80 e 4,00. Aplicando a
transformada wavelet discreta, usando a wavelet db1 em três níveis de decomposição,
obtém-se quatro grupos de dados:

• Nível 0: 4801 séries temporais do mapa logístico com 4096 pontos cada.

• Nível 1: 4801 coeficientes escala do primeiro nível de decomposição com
2048 pontos cada.

• Nível 2: 4801 coeficientes escala do segundo nível de decomposição com
1024 pontos cada.

• Nível 3: 4801 coeficientes escala do terceiro nível de decomposição com 512
pontos cada.

A Figura 7.2 apresenta um exemplo de série temporal obtido em cada nível de
decomposição.

Figura 7.2 - Aplicação da transformada wavelet discreta, usando a wavelet db1, em uma
série temporal do mapa logístico com r = 4, 00.

Fonte: Produção do autor.
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Para cada registro obtido, gera-se o gráfico de recorrência e extrai-se as medidas
de quantificação utilizando a configuração m = 1, τ = 1 e ρ = 0, 1. A Figura 7.3
apresenta exemplos de gráfico de recorrência obtidos em cada nível de decomposição.

Figura 7.3 - Exemplos dos gráficos de recorrência dos quatro níveis de decomposição da
série temporal do mapa logístico com r = 4.

(a) Nível 0 (b) Nível 1

(c) Nível 2 (d) Nível 3

Fonte: Produção do autor.

Dessa forma, para cada nível de decomposição, obtém-se um conjunto de dados
formado por 4801 registros com sete características cada. A Figura 7.4 apresenta a
variação dos parâmetros do RQA ao longo de cada nível de decomposição.
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Figura 7.4 - Variação dos parâmetros do RQA ao longo dos níveis de decomposição do
mapa logístico.

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.
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Para avaliar o quanto os quantificadores, obtidos a partir dos 4 níveis de decom-
posição, são capazes de identificar diferenças na dinâmica do mapa logístico, são
realizados dois experimentos. O Experimento 1 visa identificar a ausência ou a pre-
sença de caos no conjunto de dados. Para isso, a rotulação de cada registro baseia-se
no valor do expoente de Lyapunov (λ) das séries temporais do nível 0 de decompo-
sição. Assim, se λ ≤ 0, indica-se que o registro não possui comportamento caótico;
se λ > 0, indica-se que o registro possui comportamento caótico. Como indicado na
Figura 7.5, ao final do processo de rotulação, o conjunto de dados é dividido em
duas regiões: não caótica e caótica.

Figura 7.5 - Localização das regiões caóticas e não caóticas do mapa logístico.

Fonte: Produção do autor.

O Experimento 2 tem por objetivo analisar a capacidade dos quantificadores em
distinguir quatro regiões caóticas do mapa logístico apresentadas na Figura 7.6.

Figura 7.6 - Localização de quatro regiões caóticas do mapa logístico.

Fonte: Produção do autor.
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Para a análise do mapa logístico são adotadas três abordagens diferentes. A primeira
abordagem utiliza todos os quantificadores para treinar o classificador e, assim, obter
a acurácia do nível de decomposição.

Como o RQA possui medidas baseadas na densidade de recorrência, nas linhas di-
agonais e nas linhas verticais, a segunda abordagem visa estudar o quanto cada um
desses grupo é capaz de distinguir as diferenças na dinâmica do sistema. Nessa aná-
lise, calcula-se tanto a acurácia de cada grupo individualmente quanto a acurácia
dos grupos combinados dois a dois.

Na terceira abordagem, apresenta-se apenas uma medida por vez ao classificador, o
que possibilita identificar quais medidas são capazes ou não de detectar diferenças
na dinâmica do sistema.

Primeira abordagem

Na primeira abordagem, as Figuras 7.7 e 7.8 apresentam, respectivamente, as acu-
rácias médias obtidas nos Experimentos 1 e 2 quando todos os sete quantificadores
são apresentados como entrada para o J48 e para o SVM. Na análise dos resultados,
adota-se, empiricamente, que valores superiores a 0,75 (linha tracejada) indicam que
o nível de decomposição é capaz de identificar as diferenças na dinâmica do conjunto
de dados.

Figura 7.7 - Acurácias do Experimentos 1 do mapa logístico quando as sete medidas são
apresentadas de uma vez como padrões de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.
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Figura 7.8 - Acurácias do Experimento 2 do mapa logístico quando as sete medidas são
apresentadas de uma vez como padrões de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.

Observa-se que, em ambos os experimentos, os quantificadores de todos os níveis de
decomposição possuem acurácias superiores a 0,75. Isso indica fortemente a capaci-
dade dos quantificadores em distinguir os diferentes comportamentos presentes no
mapa logístico.

Segunda abordagem

Nessa abordagem o objetivo é estudar o quanto cada um grupo de quantificação
é capaz de identificar diferenças na dinâmica do sistema. Para isso, são realizados
6 testes nos quais analisa-se tanto a acurácia individual de cada grupo, quanto a
acurácia dos grupos combinados dois a dois. Nessa análise, adota-se que o grupo
de quantificação que possuir acurácia superior a 0,75 (linha tracejada) é capaz de
discriminar os diversos comportamentos presente no sistema. As Figuras 7.9 e 7.10
apresentam, respectivamente, os resultados obtidos nos Experimentos 1 e 2.
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Figura 7.9 - Acurácias do Experimento 1 quando cada um dos grupos de quantificadores
do mapa logístico são fornecidos como padrões de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3. As siglas R, D e V representam, respec-
tivamente, as medidas baseadas na densidade de recorrência (RR), nas linhas diagonais
(DET, L, Lmax, ENTR) e nas linhas verticais (LAM, TT).

Fonte: Produção do autor.
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Figura 7.10 - Acurácias do Experimento 2 quando cada um dos grupos de quantificadores
do mapa logístico são fornecidos como padrões de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3. As siglas R, D e V representam, respec-
tivamente, as medidas baseadas na densidade de recorrência (RR), nas linhas diagonais
(DET, L, Lmax, ENTR) e nas linhas verticais (LAM, TT).

Fonte: Produção do autor.

Nessa abordagem observa-se que, em ambos os experimentos, os grupos de quanti-
ficadores de todos os níveis de decomposição possuem acurácias superiores a 0,75.
Isso indica que os grupos de quantificação são capazes de reconhecer diferenças na
dinâmica do mapa logístico.

Terceira abordagem

Nessa abordagem, analisa-se a capacidade individual do quantificador em distinguir
as diferenças na dinâmica do mapa logístico. Convenciona-se, empiricamente, que
o quantificador que possuir acurácia superior a 0,75 (linha tracejada) é capaz de
discriminar as diferenças na dinâmica do sistema. As Figuras 7.11 e 7.12 apresentam,
respectivamente, os resultados obtidos nos Experimentos 1 e 2.
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Figura 7.11 - Acurácias do Experimentos 1 quando os quantificadores do mapa logístico
são fornecidos individualmente como padrão de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.
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Figura 7.12 - Acurácias do Experimentos 2 quando os quantificadores do mapa logístico
são fornecidos individualmente como padrão de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.

No Experimento 1, todos os quantificadores, em todos os níveis de decomposição,
são capazes distinguir a região caótica da região não caótica. Isso indica fortemente
que a separação caos - não caos é uma tarefa simples que pode ser realizada com
um único quantificador.

Porém, no Experimento 2, os classificadores J48 e SVM atingem acurácias superiores
a 0,75 em apenas 78% e 57% dos testes. Isso mostra que a distinção das regiões
caóticas é uma tarefa complexa que necessita de maiores informações para realizar
a distinção.

Síntese de resultados

Nas três abordagens realizadas, os quantificadores obtidos são capazes de distinguir
diferenças na dinâmica do mapa logístico. Dentre os níveis de decomposição utili-
zados, os quantificadores dos níveis 1 e 3 apresentam os melhores resultados nos
Experimentos 1 e 2, respectivamente.
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Como mostra a Tabela 7.1, ao utilizar as séries temporais dos níveis de decomposição
1 e 3, obtém-se uma redução de 76% e 96%, respectivamente, do custo computacional
para extração de quantificadores RQA. Assim, pode-se afirmar que a transformada
wavelet discreta possibilita a redução do custo computacional para a extração de
quantificadores ao gerar séries suavizadas, com menor quantidade de pontos, que
preservam a dinâmica do sistema.

Tabela 7.1 - Tempo para calcular a DWT e o RQA do mapa logístico.

Nível de Número de Tempo de cálculo [s] % Tempo
decomposição pontos DWT RQA Total

0 4096 - 2524 2524 100
1 2048 27 582 609 24
2 1024 41 164 205 8
3 512 48 51 99 4

Tempo referente ao processamento em um Intel Core i7-4790 @ 3.60GHz e 8Gb de RAM.

7.2.2 Sistema de Rossler

Nesse experimento, o conjunto de dados é constituída por séries temporais do sis-
tema de Rössler, conforme descrito na Subseção 2.2.1.2. Assim, tem-se 4001 séries
temporais, com 4096 pontos cada, no qual o parâmetros a varia entre 0,3 e 0,5.
Aplicando a transformada wavelet discreta, usando a wavelet db4 em três níveis de
decomposição, obtém-se quatro grupos de dados:

• Nível 0: 4001 séries temporais do sistema de Rössler com 4096 pontos cada.

• Nível 1: 4001 coeficientes escala do primeiro nível de decomposição com
2048 pontos cada.

• Nível 2: 4001 coeficientes escala do segundo nível de decomposição com
1024 pontos cada.

• Nível 3: 4001 coeficientes escala do terceiro nível de decomposição com 512
pontos cada.

A Figura 7.13 apresenta um exemplo de série temporal obtido em cada nível de
decomposição.
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Figura 7.13 - Aplicação da transformada wavelet discreta, usando a wavelet db4, em uma
série temporal do sistema de Rössler com a = 0, 3.

Fonte: Produção do autor.

Para cada registro obtido gera-se o gráfico de recorrência e extrai-se as respectivas
medidas de quantificação utilizando as configurações definidas na Tabela 7.2, no qual
m é a dimensão de imersão, τ é o atraso, ρ é o raio de vizinhança e l é o tamanho
mínimo da linha diagonal.

Tabela 7.2 - Parâmetros para calcular o gráfico de recorrência e análise de quantificação
de recorrência do sistema de Rössler.

Nível de decomposição Configuração do RP e RQA % Tempo
m τ ρ l

0 3 20 1 512 100
1 3 14

√
2 256 24

2 3 7 2 128 8
3 3 3 2

√
2 64 4

Desta forma, para cada nível de decomposição, obtém-se um conjunto de dados
formado por 4001 registros com sete características cada. A Figura 7.14 apresenta a
variação dos parâmetros do RQA ao longo de cada nível de decomposição.
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Figura 7.14 - Variação dos parâmetros do RQA ao longo dos níveis de decomposição do
sistema de Rössler.

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.
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Para avaliar o quanto os quantificadores, obtidos a partir dos 4 níveis de decom-
posição, são capazes de identificar diferenças na dinâmica do sistema de Rössler,
são realizados dois experimentos. O Experimento 1 visa identificar a ausência ou a
presença de caos nas séries temporais. Para isso, a rotulação dos registros é baseada
no valor do expoente de Lyapunov (λ) das séries do nível 0 de decomposição. Assim,
obtém-se as regiões destacadas na Figura 7.15.

Figura 7.15 - Localização das regiões caóticas e não caóticas do sistema de Rössler.

Fonte: Produção do autor.

Como mencionado na Subseção 2.2.1.2, o sistema de Rössler possui dois tipos de
comportamento caótico: coerente e não corente. Assim, o Experimento 2 tem por
objetivo analisar a capacidade de distinguir três comportamentos: não caótico, caó-
tico coerente e caótico não coerente. Essas regiões estão destacadas na Figura 7.16.

Figura 7.16 - Localização das regiões não caóticas, caóticas fase-coerentes e caóticas fase-
não coerentes do sistema de Rössler.

Fonte: Produção do autor.
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Para a análise de cada experimento, são realizadas as três abordagens descritas na
Subseção 7.2.1.

Primeira abordagem

Na primeira abordagem, as Figuras 7.17 e 7.18 apresentam, respectivamente, as acu-
rácias médias obtidas nos Experimentos 1 e 2 quando todos os sete quantificadores
são apresentados como entrada para os classificadores J48 e SVM. Nessa análise,
adota-se, empiricamente, que valores superiores a 0,75 (linha tracejada) indicam
que o nível de decomposição é capaz de identificar as diferenças na dinâmica do
conjunto de dados.

Figura 7.17 - Acurácias do Experimento 1 do sistema de Rössler quando as sete medidas
são apresentadas de uma vez como padrões de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.
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Figura 7.18 - Acurácias do Experimento 2 do sistema de Rössler quando as sete medidas
são apresentadas de uma vez como padrões de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.

Observa-se que, em ambos os experimentos, os quantificadores de todos os níveis de
decomposição possuem acurácias superiores a 0,75. Isso indica fortemente a capaci-
dade dos quantificadores em distinguir os diferentes comportamentos presentes no
sistema de Rössler.

Segunda abordagem

Na segunda abordagem, o objetivo é analisar o quanto cada um grupo de quantifi-
cação é capaz de identificar as diferenças na dinâmica do sistema de Rössler. Para
isso, são realizados 6 testes nos quais analisam-se tanto a acurácia individual de cada
grupo, quanto a acurácia dos grupos combinados dois a dois. Novamente, determina-
se, empiricamente, que o teste com acurácia superior a 0,75 (linha tracejada) é capaz
de identificar diferenças na dinâmica do sistema. As Figuras 7.19 e 7.20 apresentam
os resultados obtidos nos Experiementos 1 e 2, respectivamente.
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Figura 7.19 - Acurácias do Experimento 1 do sistema de Rössler quando cada um dos
grupos de quantificadores são fornecidos como padrões de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3. As siglas R, D e V representam, respec-
tivamente, as medidas baseadas na densidade de recorrência (RR), nas linhas diagonais
(DET, L, Lmax, ENTR) e nas linhas verticais (LAM, TT).

Fonte: Produção do autor.
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Figura 7.20 - Acurácias do Experimento 2 do sistema de Rössler quando cada um dos
grupos de quantificadores são fornecidos como padrões de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3. As siglas R, D e V representam, respec-
tivamente, as medidas baseadas na densidade de recorrência (RR), nas linhas diagonais
(DET, L, Lmax, ENTR) e nas linhas verticais (LAM, TT).

Fonte: Produção do autor.

Nessa abordagem, a maioria dos grupos de quantificadores possuem acurácias su-
periores a 0,75 em todos os níveis de decomposição. Isso indica que os grupos são
capazes de discriminar os comportamentos presentes no sistema de Rössler.

Terceira abordagem

Na terceira abordagem, calcula-se a acurácia para cada quantificador fornecido
individualmente como entrada para os classificadores J48 e SVM. Novamente,
convenciona-se, empiricamente, que o quantificador que possuir acurácia superior
a 0,75 (linha tracejada) é capaz de discriminar os diversos comportamentos pre-
sente no conjunto de dados. As Figuras 7.21 e 7.22 apresentam, respectivamente, as
acurácias dos Experimentos 1 e 2.
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Figura 7.21 - Acurácias do Experimento 1 do sistema de Rössler quando os quantificadores
são fornecidos individualmente como padrão de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.
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Figura 7.22 - Acurácias do Experimento 2 do sistema de Rössler quando os quantificadores
são fornecidos individualmente como padrão de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.

Nessa abordagem, ao utilizar o classificador J48, 80% dos quantificadores possuem
acurácias superiores a 0,75 em ambos os Experimentos. Porém, os valores obtidos
nessa abordagem são inferiores aos obtidos nas etapas anteriores. Isso indica que um
único quantificador não contém informação suficiente para discriminar os diversos
comportamentos presentes no sistema de Rössler.

Síntese de resultados

Nas três abordagens realizadas, os quantificadores obtidos são capazes de distinguir
diferenças na dinâmica do sistema de Rössler. Dentre os níveis de decomposição
utilizados, os quantificadores do nível 3 apresentam os melhores resultados em ambos
os Experimentos.

Como mostra a Tabela 7.3, ao utilizar as séries temporais do nível 3 de decom-
posição, obtém-se uma redução de 96% do custo computacional para extração de
quantificadores RQA. Assim, pode-se afirmar que a transformada wavelet discreta
possibilita a redução do custo computacional para a extração de quantificadores ao
gerar séries suavizadas, com menor quantidade de pontos, que preservam a dinâmica
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do sistema.

Tabela 7.3 - Tempo para calcular a DWT e o RQA do sistema de Rössler.

Nível de Número de Tempo de cálculo [s] % Tempo
decomposição pontos DWT RQA Total

0 4096 - 2103 2103 100
1 2048 23 475 498 24
2 1024 35 126 161 8
3 512 41 36 77 4

Tempo referente ao processamento em um Intel Core i7-4790 @ 3.60GHz e 8Gb de RAM.

7.3 Exemplo de aplicação: Séries temporais de intervalos RR

Este experimento tem por objetivo utilizar técnicas de sistemas dinâmicos, análise
wavelet e aprendizado de máquina para obter quantificadores capazes de discriminar
os diferentes grupos de intervalos RR descritos na Seção 6.1. Assim, o conjunto de
dados é constituído por 199 séries temporais de intervalos RR que representam os
quatro grupos distintos de voluntários. Aplicando a transformada wavelet discreta,
usando a wavelet db4 em três níveis de decomposição, obtém-se quatro grupos de
dados:

• Nível 0: 199 séries temporais de intervalo RR.

• Nível 1: 199 coeficientes escala do primeiro nível de decomposição.

• Nível 2: 199 coeficientes escala do segundo nível de decomposição.

• Nível 3: 199 coeficientes escala do terceiro nível de decomposição.

Assim, para cada registro obtido, gera-se o gráfico de recorrência e extrai-se sete me-
didas de quantificação (taxa de recorrência, determinismo, tamanho da maior linha
diagonal, tamanho médio das linhas diagonais, entropia, laminaridade e tamanho
médio das linhas verticais) utilizando as configurações definidas na Tabela 7.4.

Tabela 7.4 - Parâmetros para calcular o gráfico de recorrência e análise de quantificação
de recorrência de cada nível de decomposição das séries de intervalos RR.

Nível de decomposição Configuração RP e RQA
m τ ρ

0 3 3 8
1 3 9 8

√
2

2 3 3 16
3 3 3 16

√
2
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Para cada nível de decomposição, obtém-se um conjunto de dados constituído por
199 registros com sete características cada. As Figuras 7.23, 7.24, 7.25 e 7.26 mos-
tram como os parâmetros do RQA variam nos níveis de decomposição de cada grupo
de voluntário.

Figura 7.23 - Variação dos parâmetros do RQA ao longo dos níveis de decomposição das
séries de intervalos RR do grupo RNN.

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.
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Figura 7.24 - Variação dos parâmetros do RQA ao longo dos níveis de decomposição das
séries de intervalos RR do grupo RNP.

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.
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Figura 7.25 - Variação dos parâmetros do RQA ao longo dos níveis de decomposição das
séries de intervalos RR do grupo VOL.

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.
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Figura 7.26 - Variação dos parâmetros do RQA ao longo dos níveis de decomposição das
séries de intervalos RR do grupo PC.

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.

Para cada análise realizada com os classificadores, usam-se apenas dois grupos de
pacientes. Para uniformizar a comparação, opta-se por utilizar o mesmo número de
casos de cada grupo, conforme especificado na Tabela 7.5.
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Tabela 7.5 - Comparações realizadas com os grupos de pacientes e suas respectivas quan-
tidade de registros do conjunto de entrada.

Grupos Quantidade de registros do conjunto de entrada
PC-VOL 45
RNN-PC 17
RNN-RNP 17
RNN-VOL 17
RNP-PC 30
RNP-VOL 30

RNP - Recém nascido prematuro, RNN - Recém nascido normal, VOL - adulto jovem
saudável, PC - Adulto coronariopata

Para as comparações entre grupos, são realizadas as três abordagens definidas na
Subseção 7.2.1.

Primeira abordagem

A primeira abordagem tem por objetivo analisar a capacidade dos níveis de de-
composição em identificar os diferentes grupos de voluntários. Para isso, os sete
quantificadores são usados para treinar os classificadores J48 e SVM. No processo
de treinamento, para cada comparação entre grupos e para cada nível de decompo-
sição, o classificador é executado 100 vezes para obter a acurácia média do nível de
decomposição. As Figuras 7.27, 7.28, 7.29, 7.30, 7.31 e 7.32 apresentam, respectiva-
mente, as acurácias obtidas pelo J48 e pelo SVM nas comparações entre os grupos
PC-VOL, RNN-RNP, RNN-PC, RNN-VOL, RNP-PC e RNP-VOL.

Figura 7.27 - Acurácias das comparações entre os grupos PC-VOL quando as sete medidas
são apresentadas de uma vez como padrões de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.
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Figura 7.28 - Acurácias das comparações entre os grupos RNN-RNP quando as sete me-
didas são apresentadas de uma vez como padrões de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.

Figura 7.29 - Acurácias das comparações entre os grupos RNN-PC quando as sete medidas
são apresentadas de uma vez como padrões de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.
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Figura 7.30 - Acurácias das comparações entre os grupos RNN-VOL quando as sete me-
didas são apresentadas de uma vez como padrões de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.

Figura 7.31 - Acurácias das comparações entre os grupos RNP-PC quando as sete medidas
são apresentadas de uma vez como padrões de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.
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Figura 7.32 - Acurácias das comparações entre os grupos RNP-VOL quando as sete me-
didas são apresentadas de uma vez como padrões de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.

Baseando-se em Santos (2013), se a acurácia média do nível de decomposição for
superior a 0,75, diz-se que esse tem a capacidade de gerar quantificadores que dis-
criminam os grupos de paciente. Assim, os grupos PC-VOL, RNN-VOL, RNP-PC
e RNP-VOL apresentam acurácia média acima de 0,75 em pelo menos um nível
de decomposição. No grupo RNN-RNP, os coeficientes escala melhoram a média de
acerto da classificação. Mas, no grupo RNN-PC, a abordagem proposta não melhora
o resultado de classificação.

Segunda abordagem

Na segunda abordagem, o objetivo é analisar o quanto cada um grupo de quantifi-
cação é capaz de identificar as diferenças na dinâmica das séries de intervalo RR.
Para isso, são realizados 6 testes nos quais analisam-se tanto a acurácia individual
de cada grupo, quanto a acurácia dos grupos combinados dois a dois. Novamente,
determina-se, empiricamente, que o teste com acurácia superior a 0,75 (linha tra-
cejada) é capaz de identificar diferenças na dinâmica do sistema. As Figuras 7.33,
7.34, 7.35, 7.36, 7.37 e 7.38 apresentam, respecrivamente, as acurácias obtidas pelo
J48 e pelo SVM nas comparações entre os grupos PC-VOL, RNN-RNP, RNN-PC,
RNN-VOL, RNP-PC e RNP-VOL.
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Ao comparar os grupos PC e VOL (Figura 7.33), observa-se que as medidas dos
níveis de decomposição 0 e 1, quando fornecidas como padrão de entrada para o
J48, são capazes de identificar as diferenças na dinâmica dos grupos.

Figura 7.33 - Acurácias da comparação entre os grupos PC-VOL quando cada um dos
grupos de quantificadores são fornecidos como padrões de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3. As siglas R, D e V representam, respec-
tivamente, as medidas baseadas na densidade de recorrência (RR), nas linhas diagonais
(DET, L, Lmax, ENTR) e nas linhas verticais (LAM, TT).

Fonte: Produção do autor.
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Quando compara-se os grupos RNN e RNP (Figura 7.34) somente cinco medidas,
duas do nível de decomposição 2 e três do nível de decomposição 3, são capazes de
distinguir as diferenças na dinâmica dos grupos. Isso indica que os grupos RNN e
RNP possuem dinâmica semelhante e, por isso, são difíceis de distingui-los.

Figura 7.34 - Acurácias da comparação entre os grupos RNN-RNP quando cada um dos
grupos de quantificadores são fornecidos como padrões de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3. As siglas R, D e V representam, respec-
tivamente, as medidas baseadas na densidade de recorrência (RR), nas linhas diagonais
(DET, L, Lmax, ENTR) e nas linhas verticais (LAM, TT).

Fonte: Produção do autor.
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Na comparação entre os grupos RNN e PC (Figura 7.35) somente alguns grupos de
quantificadores do nível de decomposição 0 são capazes de realizar a distinção entre
os grupos. Isso indica fortemente que os grupos possuem dinâmica semelhantes e,
por isso, são difíceis de diferenciar.

Figura 7.35 - Acurácias da comparação entre os grupos RNN-PC quando cada um dos
grupos de quantificadores são fornecidos como padrões de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3. As siglas R, D e V representam, respec-
tivamente, as medidas baseadas na densidade de recorrência (RR), nas linhas diagonais
(DET, L, Lmax, ENTR) e nas linhas verticais (LAM, TT).

Fonte: Produção do autor.
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Entre os grupos RNN e VOL (Figura 7.36) observa-se que a maioria dos grupos de
quantificação dos níveis de decomposição 0, 1 e 2 são capazes de identificar as dife-
renças na dinâmica dos grupos. Isso indica que os grupos possuem comportamentos
distintos e, por isso, são fáceis de serem diferenciados.

Figura 7.36 - Acurácias da comparação entre os grupos RNN-VOL quando cada um dos
grupos de quantificadores são fornecidos como padrões de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3. As siglas R, D e V representam, respec-
tivamente, as medidas baseadas na densidade de recorrência (RR), nas linhas diagonais
(DET, L, Lmax, ENTR) e nas linhas verticais (LAM, TT).

Fonte: Produção do autor.
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Na comparação entre os grupos RNP e PC (Figura 7.37) somente alguns grupos de
quantificadores dos níveis de decomposição 0 e 1 são capazes de realizar a distinção
entre os grupos. Portanto, há uma forte indicação de que esses grupos possuam
dinâmica semelhantes e, por isso, são difíceis de diferenciar.

Figura 7.37 - Acurácias da comparação entre os grupos RNP-PC quando cada um dos
grupos de quantificadores são fornecidos como padrões de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3. As siglas R, D e V representam, respec-
tivamente, as medidas baseadas na densidade de recorrência (RR), nas linhas diagonais
(DET, L, Lmax, ENTR) e nas linhas verticais (LAM, TT).

Fonte: Produção do autor.
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Entre os grupos RNP e VOL (Figura 7.38) observa-se que a maioria dos grupos de
quantificação dos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3 são capazes de identificar as
diferenças na dinâmica dos grupos. Isso indica fortemente que os grupos possuem
dinâmicas distintas e, consequentemente, são fáceis de serem diferenciadas.

Figura 7.38 - Acurácias da comparação entre os grupos RNP-VOL quando cada um dos
grupos de quantificadores são fornecidos como padrões de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3. As siglas R, D e V representam, respec-
tivamente, as medidas baseadas na densidade de recorrência (RR), nas linhas diagonais
(DET, L, Lmax, ENTR) e nas linhas verticais (LAM, TT).

Fonte: Produção do autor.

Terceira abordagem

Na terceira abordagem, calcula-se a acurácia para cada quantificador fornecido in-
dividualmente como entrada para os classificadores J48 e SVM. Convenciona-se,
empiricamente, que o quantificador que possuir acurácia superior a 0,75 (linha tra-
cejada) é capaz de discriminar os diversos comportamentos presente no conjunto de
dados. As Figuras 7.39, 7.40, 7.41, 7.42, 7.43 e 7.44 apresentam, respecrivamente, as
acurácias obtidas pelo J48 e pelo SVM nas comparações entre os grupos PC-VOL,
RNN-RNP, RNN-PC, RNN-VOL, RNP-PC e RNP-VOL.
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Entre os grupos PC e VOL (Figura 7.39) observa-se que algumas medidas dos níveis
de decomposição 0 e 1 são capazes de identificar as diferenças na dinâmica dos
grupos.

Figura 7.39 - Acurácias da comparação entre os grupos PC-VOL quando os quantificadores
são fornecidos individualmente como padrão de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.
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Para a comparação entre os grupos RNN e RNP (Figura 7.40) apenas a medida
Lmax, do terceiro nível de decomposição, detecta as diferenças entre os grupos. Isso
indica fortemente que os dois grupos possuem dinâmicas semelhantes e, consequen-
temente, um único quantificador não tem informação suficiente para distinguir os
grupos.

Figura 7.40 - Acurácias da comparação entre os grupos RNN-RNP quando os quantifica-
dores são fornecidos individualmente como padrão de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.
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Quando se compara os grupos RNN e PC (Figura 7.41), os quantificadores dos níveis
de decomposição 1, 2 e 3 não são capazes de distinguir a dinâmica do sistema. Isso
indica fortemente que esses quantificadores, ao serem apresentados individualmente
como padrão de entrada para os classificadores, não possuem informações suficientes
para distinguir a dinâmica dos grupos,

Figura 7.41 - Acurácias da comparação entre os grupos RNN-PC quando os quantificado-
res são fornecidos individualmente como padrão de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.
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Entre os grupos RNN e VOL (Figura 7.42) observa-se que todas as medidas dos
níveis de decomposição 0, 1 e 2, quando fornecidas como padrão de entrada para o
J48, são capazes de identificar as diferenças na dinâmica dos grupos.

Figura 7.42 - Acurácias da comparação entre os grupos RNN-VOL quando os quantifica-
dores são fornecidos individualmente como padrão de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.
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Quando se compara os grupos RNN e PC (Figura 7.43), os quantificadores dos
níveis de decomposição 2 e 3 não são capazes de distinguir a dinâmica do sistema.
Isso indica que tais quantificadores, ao serem apresentados individualmente como
padrão de entrada para os classificadores, não possuem informações suficientes para
distinguir a dinâmica dos grupos.

Figura 7.43 - Acurácias da comparação entre os grupos RNP-PC quando os quantificado-
res são fornecidos individualmente como padrão de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.
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Entre os grupos RNP e VOL (Figura 7.44) observa-se que todas as medidas dos
níveis de decomposição 0, 1 e 2, quando fornecidas como padrão de entrada para o
J48, são capazes de identificar as diferenças na dinâmica dos grupos.

Figura 7.44 - Acurácias da comparação entre os grupos RNP-VOL quando os quantifica-
dores são fornecidos individualmente como padrão de entrada.

(a) J48 (b) SVM

As cores vermelha, azul, magenta e verde representam, respectivamente, os resultados
obtidos pelos níveis de decomposição 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Produção do autor.

Síntese de resultados

Como os voluntários dos grupos PC, RNN e RNP não possuem o sistema autônomo
em perfeito funcionamento, eles apresentam uma baixa variabilidade da frequência
cardíaca. Por outro lado, os voluntários do grupo VOL possuem o sistema autônomo
em perfeito funcionamento e, consequentemente, apresentam uma alta variabilidade
da frequência cardíaca e uma boa capacidade de adaptação. Assim, ao se comparar
os grupos PC-VOL, RNN-VOL e RNP-VOL, tem-se um grupo com alta variabili-
dade contra um grupo com baixa variabilidade de frequência cardíaca, o que facilita
o processo de classificação nas três abordagens realizadas. Em contrapartida, ao
comparar RNN-RNP, RNN-PC e RNP-PC, ambos os grupos possuem uma baixa
variabilidade de frequência cardíaca, o que dificulta a distinção entre os grupos.
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Além disso, pode-se afirmar que ao utilizar os quantificadores do nível 1 de decom-
posição, tem-se uma boa acurácia nas três abordagens além de uma redução de %
no custo computacional do cálculo dos quantificadores (Tabela 7.6).

Tabela 7.6 - Tempo para calcular a DWT e o RQA das séries de intervalos RR.

Nível de decomposição Tempo de cálculo [s] % Tempo
DWT RQA Total

0 - 42 42 100
1 1 14 15 36
2 2 6 8 19
3 3 5 8 19

Tempo referente ao processamento em um Intel Core i7-4510U CPU @ 2.00GHz e 16Gb
de RAM.

7.4 Conclusões parciais

Esse capítulo apresenta uma metodologia que combina as técnicas gráfico de re-
corrência, transformada wavelet discreta e mineração de dados para classificar os
diversos comportamentos presentes em um conjunto de dados.

Para o mapa logístico, essa abordagem é capaz de distinguir:

• Regiões caóticas e não caóticas.

• Diferentes tipos de região caótica.

Para o sistema de Rössler, a abordagem é capaz de distinguir:

• Regiões caóticas e não caóticas.

• Regiões não caóticas, caóticas coerente e caóticas não coerente.

Para os dados experimentais de intervaloRR, a metodologia proposta tem facilidade
em distinguir os grupos PC-VOL, RNN-VOL e RNP-VOL. Porém há dificuldade na
distinção dos grupos RNN-RNP, RNN-PC e RNP-PC.
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8 USO COMBINADO DA TRANSFORMADA WAVELET E DO GRÁ-
FICO DE RECORRÊNCIA PARA A CARACTERIZAÇÃO DA DINÂ-
MICA DE SISTEMAS

Neste capítulo é introduzido um método de análise de séries temporais intitulado
Wavelet-Recurrence Analysis (WRA), no qual o enfoque da transformada wavelet e
do gráfico de recorrência são usados de forma combinada para resultar em um mé-
todo eficiente de caracterização de sistemas dinâmicos. Com esse método espera-se
distinguir sistemas com dinâmicas próximas usando recursos computacionais mode-
rados.

8.1 Metodologia

Dado uma série temporal, o gráfico de recorrência constitui uma ferramenta extre-
mamente eficiente para caracterizar a dinâmica presente no sistema que originou a
série temporal. Embora o gráfico de recorrência seja uma estrutura gráfica complexa
e rica em detalhes, ele apresenta uma “estrutura principal”, que por si só é suficiente
para caracterizar a dinâmica do sistema considerado. Os quantificadores de recor-
rência, vistos na Seção 3.2, são construídos para quantificar a estrutura principal do
gráfico.

Sejam dois sistemas dinâmicos, A e B, cujas dinâmicas sejam muito próximas. Ao
gerar o gráfico de recorrência a partir de séries temporais xa(t) e xb(t), pode-se supor
que as suas estruturas principais se diferenciem a nível de detalhes. Nesse cenário,
o uso dos quantificares de recorrência, obtidos pelos gráficos de recorrência gerados
a partir das séries temporais, podem não ser capazes de diferenciar a dinâmica dos
sistemas. Faz-se necessário ter-se um método com sensibilidade apropriada para
capturar os detalhes de cada estrutura principal.

A transformada wavelet discreta, aplicada a uma série temporal x(t), pode agir como
uma ferramenta que acentua ou atenua detalhes presentes no sinal. Como abordado
na Seção 4.1, a análise de multiresolução permite decompor um sinal em diferentes
escalas (ou níveis de decomposição). Nessa análise, cada escala é composta por
dois sinais: coeficientes escala que representam as informações próprias da escala e
coeficientes wavelet que capturam as informações remanescentes em relação ao sinal
original. Assim, o gráfico de recorrência obtido pelos coeficientes escala tem, em
sua “estrutura principal”, apenas as informações referentes a escala j, que pode ser
quantificado com o uso dos quantificares de recorrência.
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O método aqui proposto, visa utilizar os quantificares gerados por diferentes escalas
como entrada para um método de classificação. Ao término do processo, tem-se
como resultado um enfoque que permite discriminar séries temporais provenientes
de sistemas com dinâmicas muito próximas. Nesse trabalho, a metodologia WRA é
testada por meio de 15 combinações de quantificadores conforme descrito na Tabela
8.1.

Tabela 8.1 - Testes utilizados para identificar regiões de comportamento semelhante.

Teste Níveis utilizados Número de quantificadores
1 0 7
2 1 7
3 2 7
4 3 7
5 0 e 1 14
6 0 e 2 14
7 0 e 3 14
8 1 e 2 14
9 1 e 3 14
10 2 e 3 14
11 0, 1 e 2 21
12 0, 1, e 3 21
13 0, 2 e 3 21
14 1, 2 e 3 21
15 0, 1, 2 e 3 28

8.2 Explorando a metodologia proposta

Nesta seção, apresenta-se os resultados da aplicação da metodologia em dados pro-
venientes do mapa logístico e do sistema de Rössler.

8.2.1 Mapa logístico

Nesse experimento, o objetivo é combinar os quantificadores, de diversos níveis de
decomposição, para distinguir regiões do mapa logístico que possuem comporta-
mentos semelhantes. Para isso, escolhe-se quatro regiões, sendo uma da região de
período 3 (r = [3,830]) e três da região caótica (r = [3,948; 3,950; 3,951]). A Figura
8.1 apresenta a localização das regiões escolhidas.
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Figura 8.1 - Localização das regiões do mapa logístico.

As cores azul, amarelo, vermelho e verde representam os seguintes valores de r: 3,830;
3,948; 3,950 e 3,951.

Fonte: Produção do autor.

Para cada uma das regiões, gera-se 98 séries temporais, com 4096 pontos cada, com
condições iniciais aleatórias. Aplicando a transformada wavelet discreta, usando a
wavelet db1 em três níveis de decomposição, obtém-se quatro grupos de dados:

• Nível 0: 392 séries temporais do mapa logístico com 4096 pontos cada.

• Nível 1: 392 coeficientes escala do primeiro nível de decomposição com 2048
pontos cada.

• Nível 2: 392 coeficientes escala do segundo nível de decomposição com 1024
pontos cada.

• Nível 3: 392 coeficientes escala do terceiro nível de decomposição com 512
pontos cada.

Para cada registro obtido, gera-se o gráfico de recorrência e extrai-se as medidas
de quantificação utilizando a configuração m = 1, τ = 1 e ρ = 0, 1. A Figura 8.2
apresenta um exemplo de série temporal e seu respectivo gráfico de recorrência de
cada uma das quatro regiões.
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Figura 8.2 - Exemplo de séries temporais e gráficos de recorrência de quatro regiões do
mapa logístico.

(a) r = 3,830 (b) r = 3,948

(c) r = 3,950 (d) r = 3,951

Fonte: Produção do autor.
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Em cada um dos testes especificados na Tabela 8.1, utiliza-se 100 casos com 180
registros cada. A Figura 8.3 apresenta as acurácias médias obtidas.

Figura 8.3 - Acurácias quando se combina os quantificadores dos diversos níveis de decom-
posição do mapa logístico.

(a) J48 (b) SVM

Fonte: Produção do autor.

Nessa análise, para ambos os classificadores, a melhor acurácia é obtida ao combinar
os quantificadores dos níveis 0, 1 e 2.

8.2.2 Sistema de Rössler

Para o sistema de Rössler, fixando os parâmetros b = 2 e c = 4, escolhe-se qua-
tro regiões, sendo uma da região periódica (a = 0,41005) e três da região caótica
(a = [0,40555; 0,40755; 0,40855]). A Figura 8.4 apresenta a localização das regiões
adotadas.
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Figura 8.4 - Localização das regiões do sistema de Rössler.

As cores vermelho, verde, magenta e azul representam os seguintes valores de a: 0,40555;
0,40755; 0,40855 e 0,41005.

Fonte: Produção do autor.

Para cada uma das regiões, gera-se 100 trajetórias por meio do método Runge-
Kutta de quarta ordem com passo de integração h = 0, 05 e com condições iniciais
aleatórias. Nesse experimento, analisam-se as séries temporais do componente y.
Aplicando a transformada wavelet discreta, usando a wavelet db4 em três níveis de
decomposição, obtém-se quatro grupos de dados:

• Nível 0: 400 séries temporais do sistema de Rössler com 4096 pontos cada.

• Nível 1: 400 coeficientes escala do primeiro nível de decomposição com 2048
pontos cada.

• Nível 2: 400 coeficientes escala do segundo nível de decomposição com 1024
pontos cada.

• Nível 3: 400 coeficientes escala do terceiro nível de decomposição com 512
pontos cada.
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Para cada registro obtido, gera-se o gráfico de recorrência e extrai-se as medidas de
quantificação seguindo as especificações da Tabela 8.2.

Tabela 8.2 - Parâmetros para calcular o gráfico de recorrência e análise de quantificação
de recorrência do sistema de Rössler.

Nível de decomposição Configuração do RP e RQA
m τ ρ l

0 3 20 1 512
1 3 14

√
2 256

2 3 7 2 128
3 3 3 2

√
2 64

A Figura 8.5 apresenta um exemplo de série temporal e seu respectivo gráfico de
recorrência de cada uma das quatro regiões.
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Figura 8.5 - Exemplo de séries temporais e gráficos de recorrência de quatro regiões do
sistema de Rössler.

(a) a = 0,41005 (b) a = 0,40555

(c) a = 0,40755 (d) a = 0,40855

Fonte: Produção do autor.
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Em cada um dos testes especificados na Tabela 8.1, utiliza-se 100 casos com 210
registros cada. A Figura 8.6 apresenta as acurácias médias obtidas.

Figura 8.6 - Acurácias quando combina-se os quantificadores dos diversos níveis de decom-
posição do sistema de Rössler.

(a) J48 (b) SVM

Fonte: Produção do autor.

Nessa análise, todos os testes realizados possuem valores semelhantes de acurácia.
Assim, somente um nível de decomposição é necessário para distinguir as regiões.

8.3 Aplicando à metodologia para análise discriminação de doenças

O objetivo desse experimento é analisar o quanto a metodologia WRA auxilia na
identificação de doenças. Para isso, ela será utilizada para discriminar os diferentes
grupos de intervalos RR descritos na Seção 6.1. Assim, o conjunto de dados é
constituído por 199 séries temporais de intervalos RR que representam os quatro
grupos distintos de voluntários. Aplicando a transformada wavelet discreta, usando
a wavelet db4 em três níveis de decomposição, obtém-se quatro grupos de dados:
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• Nível 0: 199 séries temporais de intervalo RR.

• Nível 1: 199 coeficientes escala do primeiro nível de decomposição.

• Nível 2: 199 coeficientes escala do segundo nível de decomposição.

• Nível 3: 199 coeficientes escala do terceiro nível de decomposição.

Para cada registro, gera-se o gráfico de recorrência e extrai-se as sete medidas de
quantificação utilizando as configurações definidas na Tabela 8.3.

Tabela 8.3 - Parâmetros para calcular o gráfico de recorrência e análise de quantificação
de recorrência das séries de intervalos RR.

Nível de decomposição Configuração RP e RQA
m τ ρ

0 3 3 8
1 3 9 8

√
2

2 3 3 16
3 3 3 16

√
2

Em cada análise realizada com os classificadores, usam-se apenas dois grupos de
pacientes. Visando uniformizar a comparação, opta-se por utilizar o mesmo número
de casos em cada grupo, conforme especificado na Tabela 8.4.

Tabela 8.4 - Comparações realizadas com os grupos de pacientes e suas respectivas quan-
tidade de registros do conjunto de entrada.

Grupos Quantidade de registros do conjunto de entrada
PC-VOL 45
RNN-PC 17
RNN-RNP 17
RNN-VOL 17
RNP-PC 30
RNP-VOL 30

RNP - Recém nascido prematuro, RNN - Recém nascido normal, VOL - adulto jovem
saudável, PC - Adulto coronariopata
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Para avaliar a eficácia da metodologia WRA, aplicam-se os 15 testes, descritos na
Tabela 8.1, utilizando os classificadores J48 e SVM. As Figuras 8.7, 8.8, 8.9, 8.10,
8.11 e 8.12 apresentam os resultados obtidos.

Como mostra a Figura 8.7, ao utilizar a metodologia para distinguir os grupos PC e
VOL, o SVM obtém a melhor acurácia ao combinar os níveis 1 e 2, enquanto o J48
obtém a melhor acurácia utilizando somente o nível 1.

Figura 8.7 - Acurácias da metodologia WRA quando compara-se os grupos PC-VOL.

(a) J48 (b) SVM

Fonte: Produção do autor.
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Em relação aos resultados dos grupos RNN e RNP (Figura 8.8), em ambos os classifi-
cadores a melhor acurácia é obtida pelos quantificadores do nível 3 de decomposição.

Figura 8.8 - Acurácias da metodologia WRA quando compara-se os grupos RNN-RNP.

(a) J48 (b) SVM

Fonte: Produção do autor.
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Como ilustrado na Figura 8.9, ao tentar distinguir os voluntários dos grupos RNN
e PC, a melhor acurácia é obtida ao combinar os quantificadores dos níveis 0, 2 e 3.

Figura 8.9 - Acurácias da metodologia WRA quando compara-se os grupos RNN-PC.

(a) J48 (b) SVM

Fonte: Produção do autor.
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Conforme os resultados apresentados na Figura 8.10, a combinação dos quantifica-
dores dos níveis 0 e 2 geram a melhor acurácia para a distinção entre os grupos RNN
e VOL.

Figura 8.10 - Acurácias da metodologia WRA quando compara-se os grupos RNN-VOL.

(a) J48 (b) SVM

Fonte: Produção do autor.
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Como mostra a Figura 8.11, utilizando o WRA para distinguir os grupos RNP e
PC, a melhor acurácia é obtida ao combinar os quantificadores dos níveis 0 e 1.

Figura 8.11 - Acurácias da metodologia WRA quando compara-se os grupos RNP-PC.

(a) J48 (b) SVM

Fonte: Produção do autor.
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Como pode ser observado na Figura 8.12, a melhor acurácia para a distinção entre
os grupos RNP-VOL é obtida ao combinar os quantificadores dos níveis 0 e 3.

Figura 8.12 - Acurácias da metodologia WRA quando compara-se os grupos RNP-VOL.

(a) J48 (b) SVM

Fonte: Produção do autor.

8.4 Conclusões parciais

Nesse capítulo, apresenta-se a metodologia Wavelet-Recurrence Analysis (WRA).
Essa metodologia tem por objetivo combinar quantificadores, de diferentes nível de
decomposição, para melhorar a acurácia dos classificadores J48 e SVM.

Quando se tenta distinguir regiões de dinâmica semelhantes do mapa logístico, o
WRA proporciona uma sutil melhora da acurácia. Porém, essa metodologia não
melhora a acurácia quando se tenta distinguir regiões de dinâmicas semelhantes do
sistema de Rössler.

Para os dados experimentais de intervalo RR, o WRA possibilita o aumento da
acurácia nos casos RNN-PC, RNN-VOL, RNP-PC e RNP-VOL.
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9 USO DE WAVELETS PARA REDUÇÃO DE RUÍDO NÃO-LINEAR

Esse capítulo apresenta a descrição de uma metodologia na qual realiza-se a fil-
tragem dos coeficientes wavelets para remover ruído não-linear presente no sinal e,
assim, melhorar a eficiência na classificação. As Seções 9.2 e 9.3 apresentam, respec-
tivamente, os resultados da aplicação da metodologia em dados sintéticos do sistema
de Rössler e em dados reais de atividades solares.

9.1 Metodologia

A metodologia proposta visa analisar o quanto a filtragem dos coeficientes wavelets,
para remoção de ruído não-linear, auxilia no processo de classificação de sinais. Para
isso, a metodologia é dividida em três etapas.

A primeira etapa tem por objetivo gerar os gráficos de recorrência e suas respectivas
medidas de quantificação (taxa de recorrência, determinismo, tamanho da maior
linha diagonal, tamanho médio das linhas diagonais, entropia de recorrência, lami-
naridade e tamanho médio das linhas verticais) das séries temporais com ruído.

A segunda etapa inicial com a aplicação da técnica de remoção de ruído por meio da
filtragem de coeficientes wavelets (definida na Seção 4.2). Após a filtragem, geram-
se os gráficos de recorrências e obtém-se seus respectivos quantificadores das séries
temporais filtradas.

A terceira etapa apresenta os quantificadores obtidos a um classificador para avaliar
o quanto a técnica de filtragem auxilia no processo de classificação de sinais ruidosos.

Figura 9.1 - Fluxo da metodologia na qual utiliza-se a remoção de coeficientes wavelets
para a redução de ruído não-linear.

Fonte: Produção do autor.
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9.2 Aplicação da metodologia

A partir do conjunto de dados descrita na Seção 2.2.1.2, geram-se séries ruidosas
por meio da equação:

g(t) = y(t) + gauss(0, σ), (9.1)

no qual g(t) é a série com ruído, y(t) é a série sem ruído e gauss() é uma função
aleatória com distribuição gaussiana de média zero e desvio padrão σ. Dessa forma,
obtiveram-se oito novas bases de dados contendo 4001 séries cada, nos quais o desvio
padrão assume os valores 0,01; 0,10; 0,20; 0,50; 1,00; 1,50; 2,00 e 2,50. A Figura 9.2
apresenta uma amostra das séries ruidosas obtidas neste processo.

Figura 9.2 - Séries temporais do sistema de Rössler com ruído aditivo gaussiano.

Fonte: Produção do autor.
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Para a remoção do ruído não-linear, aplica-se as técnicas descritas na Seção 4.2,
utilizando a wavelet db4 com 5 níveis de decomposição. A Figura 9.3 apresenta o
erro quadrático médio entre o sinal sem ruído e o sinal filtrado. Observa-se que o
Algoritmo PK é eficiente para pequenos valores de ruído enquanto que os Algoritmos
AFS e DJ são eficientes para os valores maiores de ruído.

Figura 9.3 - Erro médio quadrático das técnicas de filtragem não-linear.

Fonte: Produção do autor.

Após realizar a filtragem, geram-se os gráficos de recorrência e seus respectivos
quantificadores utilizando a configuração m = 3, τ = 20, ρ = 1, 00 e l = 512. Para
identificar as regiões caóticas e não caóticas do sistema de Rössler, apresenta-se os
sete quantificadores como padrões de entrada para a árvore de decisão J48. A Figura
9.4 apresenta as porcentagens de acerto de classificação obtidas nesse experimento.
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Figura 9.4 - Porcentagem de acerto de classificação das técnicas de filtragem para diversos
valores de ruído gaussiano.

(a) σ = 0, 01 (b) σ = 0, 10

(c) σ = 0, 20 (d) σ = 0, 50

(e) σ = 1, 00 (f) σ = 1, 50

(g) σ = 2, 00 (h) σ = 2, 50

Fonte: Produção do autor.
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Como pode ser observado na Figura 9.4 (a), (b) e (c), pequenos valores de ruído não
influenciam o resultado da classificação. Porém, conforme o nível de ruído aumenta,
diminui-se consideravelmente a porcentagem de acerto do classificador. A utilização
das técnicas de filtragem, em especial os Algoritmos AFS e DJ, possibilitam uma
boa redução do ruído e, consequentemente, proporcionam porcentagens de acerto
superiores a 90%.

9.3 Exemplo de aplicação: campo magnético solar

O objetivo desse experimento é localizar as principais perturbações do campo mag-
nético solar, descrito na Seção 6.2, utilizando os quantificadores do RQA. Nesse
conjunto de dados, define-se que:

• Não há perturbação quando −75 ≤ B ≤ 75.

• Há perturbação quando B < −75 ou B > 75.

Dessa forma, A Figura 9.5 mostra quais são as regiões de perturbação do campo
magnético.

Figura 9.5 - Regiões de perturbações do campo magnético solar.

Nessa representação, as cores azul e vermelha representam, respectivamente, as regiões
não perturbada e perturbada.

Fonte: Produção do autor
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Para cada série temporal extraída das imagens do campo magnético solar, calcula-se
os quantificadores do RQA utilizando a configuração m = 1 e ρ = 5. Por meio de
testes realizados, determina-se que a distinção entre as regiões perturbada e não
perturbada segue a configuração apresentada na Tabela 9.1.

Tabela 9.1 - Configuração de seleção para as regiões perturbada e não perturbada.

Quantificador Região
Não perturbada Perturbada

RR ≥ 0,15 < 0,15
DET ≥ 0,47 < 0,47
L ≥ 2.40 < 2.40

Lmax ≥ 6.00 < 6.00
ENTR ≥ 0.85 < 0.85
LAM ≥ 0,60 < 0.60
TT ≥ 2,60 < 2.60

A Figura 9.6 apresenta os resultados obtidos sem o processo de filtragem.
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Figura 9.6 - Identificação das principais perturbações do campo magnético solar sem a
utilização de filtro.

(a) RR (b) DET

(c) L (d) Lmax

(e) ENTR (f) LAM

(g) TT (h) Objetivo

Fonte: Produção do autor

Observa-se que os quantificadores, obtidos a partir das séries originais, localizam
as regiões perturbadas, mas também localizam pequenas estruturas que não são
consideradas como perturbações. Essas pequenas estruturas são consideradas como
ruído. Para tentar resolver este problema, aplica-se o Algoritmo DJ (com db4 e 2
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níveis de decomposição) para filtrar o ruído não-linear presente nas séries. Após o
processo filtragem, calculam-se os quantificadores do RQA utilizando a configuração
m = 1 e ρ = 5. A Figura 9.7 apresenta os resultados obtidos com o processo de
filtragem.
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Figura 9.7 - Identificação das principais perturbações do campo magnético solar quando
utiliza-se a filtragem dos coeficientes wavelet.

(a) RR (b) DET

(c) L (d) Lmax

(e) ENTR (f) LAM

(g) TT (h) Objetivo

Fonte: Produção do autor

Como pode ser observado na Figura 9.7, o processo de filtragem remove as peque-
nas estruturas de ruído e, consequentemente, facilita a localização das regiões onde
ocorreram grandes perturbações do campo magnético solar.
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9.4 Conclusões parciais

Nesse capítulo, é apresentado uma metodologia que utiliza a técnica de filtragem
de coeficientes wavelet para reduzir o ruído presente nas séries temporais e, assim,
facilitar a caracterização da dinâmica por meio dos quantificadores do RQA.

Para o sistema de Rössler, a metodologia proposta, utilizando os Algoritmos AFS e
DJ, é capaz de reduzir o ruído presente no sistema. Assim, é possível gerar quanti-
ficadores do RQA que proporcionam acerto de classificação superior a 90%.

Para os dados reais provenientes do campo magnético solar, embora seja uma análise
simplista da dinâmica solar, observa-se que a filtragem não-linear facilita a identifi-
cação das principais regiões de perturbação.
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10 CONCLUSÕES

Diversos métodos são utilizados para distinguir diferentes dinâmicas presentes em
um sistema. Dentre estes métodos, destacam-se o métodos cálculo de dimensão frac-
tal, expoente de Lyapunov, mapas de Poincaré e entropia. Porém, tais métodos
possuem desvantagens como a necessidade de séries temporais longas, alteração dos
resultados devido a presença de ruídos e dificuldade para analisar sistemas não-
estacionários. Tentando solucionar estas dificuldades, tem-se utilizado as técnicas
gráfico de recorrência e análise de quantificação de recorrência para extrair atribu-
tos que caracterizem a dinâmica do sistema em análise.

Porém, o tamanho da série temporal influencia o tempo de processamento das me-
didas, sendo a redução deste tempo um dos objetivos deste trabalho. No Capítulo
7, apresenta-se uma metodologia que utiliza a transformada wavelet discreta para
obter séries suavizadas, com menores quantidades de pontos, que preservam a dinâ-
mica do sistema. Desta forma, os quantificadores são extraídos das séries suavizadas
e, consequentemente, há uma redução no tempo computacional para calculá-los. Os
experimentos realizados neste capítulo, confirmam que a metodologia proposta é
capaz de distinguir diversas dinâmicas quando aplicada aos dados sintéticos, prove-
nientes do mapa logístico e do sistema de Rössler, assim como alguns dados reais
provenientes da análise da variabilidade da frequência cardíaca.

Além do problema relacionado ao tamanho da série temporal, a extração de quanti-
ficadores do RQA é dificultada pela presença de ruídos nas séries temporais. Assim,
o Capítulo 9 apresenta uma metodologia que remove ruído por meio da filtragem
dos coeficientes wavelets e, assim, gera séries filtradas cujos quantificadores do RQA
que distinguem as diversas dinâmicas presentes no sistema. Naquele capítulo, os
experimentos realizados demonstram que a metodologia é viável tanto para dados
sintéticos do sistema de Rössler quanto para dados reais de imagens do campo mag-
nético solar.

Para realizar a distinção entre sistemas de dinâmica semelhante, utiliza-se o mé-
todo WRA descrito no Capítulo 8. Esse método busca combinar quantificadores
de diferentes níveis de decomposição para facilitar o processo de distinção da di-
nâmica. Para o mapa logístico, essa metodologia proporciona um sutil aumento da
acurácia dos classificadores, enquanto para os dados de intervalo RR aumenta-se a
acurácia das comparações entre grupos os grupos RNN-PC, RNN-VOL, RNP-PC e
RNP-VOL.
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Em suma, dentro da proposta dessa dissertação buscou-se corroborar que a trans-
formada wavelet discreta pode ser utilizada para reduzir a complexidade computa-
cional do cálculo do gráfico de recorrência, para remover o ruído não-linear presente
no conjunto de dados e para distinguir sistemas com dinâmica semelhante.

10.1 Sugestões para trabalhos futuros

Como proposta de trabalhos futuros, dois pontos podem ser explorados: a utilização
de outras funções wavelets para a decomposição do sinal e a análise da capacidade
que cada quantificador do RQA possui em caracterizar a dinâmica do sistema.

Um ponto a ser explorado é a utilização da wavelet packet tree para a decomposição
do sinal. Nesta abordagem, a decomposição wavelet é aplicada tanto aos coeficientes
escala quanto aos coeficientes wavelet. Assim, os quantificadores do RQA são extraí-
dos de ambos os coeficientes, aumentando o número de características que representa
a dinâmica do sistema.

Outra sugestão é utilizar a transformada wavelet discreta 2D para gerar gráficos
de recorrência suavizados, que diminuem a quantidade de pontos, mas preservam
a essência do sistema. Nesta abordagem, os quantificadores podem ser obtidos, por
exemplo, por técnicas de processamento de imagens ou de redes complexas.
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