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RESUMO

O fenémeno da sincronizacao é muito observado na natureza, podendo ser encon-
trado nos mais variados sistemas, como em fisicos, bioldgicos e sociais e, por esse
motivo, é objeto de intensas pesquisas. Uma abordagem ao problema da sincroni-
zagao consiste em modelar cada unidade do sistema considerado por um oscilador.
Neste trabalho, foi utilizado o modelo do oscilador de Stuart-Landau, que possui
fase e amplitude como varidveis dinamicas, e estudou-se o fendémeno da sincroniza-
¢ao remota, que ocorre quando osciladores nao vizinhos se sincronizam, enquanto
os osciladores que se situam entre eles permanecem nao sincronizados, em redes
do tipo estrela. Primeiramente, o fendmeno da sincronizagao foi estudado analitica-
mente, onde as condigOes necessarias para sincronizacao do sistema foram obtidas.
Posteriormente, foi analisada a influéncia das condigoes iniciais e das frequéncias
naturais do sistema na sincronizagao remota. Através de experimentos numéricos,
verificou-se ainda o fendmeno da multiestabilidade para constantes de acoplamento
intermediarias, no sentido que, dependendo das condic¢oes iniciais, o sistema pode
exibir ou nao sincronizagao remota.

Palavras-chave: Sincronizagao. Sincronizac¢ao remota. Oscilador de Stuart-Landau.
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REMOTE SYNCRONIZATION IN STAR-LIKE NETWORKS OF
NON-IDENTICAL OSCILLATORS

ABSTRACT

The phenomenon of synchronization is often observed in nature and can be found
in many different systems, such as in physical, biological and social, and for this
reason is the subject of intense research. One approach to the synchronization prob-
lem is to model each unit of the system being considered by an oscillator. In this
work, we used the Stuart-Landau oscillator model, which presents amplitude and
phase as dynamic variables, and studied the phenomenon of remote synchroniza-
tion, which occurs when non-neighbor oscillators synchronize, while the oscillators
that are between them remain non-synchronized, in star-like networks. First, the
phenomenon of synchronization was analytically studied, where the necessary con-
ditions for synchronization of the system were obtained. Subsequently, the influence
of the initial conditions and the natural frequencies of the system on remote syn-
chronization were analyzed. Through numerical experiments, the phenomenon of
multistability was verified for intermediate coupling, in a sense that, depending on
the initial conditions, the system may or may not exhibit remote synchronization.

Keywords: Synchronization. Remote synchronization. Stuart-Landau oscillator.
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1 INTRODUCAO

A sincronizacao entre unidades que compoe um sistema é um comportamento uni-
versal e aparece em muitos sistemas naturais e artificiais (BOCCALETTI, 2008). Um
dos sistemas mais iconicos deste area sao as raras espécies de vagalumes capazes de
piscar simultaneamente e esse ritmo nao é ditado por um tnico vagalume, mas sim
por interagoes entre todos eles. De alguma maneira, o oscilador em cada vagalume
(provavelmente alguma parte dos neurdnios no seu cérebro) se auto-corrige para
piscar em sincronia com todos os outros. (STROGATZ, 2003; BUCK, 1988).

Fenomenos similares de consenso em sistemas multiagentes também aparece em
areas como: biologia, (VARELA et al., 2001) mostraram que redes sincronas emergem
no cérebro; (SHERMAN et al., 1988; LOPPINI et al., 2014) estudam células que secretam
insulina no pancreas; (WONG et al., 1985; AVOLI; CURTIS, 2011) mostram a existén-
cia da sincronizagao de partes do cérebro durante crises epiléticas; (LEEUWEN et al.,
2009) estudam a sincronizagao nos sistemas cardiovasculares de mulheres gravidas
e seus fetos; circuitos acoplados, (FORTUNA; FRASCA, 2007) estudam a sincroniza-
¢ao de circuitos cadticos ndo-autdnomos; sistemas mecanicos (PANTALEONE, 2002);
sistemas sociais, (NEDA et al., 2000) mostram que o aplauso de uma audiéncia se
torna sincronizado e essa sincronizagao desaparece e reaparece varias vezes durante
o aplauso; (PLUCHINO et al., 2005) utilizam o conceito de sincroniza¢do e uma ver-
sao modificada do modelo de Kuramoto para modelar a formacao da opinido em

individuos.

Sincronizacao pode ser definida como “o ajustamento entre ritmos de objetos que
oscilam devido a presenca de interagoes fracas entre eles” (PIKOVSKY et al., 2003).
Estes “objetos que oscilam” podem ser descritos por sistemas que sao levados a os-
cilagdo devido a uma fonte de energia e que sao estaveis a pequenas perturbagoes.
Quando estudamos sincronizagao, consideramos em particular sistemas que oscilam
mesmo quando isolados. Quando ha mais de um sistema oscilando, podem ocorrer
interacgoes, que correspondem a uma funcao e parametro de acoplamento, que des-
crevem, respectivamente, a maneira como a dinamica dos osciladores é afetada por
outros e a intensidade com que isso ocorre. Quanto maior a constante de acopla-
mento, maior sao as interagoes entre os sistemas. Mesmo com um acoplamento fraco,
osciladores nao idénticos podem interagir de maneira a se tornarem sincronizados.
Podemos dizer que um grupo de osciladores esta sincronizado quando todos estao
oscilando com uma mesma frequéncia fixa e a esse regime da-se o nome de trava-
mento de fase ou phase-locking (LEMONS; LANGEVIN, 2002; MIROLLO; STROGATZ,



1990; TESCHE; CLARKE, 1977).

Duas grandezas sao determinantes para o surgimento da sincronizagao entre os-
ciladores: a for¢ca de acoplamento e a diferenga entre as frequéncias naturais dos
osciladores (suas frequéncias quando se encontram isolados uns dos outros). Um
grupo de osciladores com uma diferenca grande entre suas frequéncias naturais seria
dificil de ser sincronizado, pois os osciladores oscilam em frequéncias muito distintas.
Existe uma gama de valores de frequéncias para os quais um grupo de osciladores
se sincroniza, esse intervalo de valores cresce a medida em que a forca de acopla-
mento aumenta, como é ilustrado usualmente pelas chamadas Linguas de Arnold,
correspondendo a diagramas no espago de pardmetros (STROGATZ; MIROLLO, 1991;
PIKOVSKY et al., 2003).

Formalmente, podemos dizer que sincronizacao é um processo no qual um certo
numero de sistemas dindmicos, ndo necessariamente idénticos, estdao acoplados ou
sao conduzidos por uma for¢a comum e conseguem coordenar alguma propriedade
dindmica. Esses sistemas dindmicos precisam conter uma fonte interna de energia,

pois eles oscilam mesmo quando estao isolados.

A sincronizacao ja foi estudada em sistemas de osciladores periddicos acoplados
(STROGATZ, 2000) e sistemas cadticos acoplados, onde vérios tipos de sincronizagao
foram identificados (BOCCALETTI et al., 2002).

Neste trabalho, nosso foco de interesse é o fendomeno da Sincronizagcio Remota, que
ocorre quando dois ou mais sistemas dinamicos, que nao estao diretamente acopla-
dos, apresentam sincroniza¢do mas os sistemas que os interligam, ou seja, que estao
no caminho entre eles, nao estao sincronizados. Ela é observada em sistemas reais,
como por exemplo: (BERGNER et al., 2012) mostraram o surgimento de sincroniza-
¢ao remota usando uma rede de osciladores eletronicos nao-lineares; no estudo do
cérebro, (NICOSIA et al., 2013) mostram que as atividades funcionais de 4reas sime-
tricamente anatdomicas podem estar fortemente correlacionadas, mesmo que essas
areas estejam espacialmente distantes. Outra aplicacao pode ser encontrada no es-
tudo do clima, em particular, no estudo da influéncia das oscilagoes do El-Nino com
a moncio indiana (DONGES et al., 2009a; MARAUN; KURTHS, 2005; MOKHOV et al.,
2011).

Um dos pioneiros no estudo formal da sincronizacao de osciladores foi A. A. An-
dronov (ANDRONOV et al., 1966). A bifurcacdo de Andronov-Hopf, que consiste no

surgimento de um ciclo limite a partir de um ponto de equilibrio, é modelado pelas



equagoes de mesmo nome que também sao conhecidas como osciladores de Stuart-
Landau. No seu caso limite, se torna um dos modelos mais famosos de osciladores,
o modelo de Kuramoto, que consiste em um conjunto de osciladores de fase com
frequéncias intrinsecas e acoplamento nao linear, dado pelo seno da diferenca de
fases (KURAMOTO, 1975; PANTELEY et al., 2015).

O modelo de Kuramoto impoe que as amplitudes dos osciladores permanecam cons-
tantes. J& no modelo de Stuart-Landau, os osciladores podem sofrer variagoes nas
suas amplitudes, e essa variagao se mostra muito importante na descricao do feno-

meno da sincroniza¢ao remota (BERGNER et al., 2012; GAMBUZZA et al., 2013).

Os exemplos anteriores nos remetem ao conceito de redes de osciladores, que tém
sido um tema muito estudado nas tltimas décadas (BOCCALETTI et al., 2006; GIL;
MIKHAILOV, 2009; ARENAS et al., 2008; OSIPOV et al., 2007). A relevancia desse tema
pode ser aferida quando se verifica que ele pode servir de base para a construgao
de modelos de sistemas nas mais diversas areas do conhecimento: biologia (ULLNER
et al., 2008), climatologia (DONGES et al., 2009b; DONGES et al., 2009a), neurociéncia
(IZHIKEVICH, 2007; BULLMORE; SPORNS, 2009), sistemas sociais (GIL; ZANETTE,
2006) e quimica (KURAMOTO, 2012). As redes de osciladores sdo também empre-
gadas na neurocomputagao, onde podem ser utilizadas para armazenar e recuperar
informagao (FOLLMANN et al., 2015).

As redes complexas vém se mostrando muito apropriadas para modelar fendmenos
em que um sistema é composto por um grande nimero de unidades dinamicas in-
terconectadas, no intuito de capturar as propriedades globais e emergentes desses
sistemas. Neste caso, os nos da rede representam as unidades dinamicas e as ligagoes
da rede representam as interacoes entre eles. Pode-se usar redes complexas no es-
tudo de sistemas biol6gicos e quimicos (JEONG et al., 2000; JEONG et al., 2001; SOLE;
MONTOYA, 2001; CAMACHO et al., 2002), em redes sociais (WATTS; STROGATZ, 1998;
CASTRO; GROSSMAN, 1999; AMARAL et al., 2000; EBEL et al., 2002) e até mesmo no
estudo de sistemas nao-lineares (LACERDA et al., 2016).

Muitas das redes reais (obtidas através de dados experimentais) apresentam uma
forma de distribui¢ao de graus em lei de poténcia (BOCCALETTI et al., 2006) e sao
chamadas de redes livre de escala (ALBERT; BARABASI, 2002), onde apenas alguns
nods, chamados de hubs (ou pélos), tém a maioria das ligagoes, enquanto quase todos
os demais nés da rede possuem poucas conexodes, como podemos ver na Fig. 1.1.
Como exemplos de redes livre de escala podemos citar World Wide Web, Redes

Sociais e redes de interacao proteina-proteina (BOCCALETTI et al., 20006).



Figura 1.1 - Esquema de uma rede livre de escala, onde os hubs sao representados em azul
e os demais nés em cinza.
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Fonte: Producao do Autor

1.1 Objetivos

A sincronizac¢ao remota em redes do tipo estrela onde os osciladores sao modelados
pela equagao de Stuart-Landau ja foi estudada em (BERGNER et al.,, 2012), onde
se estuda a influéncia da diferenca entre a frequéncia natural do hub e dos nos
periféricos na sincronizagao do sistema; (GAMBUZZA et al., 2013; GAMBUZZA et al.,

2016) estuda o surgimento da sincronizagao remota em redes complexas.

O objetivo deste trabalho é estudar o fendomeno da sincronizacao remota em redes
do tipo estrela, que sao os principais constituintes das redes livre de escala, podendo
assim capturar a esséncia desta topologia (BERGNER et al., 2012; FRASCA et al., 2012).
Encontraremos as condi¢oes necessarias para que o sistema entre em sincronizagao
e estudaremos como as condic¢bes inicias e as frequéncias naturais dos osciladores

influenciam na ocorréncia da sincronizacao remota.
1.2 Organizacao do trabalho

O trabalho estd organizado da seguinte maneira:

e Capitulo 2: E abordada a sincronizacao de osciladores, onde sao defini-
dos os conceitos de fase, amplitude e expoentes de Lyapunov. Um método

para caracterizacao da dinamica de sistemas nao lineares é apresentado e
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também é estudada a dindmica de osciladores acoplados, regiao de sincro-
nizacao, osciladores quasi-periddicos e cadticos. Por fim, sao apresentados
dois modelos de osciladores, o modelo de Kuramoto e o modelo de Stuart-

Landau.

Capitulo 3: Neste capitulo, é estudado o fendémeno da sincronizacdo em
redes do tipo estrela de forma analitica, obtendo as condi¢oes necessarias

para a sincronizagao do sistema.

Capitulo 4: E estudada o fenémeno da sincronizacio remota em uma rede
do tipo estrela. A influéncia da frequéncia natural e das condigoes iniciais
dos osciladores é estudada. Por fim, fazemos o uso da dindmica simbélica
com intuito de caracterizar as mudancas de comportamento apresentadas

pelo sistema.






2 SISTEMAS NAO LINEARES E SINCRONIZACAO

O fenomeno da sincronizacgao foi provavelmente estudado pela primeira vez por Ch-
ristiaan Huygens em 1665, (HUYGENS, 1986). Havia dois relégios de péndulo fixados
na mesma parede e ele percebeu que sempre que um péndulo estava na extrema
esquerda, o outro estava na extrema direita e vice-versa. Sendo assim, eles sempre
tinham movimentos opostos. Mesmo quando os seus ritmos eram perturbados, os
relogios sempre voltavam, apos um certo tempo, aos seus ritmos originais de mo-
vimento em oposicao de fase. Para explicar o que estava acontecendo, ele afirmou,
corretamente, que cada péndulo causava um movimento imperceptivel na viga da
parede na qual os relogios estavam fixados e que esse movimento tendia a forcar os
péndulos a se moverem em sincronia. Quando os péndulos estao finalmente sincro-
nizados, as forgas sao canceladas e a viga nao se move (PIKOVSKY et al., 2003). Hoje,
esse fendmeno é chamado de sincronizagao mutua e os relégios estavam sincronizados

em anti-fase, devido ao acoplamento através da viga.

O fendmeno da sincronizagdo pode ser definido como “o ajustamento de ritmos de
objetos que oscilam devido as suas interagoes fracas” (PIKOVSKY et al., 2003), ou seja,
é um processo no qual um certo nimero de sistemas dinamicos, nao necessariamente
idénticos, estao acoplados ou sao conduzidos por uma for¢a comum e conseguem

coordenar alguma propriedade dinamica.

Estes sistemas dinamicos precisam conter uma fonte interna de energia, pois estao
sempre dissipando energia devido a friccao, resisténcia elétrica e etc. Sendo assim,
sao chamados de osciladores autosustentados, pois oscilam mesmo quando estao
isolados. A agao combinada da dissipacao e da fonte interna de energia determinam
a amplitude A das oscila¢oes. Matematicamente, esses osciladores sao descritos por
um sistema dindmico autonomo. A sua oscilagao é estavel a pequenas perturbagoes

e a sua forma é determinada pelos parametros do sistema.

Podemos citar como exemplo de sincronizagao um par de geradores de triodo, que
se sincronizam quando acoplados. Um gerador de triodo produz uma corrente elé-
trica alternada cuja frequéncia de oscilagao depende de parametros do elemento que
compoe o gerador. Portanto, geradores diferentes tendem a ter frequéncias distin-
tas de corrente alternada, mas quando estdo acoplados, eles se sincronizam e ficam
com uma mesma frequéncia. Estudos mostraram que mesmo um sinal externo fraco
poderia sincronizar esses geradores, o que ¢ um resultado muito 1til, pois podemos
fazer com que geradores potentes atinjam uma frequéncia muito especifica com a

introducdo de um gerador muito mais fraco mas muito mais preciso no sistema.



(STROGATZ, 2000; KURAMOTO, 2012). Outro exemplo foi encontrado por biélogos
que estudaram o comportamento de pés de feijao. Eles perceberam que as folhas
das plantas se mexem para cima e para baixo de acordo com o ciclo diario de luz
e escuridao e que mesmo estando isoladas da luz do sol, as folhas fazem um ciclo
de 24 horas. Estudos demonstraram a existéncia de relégios bioldgicos internos que
regulam o ritmo didrio dos organismos (KURAMOTO, 2012; KISS et al., 2002; DANIELS
et al., 2003) .

2.1 Espacgo de Fase

Uma construcdo matemética muito 1til no estudo da sincronizacao é chamada de
espaco de fase. Ele é formado por varidveis que descrevem o estado de um sistema.
Como exemplo, podemos citar o espaco de fase de um péndulo, que tem duas di-
mensoes, dadas pela sua posicao e sua velocidade. Ou seja, o estado do sistema em
um dado instante de tempo é dado por um ponto no espaco de fase, e esse ponto

vai se movendo a medida em que o sistema evolui no tempo.

Podemos entao descrever a evolugao de um oscilador pela sua trajetéria no espago
de fase. Osciladores auto-sustentados, quando estao isolados, formam uma curva
fechada, chamada de ciclo limite (Figura 2.1), no espago de fase. Estes osciladores
auto-sustentados possuem ciclos limites estaveis, ou seja, todas as trajetérias proxi-
mas do ciclo limite acabam se aproximando dele. Pode-se dizer entao que eles sao

estaveis a perturbagoes, como veremos a seguir (PTKOVSKY et al., 2003).
2.2 Fase e amplitude de osciladores

Abaixo vamos fazer algumas defini¢oes que serao usadas ao longo do texto e para
isso, vamos usar como exemplo um oscilador cuja dindmica é descrita por z(t) =
Asin(wot + ¢p). Onde wy = 2nf = 27/T é a frequéncia angular natural (f é a
frequéncia natural e T' é o periodo), A é a amplitude e representa a intensidade da
oscilagao, ¢g é a fase inicial e ¢(t) = wot + ¢y é a fase. A fase, por defini¢do, é uma
funcao que cresce de maneira uniforme para um oscilador isolado, com um ganho de
27 a cada ciclo completo. Aqui usaremos uma fase ciclica que esta definida entre 0
e 2m. Na Figura 2.3(a) temos a representacao do ciclo limite, ou seja, do ponto no
plano de fase em coordenadas polares, onde se pode observar a fase e a amplitude.

O ponto gira com velocidade wy no sentido anti-horario.

Vamos agora adotar um sistema de coordenadas que gira no sentido anti-horario com

velocidade angular wg, ou seja, o ponto no plano de fase parece estar imével. Quando



Figura 2.1 - Espago de fase bidimensional, com varidveis de estado ¢ e ¢o, e a trajetéria
feita pela evolugdo no tempo do sistema, dada pelo ciclo limite. Essa forma
de ciclo limite corresponde a um oscilador auto-sustentado.

N

9,

w

Fonte: Daniels (2005)

o sistema é perturbado, isto é, quando o ponto sobre o ciclo limite é deslocado,
como na Figura 2.3(b), a amplitude da oscilagao decai e volta para o ciclo limite,
mas a fase perturbada se mantém imoével. Nao ha um valor preferido para a fase,
ela fica na mesma posicdo até que uma nova perturbagao ocorra, com isso, a fase
pode ser controlada por uma forca externa o que faz com que o oscilador possa ser

sincronizado.
2.3 Expoentes de Lyapunov

Se considerarmos trajetorias com condigoes iniciais préximas no espaco de fases,
Figura 2.3, vemos que elas convergem na dire¢ao radial (dire¢ao da amplitude) com
o passar do tempo. J4 na direcdo ao longo do ciclo (dire¢do da fase), elas nao

convergem € nem divergem, permanecenl neutras.

Uma medida que quantifica o comportamento das trajetérias com condigoes iniciais
proximas, sao os expoentes de Lyapunov. Quando ha uma direcdo sobre as érbitas
do sistemas cujas perturbagoes sdo atenuadas, temos um expoente de Lyapunov
negativo. Por outro lado, quando diferencas entre trajetorias sao intensificadas com

o tempo, na chamada sensibilidade as condigoes iniciais, temos um expoente de



Figura 2.2 - (a) Fase ¢(t) e amplitude A de um oscilador. (b) Perturbacdo aplicada no
ponto no ciclo limite. Ela decai na direcao radial e se mantém a mesma na
direcao tangente ao ciclo limite.
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Adaptado de: Pikovsky et al. (2003)

Lyapunov positivo. Quando ha um expoente de Lyapunov igual a zero, temos uma
direcdo que é neutra. Portanto, a fase pode ser considerada como uma variavel que
corresponde ao expoente de Lyapunov igual a zero e a amplitude pode ser associada

a um expoente de Lyapunov negativo (ALLIGOOD et al., 1996; PIKOVSKY et al., 2003).

Figura 2.3 - Evolugao de trajetérias com condigoes iniciais préximas (circulo cinza) sobre
o ciclo limite. O circulo se contrai na diregio radial (expoente de Lyapunov
negativo) e mantém o mesmo tamanho na direcdo tangente ao ciclo limite
(expoente de Lyapunov igual a zero).

Fonte: Pikovsky et al. (2003)
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2.4 Caracterizagao da dinadmica de sistemas nao lineares através de redes

complexas e da dindmica simbdlica

A caracterizacdo dinamica de sistemas nao lineares é um grande desafio e é usu-
almente feita através do cédlculo dos expoentes de Lyapunov e de diagramas de bi-
furcagao, cujos célculos sao complexos e custosos computacionalmente (STROGATZ,
2014). Uma outra abordagem seria o uso da dindmica simbdlica juntamente com o

formalismo de redes complexas (LACERDA et al., 2016).

Essa metodologia é exemplificada no contexto do mapa logistico:

Tpt1 = rx,(1 — xy) (2.1)

onde x € [0,1] é um pardmetro adimensional que mede a populacdo na n-ésima

geracao er € [0,4] é a taxa de crescimento, também chamado de parametro logistico.

R. May mostrou que esse modelo apresenta um comportamento complexo quando o
seu espago de pardmetros é explorado (MAY et al., 1976). Feigenbaum utilizou este
modelo como um paradigma para mostrar a agora conhecida “rota de duplicacao de

periodo” para o caos (FEIGENBAUM, 1983).

Em redes complexas, uma rede corresponde a um grafo, que é composto de vértices
conectados por arestas. Podemos representar relagoes com essas redes, onde os vérti-
ces representam entidades e as arestas representa as interagoes entre elas, e podemos
analisar essas redes por meio da teoria das redes complexas. Exemplos de redes com-
plexas incluem internet e redes sociais (BARABASI; ALBERT, 1999; BOCCALETTI et
al., 2006).

A caracterizacao dindmica do sistema dado pela Eq. 2.1 por meio da dindmica

simbdlica e de redes complexas se dard da seguinte maneira (Figura 2.4):

Iteramos o sistema dado por 2.1 para 1000 valores diferentes de r que ira

variar entre 2.9 e 4.0.

A condigao inicial é sempre fixada em zy = 0.7.

Para cada valor de r, faremos um total de 10500 iteracoes e descartamos

as 500 primeiras.

Serao geradas assim 1000 séries temporais distintas, uma rede para cada
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valor do parametro r.

Transformamos cada série temporal em uma série binaria. Para toda a
extensao da série temporal, se x,, < 0.5, atribuimos o simbolo 0 e se z,, >

0.5, atribuimos o simbolo 1.

Definimos uma palavra de tamanho 10. Com ela, caminharemos sobre série
binaria, andando de um em um, transformando cada palavra binaria de
tamanho 10 em seu equivalente decimal. Com isso, o nimero maximo de

nés da rede serd 219.

A partir da série decimal, criaremos a rede do sistema. Cada valor da série
decimal serd um né da rede e as ligacoes entre os nos sao dadas entre os
vizinhos da série decimal. S6 é permitida uma aresta por par de vértices
(FREITAS; MACAU, 2016; YU et al., 2013) e é permitida a existéncia de

autoconexoes.

A partir dessa rede, calcularemos as seguintes métricas: grau dos vértices,
densidade, niimero de vértices conectados, didmetro, grau médio da rede e

média da centralidade betweenness normalizada.

Figura 2.4 - Exemplo de como gerar a série simbdlica (binaria) e decimal a partir da série

Série
Simbodlica

temporal usando palavra de tamanho 10.

Série Temporal
® ° [ [ ®

0 .¢. e o

—
—
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=]
=]
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—
=]

\

Palavra de tamanho 10

— ——— |

1000 O 1 1 0
1000 0 1 1 o0 1

[S—

sobre série simbolica

Conversdo de binério

Série decimal 902 781 538 52 105 211 422 844 664 304 608 97 194 388 265 18

Fonte: Producao do autor.
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Na Fig. 2.5, estao dois exemplos de redes geradas a partir da série temporal do mapa
Logistico, onde podemos ver a existéncia de janelas periddicas, pois elas formam um
ciclo. Por exemplo, quando temos periodo 1, a série decimal tem sempre o mesmo
valor, entao a rede gerada tera apenas um vértice que estard conectado a si mesmo.
Quando temos periodo 2, a série decimal tem dois valores repetidos que ficam se
intercalando, entao a rede serd formada por dois vértices. O mesmo raciocinio se

aplica para periodos maiores.

Figura 2.5 - Redes geradas a partir de duas séries temporais do mapa Logistico para (a)
r = 3.629 (periodo 6) e (b) r = 3.961 (periodo 8).

<

(a) (b)

Fonte: Producgao do autor.

A densidade de um grafo com M vértices é dada pela relacdo entre o nimero de

arestas (E) e o maior ntimero possivel de arestas

E
D= M3 (2.2)

O grau de um vértice em um grafo ndo direcionado é igual ao niimero de arestas
que incidem sobre ele. O grau médio da rede é a média aritmética dos graus de
todos os vértices da rede. O didmetro de um grafo é definido como o maior dos
menores caminhos entre todos os vértices da rede. Ja, a centralidade betweenness de
um vértice mede o nimero de menores caminhos que passam por ele, portanto, um
vértice com alto valor de centralidade betweenness tem uma grande importancia na

rede. A centralidade betweenness de um vértice v é definida como
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bv)= 3 951(v) (2.3)

sF#vVF£L Ost

onde o é 0 nimero total de menores caminhos entre o vértice s e o vértice t e o4 (v)
¢ o nimero desses caminhos que passa pelo vértice v. A centralidade betweenness

normalizada é dada por

b(v) — min(b)

max(b) — min(b)

norm(b(v)) = (2.4)

onde b é o vetor que contém o valor da centralidade betweenness de todos os vértices

da rede e min(b) e max(b) sao, respectivamente, o valor minimo e maximo de b.

Os resultados obtidos da metodologia apresentada nessa secao sao apresentados nas
Figs. 2.6 e 2.7. Na Fig. 2.6, temos o grau dos vértices e expoente de Lyapuov em
funcao do parametero logistico r e o diagrama de bifurcac¢ao. Podemos notar, a partir
de r = 3.5, a existéncia de algumas janelas periédicas (linhas verticais azuis) no
grafico dos graus dos vértices, essas janelas correspondem a expoentes de Lyapunov

negativos e janelas periddicas no diagrama de bifurcacao.

Na Fig. 2.7 temos plotados o nimero de vértices conectados (vermelho) e densidade
da rede (azul), didmetro, grau médio, média da centralidade betweenness normali-
zada e expoente de Lyapunov em funcao do parametro logistico r. Também para
r > 3.5, podemos perceber o aparecimento de algumas janelas peridédicas, que apare-
cem como quedas no valor de todas essas medidas, e que correspondem ao expoente
de Lyapunov negativo. Por outro lado, quando temos caos, reconhecido quando o
expoente de Lyapunov ¢é positivo, as métricas se mantém constantes ou crescem com

o aumento do valor do parametro logistico.

Portanto, essa metodologia se mostra capaz de prever a existéncia de algumas janelas

periodicas e de apresentar indicios de comportamento cadtico do sistema.
2.5 Dinamica de osciladores acoplados

Quando dois osciladores com frequéncias wy e wy sdo acoplados, eles passam a oscilar
com frequéncias {2; e {25 do sistema acoplado. Essas frequéncias do sistema acoplado
podem ser iguais, se o acoplamento for forte o bastante, eles entdo oscilam com uma
frequéncia comum €; = Qy = (). Essa coincidéncia de frequéncias é chamada de

frequency locking.
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Figura 2.6 - De cima para baixo: grau dos vértices e expoente de Lyapuov em fungdo do
parametero logistico r e diagrama de bifurcagao.

Grau dos vértices em funcdo do pardmetro logistico r
1000 . =

800

w
-2 600

=

e

400
200

Vi

r

Diagrama de bifurcagdo do mapa Logistico

Fonte: Producgao do autor.
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Figura 2.7 - De cima para baixo: ntimero de vértices conectados (vermelho) e densidade
da rede (azul), didmetro, grau médio, média da centralidade betweenness nor-
malizada e expoente de Lyapunov em func¢do do parametro logistico r.
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Fonte: Producao do autor.
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Considerando agora a diferenca das fases dos osciladores acoplados, quando as fases
@1 e P9 estao préximas, ou seja, quando ¢; — ¢ é préoximo de zero, dizemos que os
osciladores estao sincronizados em fase. Se as fases se movem em diregOes opostas,
temos a sincronizacao em anti-fase e a diferenca entre as fases fica proxima de .
Quando a diferenca das fases dos osciladores é constante, temos o que chamamos de

phase locking.

Quando os osciladores do sistema desacoplado tém frequéncias proporcionais, do
tipo nw; & mws, temos o que é chamado de sincronizacao de ordem n : m, para um
acoplamento suficientemente grande. Temos entao frequency locking com n); = m$2,

e phase locking dada por |ng; — mes| < constante (PTKOVSKY et al., 2003).
2.6 Regiao de sincronizacgao

Para descrever a regiao de sincronizacao no espago de parametros, considere agora
um oscilador com frequéncia natural wy que passa a sentir a presenca de uma forca
com frequéncia w e amplitude €. Esse oscilador forcado passa entdao a oscilar com
frequéncia 2 que depende da diferenga de frequéncia (detuning) wy — w. Para um
detuning suficientemente pequeno, ou seja, se a frequéncia w da forga aplicada ao
sistema é relativamente préxima a frequéncia natural wy do sistema, a frequéncia do
oscilador forgado €2 serd igual a w. Para um detuning acima de um valor critico(w
muito diferente de wy), essa igualdade se desfaz, como pode ser visto na parte (a)
da Figura 2.8.

Quando plotamos 2 —w em funcao de w para varios valores da amplitude € da forca
aplicada ao sistema, temos uma regidao no plano (w,€) onde ambas as frequéncias
sao idénticas, partes (b) e (c) da Figura 2.8. Essa regiao é chamada de regiao de
sincronizagdo ou de lingua de Arnold. Repare em (b) que quando a amplitude da
forca € é préoxima de zero, a frequéncia do oscilador forgado €2 s6 é igual a frequéncia
da forca w quando esta é muito préxima de wy. J& para uma amplitude alta e da
forga, o intervalo de valores de w que faz com que a frequéncia do oscilador for¢cado

Q) seja igual a frequéncia w da forca é grande.
2.7 Osciladores Quasi-periédicos

Considere um par de osciladores acoplados, descritos pelo sistema

91 =wi + k‘l Sin(92 — 91)
92 = Wy + k?g sin(6’1 - 02) (25)
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Figura 2.8 - (a) Diferenca de frequéncia do oscilador forgado € e da forca externa w em
funcdo de w para um valor fixo da amplitude e. (b) Graficos similares ao da
letra (a) para diferentes valores de amplitude. (c) Regido onde a frequéncia
do oscilador forcado é igual a frequéncia da forca aplicada ao sistema. Essa
regiao é chamada de lingua de Arnold, ou regido de sincronizacao.

(2) (®) ©

Adaptado de: Pikovsky et al. (2003)

onde 6; é a frequéncia instantanea e w; é a frequéncia natural do oscilador ¢ = 1, 2.

A constante de acoplamento entre os osciladores é dada por ky e ks.

Para visualizar o movimento do sistema, podemos imaginar os osciladores como
pontos do circulo unitario, com fase 6; que se locomovem com frequéncia instantanea
0;, Figura 2.10(a). Também podemos utilizar as fases 6; como coordenadas, e a
evolugao do sistema ¢é dada pelo movimento de um tinico ponto ao redor de um toro
(tordide), Figura 2.9.

Consideraremos primeiro o sistema nao acoplado, k1 = ky = 0, dado por

91 = W1
92 = Wy (26)
e 5 = 2 Se § ¢ um numero racional, a trajetéoria do sistema ao redor do toro

forma uma 6rbita fechada, pois 61 completa p revolugdes ao mesmo tempo em que
0y completa ¢ revolugoes. Por exemplo, se p = 3 e ¢ = 2, temos a trajetéria fechada

dada pela Figura 2.10.

Se £ ¢ um namero irracional, a trajetéria se move ao redor toro de maneira que ela
q )
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Figura 2.9 - Maneiras distintas de visualizar o sistema dado por 2.5. (a) Osciladores sdo
considerados como pontos no circulo unitario, tando fase 0; e frequéncia ins-
tantanea 6;, com i = 1,2, (b) movimento do sistema ao redor de um toro,
tendo as fases como coordenadas.

6,

(b)

Fonte: Strogatz (2014)

Figura 2.10 - Trajetoria fechada ao redor do toro, feita pelo sistema desacoplado 2.6 com
frequéncias dadas por qw; = pws, onde % ¢ um numero racional.

Fonte: Strogatz (2014)
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nunca se fecha, Figura 2.11. Dizemos que a trajetoria é densa no toro, ou seja, cada
trajetoria fica arbitrariamente préoxima de um ponto qualquer do toro. Neste caso,

o fluxo é chamado de quasi-periédico (STROGATZ, 2014).

Figura 2.11 - Exemplo de um fluxo quasi-periédico. Trajetéria densa ao redor do toro,
feita pelo sistema desacoplado 2.6 com frequéncias dadas por quwi = pwo,
onde % ¢ um numero irracional.

it gl
T L e
TR
RO
N

)

.

i
AR

Fonte: Producao do autor.

Considerando agora o sistema acoplado, com ki,ky > 0, dado por 2.5, podemos
descrever a dinamica do sistema com a diferenca entre as fases, dada por ¢ = 6, — 65,

ou seja, & = 0; — 0y e o sistema é entdao dado por

¢ =wy —ws — (kg + ko) sin¢ (2.7)

Os pontos fixos do sistema, ¢ = 0, sdo dados por

W1 — W2

sin ¢p* = T

(2.8)

e s6 existem para |w; — wo| < k1 + k2, o diagrama de bifurcacao é dado pela Figura
2.12. Uma bifurcagao sela-né ocorre quando |w; — wo| = ky + ko e para |w; — wsy| >

k1 + ko, ndo existem mais pontos fixos para o sistema.

Primeiro, vamos supor que |w; — ws| < k1 + k2. Pela Figura 2.12 vemos que todas as
trajetorias vao em direcdo ao ponto fixo estavel. Portanto, no toro, as trajetérias do
sistema 2.5 se aproximam da solugao phase-locked, onde a diferenca ¢* entre as fases

dos osciladores é constante. Essa solucao ¢ peridodica e ambos os osciladores tém a
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Figura 2.12 - Diagrama de bifurcagdo da Eq. 2.7 para |w; — wa| < ki + k2, temos dois
pontos fixos, um estavel (preto) e um instével (branco).

Fonte: Strogatz (2014)

mesma frequéncia instantanea () = 0, = 6, = wy + ko sin ¢*, substituindo sin ¢* por

2.8, temos

 kiws + kowl

2.9
ky + ko (2.9)

que é chamada de frequéncia de compromisso e tem seu valor entre as frequéncias

naturais w; e wy dos osciladores.

Se formos aumentando a diferenca entre as frequéncias naturais dos osciladores, ou
seja, se aumentarmos o valor de |w; — ws|, os pontos fixos do sistema irdo coexistir,
dando origem a uma bifurcagio sela-né quando |w; — ws| = k1 + ko. Apds essa bi-
furcacao, o fluxo se comporta como o sistema desacoplado que vimos anteriormente,
podemos ter um fluxo quasi-peridédico da Eq. 2.11 ou um fluxo racional da Eq. 2.10,

onde temos um ciclo fechado ao redor do toro.
2.8 Mapa de Poincaré

Considere um sistema n-dimensional dado por © = f(z). Seja S uma superficie com
dimensao n — 1 que é transversa ao fluxo da Figura 2.13, ou seja, todas as trajetorias
atravessam S, nunca ficando paralelas a essa superficie. S é chamada de secao de

Poincaré.

O mapa de Poincaré P é um mapeamento de S em si mesmo, obtido quando seguimos

trajetérias de uma intersecao com S até a proxima. Se ;. denota a k-ésima intersecao,
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Figura 2.13 - Secdo de Poincaré.

Fonte: Strogatz (2014)

entdo o mapa de Poincaré é definido por P(x) = Tgi1.

Seja z* um ponto fixo de P, ou seja, P(z*) = z*. Entao, a trajetéria que comeca em
x* eventualmente rerornard a x* apds um tempo 7', o que indica que essa trajetéria
é fechada para o sistema original © = f(x). Vemos entdo que o mapa de Poincaré
converte problemas de analisar érbitas em problemas de analise de pontos fixos de

um mapeamento.
2.9 Osciladores cadéticos
2.9.1 Fase em osciladores cadticos

Para a definicdo de fase em um sistema cadtico autonomo continuo, pode-se utilizar
uma secao de Poincaré apropriada na qual a orbita cadtica cruza uma vez a cada
rotacdo. Sucessivos cruzamentos com a secao de Poincaré sao associados a um au-
mento de 27 na fase e esta fase é definida como uma funcao linear no tempo, dada

por:

t—1tn
O(t) = 20— + 21 (2.10)
tn—l—l - tn

Onde t, <t < t,;1 et, é o tempo do n-ésimo cruzamento do fluxo com a secao
de Poincaré. Observe-se que nem sempre é possivel construir em geral secoes de
Poincaré apropriadas, em especial para osciladores nao coerentes, o que requer téc-
nicas numéricas de atribuicdo de fase (PIKOVSKY et al., 2003). Contudo, optou-se
por analisar nesse texto osciladores cadticos com se¢des de Poincaré conhecidas na

literatura.
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2.9.2 Sincronizagao de osciladores cadticos

Osciladores autossustentados podem gerar sinais cadticos e sistemas de osciladores
cadticos também podem sofrer sincronizagao. Para caracterizar esses osciladores,
fixamos um tempo 7 consideravelmente grande e contamos o ntimero de ciclos N,
dentro deste intervalo, damos a essa medida no nome de frequéncia média, que é

dada abaixo.

< f>= Ny (2.11)

T
Quando o acoplamento entre dois osciladores cadticos for grande o suficiente, as
frequéncias médias dos dois osciladores se igualam e temos sincronizacao das frequén-
cias. Se o acoplamento for fraco, as amplitudes dos osciladores cadticos continuarao
irregulares e nao relacionadas, mas podemos usar a diferenca entre as fases dos sinais

para caracterizar a sincronizacao de fase.
2.10 Modelos de Osciladores
2.10.1 Modelo de Kuramoto

Nos anos 60, o fendomeno da sincronizagao coletiva em diferentes sistemas naturais
fez com que varios cientistas tentassem desenvolver modelos que explicassem esse
comportamento. Arthur Winfree (WINFREE, 1967) desenvolveu um método muito
popular quando estava tentando modelar a sincronizacao de grandes grupos (como
no exemplo dos vagalumes). No modelo, o sistema era dado pela interagdo de muitos
osciladores auto-sustentados. Ele assumiu que os osciladores eram quase idénticos
e que a constante de acoplamento entre eles era pequena. Isso ajudou a simplificar
os calculos e fez com que a unica variavel do problema fosse a fase dos osciladores
(STROGATZ, 2000; STROGATZ, 2003; DANIELS, 2005; ACEBRON et al., 2005).

Ele propés um modelo em que a fase de um oscilador fosse determinada pela agao
combinada de todos os osciladores do sistema. A taxa de variacao dessa fase seria
determinada por uma combinacao da frequéncia natural do oscilador w; e do estado
coletivo de todos os osciladores. A sensibilidade do oscilador & contribuicao coletiva
¢ dada pela funcao Z e a sua proépria contribuicao é dada pela funcao X. A equagao

que descreve este modelo é dada por
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0; = w; + (i X@)) Z(6;) (2.12)

Jj=1

onde N é o ntimero de osciladores, i = 1,..., N, 6; é a fase do oscilador 4, 6; é a
taxa de variagao da fase ou frequéncia instantanea do oscilador i e w; é a frequéncia
natural do oscilador 7. Apos fazer simulagdes computacionais, Winfree descobriu que
dado um acoplamento suficientemente grande e um intervalo pequeno de valores de
frequéncias naturais, os osciladores entravam em sincronizagdo (STROGATZ, 2000;
STROGATZ, 2003; DANIELS, 2005).

Y. Kuramoto comegou a trabalhar com sincronizagao em 1975. Ele usou as mesmas
suposicoes de Winfreee e apds intensos calculos matematicos, ele provou que a di-
namica de um sistema quase idéntico e constituido por osciladores auto-sustentados
acoplados era dada por (STROGATZ, 2000; STROGATZ, 2003; DANIELS, 2005) :

N
j=1

onde NV ¢ o ndmero de osciladores, i = 1,..., N, I';; ¢ a fungao de interagao e deter-

mina o tipo de acoplamento entre os osciladores i e j.

Apbs isso, Kuramoto assumiu que cada oscilador afetada todos os outros, uma in-
teracao que tem o nome de acoplamento global. Também assumiu que as interagoes
tinham o mesmo peso e dependiam apenas da diferenca de fase de maneira senoidal
(DANIELS, 2005). As fungoes de interacao sdo entao dadas por

Lij(0; = 0;) = gsin(% —0;) (2.14)

Substituindo a Eq. 2.14 na Eq. 2.13, temos o Modelo de Kuramoto:

. K XN
j=1

onde?=1,..., N, K é a constante de acoplamento e N é o niimero de osciladores.

Os parametros de ordem de Kuramoto, R e v sao definido por
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, 1M
Re™ = — Y e (2.16)
N =

onde o médulo do pardmetro de ordem R estd entre 0 e 1, |R| € [0,1], e mede a
quantidade de comportamento coletivo do sistema e o parametro de ordem v mede
a fase média de todos os osciladores. Uma maneira de visualizar esses pardmetros
é imaginar cada oscilador como um ponto que se move em um circulo unitario, os
parametros dao origem entao a um vetor fixado no centro do circulo, como podemos
ver na Fig. 2.14, o médulo de R nos da o tamanho do vetor e a fase ¢/ nos da a
sua dire¢ao. Quanto mais préximos estao os osciladores, mais |R| se aproxima de 1.
Neste trabalho, usaremos apenas R, de maneira que sempre estaremos nos referindo

a ele quando falarmos de parametro de ordem.

Figura 2.14 - Parametros de ordem R e 1) representados como um vetor que aponta a
partir do centro do circulo unitério. O comprimento do vetor é dado por |R|
e a diregdo é dada por . Os osciladores sdo os pontos no circulo unitério e
quanto mais préximos, maior o valor de |R|. Quando todos estdo no mesmo
ponto, |R| = 1.

(a) [r] = 0.18 (b) |r| = 0.44 (¢) [r| = 0.91 (d) |r] = 0.99

Fonte: Daniels (2005)

Podemos escrever o Modelo de Kuramoto em fun¢ao do parametro de ordem. Mul-

tiplicando ambos os lados da Eq. 2.16 por €%, temos:

N
Rei—00 _ ]1[ 3 ¢l (2.17)

J=1

Cuja parte imaginaria é dada por
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N
Rsin(y — 6;) = ]if > sin(0; — 6;) (2.18)
Jj=1

Substituindo a Eq. 2.18 em 2.15, temos o Modelo de Kuramoto em fun¢ao do para-

metro de ordem:

0; = w; + KRsin(y — 6;) (2.19)

Neste modelo de osciladores de fase, trés tipos de comportamento coletivo sao obser-
vados: incoeréncia, frequency locking e frequency locking parcial. Temos incoeréncia
quando todos os osciladores se movimentam com frequéncia observada muito pré-
xima a suas frequéncias naturais. Isso ocorre se o acoplamento é pequeno, relativo
ao tamanho da diferenca das frequéncias naturais. Frequency locking ocorre quando
a diferenca de fase de qualquer par de osciladores é constante no tempo, o que ocore
quando o acoplamento é forte em relagdo ao tamanho da diferenca das frequéncias
naturais. J& o Frequency locking parcial ocorre quando um nimero limitado de osci-
ladores encontra-se em frequency locking. Esse estado é o estado intermediario entre

incoeréncia e frequency locking (MATTHEWS et al., 1991).

O que faz o Modelo de Kuramoto tao interessante é o trabalho teérico que ele pos-
sibilita. Kuramoto provou que haveria uma transicdo de fase para a sincronizagao
e achou uma equacao que calculava o acoplamento critico necessario para que isso
acontecesse (KURAMOTO, 2012). Mesmo com todas as simplificacoes feitas na cri-
acao do modelo, foi demonstrado que ele realmente descreve uma grande classe de
osciladores acoplados. Kiss et al. (KISS et al., 2002) apresentaram uma evidéncia
experimental de um sistema fisico mapeado para o modelo de Kuramoto usando
populacoes de osciladores quimicos precisamente controlados para confirmar que o
modelo corretamente prevé as condigoes necessarias para a sincroniza¢ao (DANTELS,
2005). Este modelo também é usado no em modelos de memoria associativa (FOLL-
MANN et al., 2015; ACEBRON et al., 2005).

2.10.2 Modelo de Stuart-Landau

Winfree e Kuramoto assumiram em seus modelos que os osciladores sao fracamente
acoplados em relagdo a sua atragdo ao ciclo limite. O que acaba fazendo com que o
acoplamento sé influencie a fase do oscilador, ou seja, s6 influencia o seu movimento

sobre o ciclo limite sem mudar a sua amplitude.
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Vamos agora apresentar um modelo mais geral, que permita que as oscilagoes te-
nham variacoes na amplitude. Esse modelo é dado pela equagdao de Stuart-Landau
(ANDRONOV et al., 1966; MATTHEWS et al., 1991; PANTELEY et al., 2015):

un = (a + iwn - |un|2)un (220)

onde n = 0,...,N — 1, N é o numero de osciladores do sistema, u,, ¢ a posicao do
oscilador n no plano complexo, ou seja, u, = x,, + 1y,, w, € a frequéncia natural do
oscilador n e a é o parametro de bifurcagao de Hopf , onde o ponto de equilibrio perde
sua estabilidade e hé o surgimento de um ciclo limite (GUCKENHEIMER; HOLMES,
2013).

A Eq. 2.20 se refere apenas a um oscilador isolado. Considerando uma rede com N
osciladores, cujo parametro de acoplamento entre os canais de comunicagao seja o

mesmo para todos os noés, a evolucao do sistema serd dada por:
2 kY
Uy = (a0 + iwy, — |up|")u, + T Z Grm (U, — Uy (2.21)
n m=1

onde k é a constante de acoplamento, d,, é o grau do oscilador n e (g,,,) é a matriz de

adjacéncia da rede, ou seja, g, tera valor 1 se n esta ligado a m e 0 caso contrario. A

fase dos osciladores é dada por 6,(t) = —ilni:&, onde 7 = v/—1 e In é o logaritmo

neperiano.

Sua equivalente real, com u(t) = z(t) + iy(t), é dada por

]{5 N
Ty = wp(a — ;an - yn2) — WYy + - Z Grom (T — ) (2.22)
n m=1
2 2 k a
Yo = Yn(O — 20" — Yp”) — WnTy + 0 Z Grm (Ym — Yn) (2.23)
n m=1

—1 Yn (t)
zn(t)’

Neste caso, a fase dos osciladores é dada por 6,(t) = tan
mente, 6,(t) = atan2(y,(t), z,(t)) .

mais especifica-

Em coordenadas polares, com u = pe®, z(t) = p(t)cosO(t) e y(t) = p(t)sinf(t) a
Eq. 2.21 é dada por
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: kg
Pn = Qpn — P’ + - Z Grm(pm €080, — 0,,) — pr) (2.24)
n m=1
y k o Pn .
0, = w, + m > Gom (= sin(0,, — 6,)) (2.25)
n m=1 m

No modelo de Kuramoto 2.15, as amplitudes permanecem constantes devido aos
osciladores serem fracamente acoplados. J& no modelo de Stuart-Landau, os osci-
ladores podem sofrer variagoes nas suas amplitudes, o que acaba dando origem ao

fendomeno da sincronizacao remota, que serd estudada mais adiante.
2.10.2.1 Estabilidade da equacao de Stuart-Landau

Iremos agora estudar a estabilidade da equacgao de Stuart-Landau para um oscilador

isolado (Eq. 2.20). Em coordenadas polares, u = pe®, temos:

Para achar os pontos fixos do sistema, devemos igualar as Eqs. 2.26 e 2.27 a zero.

Acharemos primeiro os pontos fixos para a Eq. 2.26. Seja f(p) = ap, — p,>, para
achar os pontos fixos p*, fazemos entdao f(p) = 0. Temos como raizes p; = 0,
ps = Vo e py = —y/a. Para que o sistema seja estdvel no ponto fixo encontrado,
devemos ter f'(p*) < 0 (STROGATZ, 2014; ALLIGOOD et al., 1996). Portanto, como
f'(p*) = a—3(p*)? , temos f(0) = a e f'(+\/a) = —2a. O ponto fixo p; = 0 é

estdvel se v < 0 e os pontos fixos pj , = &y/a sdo estéveis se a > 0.

Considerando agora a Eq. 2.27, seja f(f) = w,, seu tnico ponto fixo é w’ = 0 e

como f'(0) =1, logo este ponto fixo é instavel.

2.10.2.2 Mecanismo por tras da sincronizacao remota e caso limite do

oscilador de Stuart-Landau

Para analisar a emergéncia da sincronizacao remota em um caso simples, vamos

considerar um sistema com trés osciladores, onde dois deles (osciladores da extremi-
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dade) estejam ligados apenas ao oscilador central (hub), Figura 2.15. Nosso objetivo
¢ entender como os osciladores 2 e 3 entram em sincronizagao, sem que o oscilador

entre eles, 1, também se sincronize.

Figura 2.15 - Esquema de uma rede com trés osciladores. O oscilador 1 é chamado hub
(n6 central) e os osciladores 2 e 3 sdo chamados de periféricos.

Fonte: Producao do autor.

Para que os nos 2 e 3 fiquem mutuamente sincronizados, as agoes do né 2 precisam
ser transmitidas ao né 3 e vise-versa. Ou seja, a dindmica do né 1 tem que ser de

tal forma que nao altere as a¢oes dos nos periféricos.

Portanto, a escala de tempo média do atrator do hub deve ser suficientemente di-
ferente das escalas dos atratores dos nés periféricos para que ele nao se sincronize
com eles. E também, os nos periféricos nao podem ser muito diferentes entre si para
que possam se sincronizar com interacoes fracas. As perturbac¢oes no hub nao devem
decair muito rapidamente, pois ele deve ser capaz de transmitir as interacoes entre

os nés periféricos (BERGNER et al., 2012).

O decaimento das perturbac¢des no modelo de Stuart-Landau é controlado pelo para-
metro de bifurcacao de Hopf, a.. Se temos uma perturbacgao no sistema, ou seja, se ele
é afastado do seu ciclo limite (Sec¢do 2.2), quanto maior «, mais rapidamente o des-
vio decaird ao ciclo limite. O desvio ird decair quase que instantaneamente quando
a — oo. Portanto, é esperado que o regime de sincronizagao remota desapareca

neste caso.

Vamos agora analisar o que acontece com o sistema descrito pelas equagoes de
Stuart-Landau quando o — oo. Para isso, consideraremos as equagdes forma polar.
Seja R,, = %, onde /a é o valor da amplitude no equilibrio e a > 0 (Segao 2.10.2.1).
Podemos entao reescrever as Eqs. 2.24, 2.25 como :
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. E N
R, = aR, — aR,> + - Z Grm (R cos(0,, — 60,) — Ry,) (2.28)
n m=1
: E Y R,
On = wn+ — Y Gum(—=sin(0, — 0,)) (2.29)
dn m=1 Rm

Reescalonando a variavel temporal por dT" = adt na Eq. 2.28, temos:

dR"—fi—J%3+ ﬁf (Ry cos(0,, — 0,) — Ry) (2.30)
No equilibrio, d;% =
N
R, — R+ o Z Grm (R cos(0, — 0,) — R,) =0 (2.31)
n m=1

Quando av — 00, 0 termo com o acoplamento k tende a zero e ficamos com

R,(1-R,*) =0 (2.32)

Como R, # 0, temos que R, — 1 quando a — oo. E mais, como R, = %,

pn = R,\/a = \/a, como haviamos mencionado anteriormente.

Substituindo R — 1 na Eq. 2.29, temos que g—; = 1, portanto, essa equagcao se torna
. kN
0, =w, + I > Gom(sin(0,, — 6,)) (2.33)
n m=1

Que é o modelo de Kuramoto aplicado a redes de osciladores. Portanto, o modelo
de Kuramoto é um caso limite do modelo de Stuart-Landau, quando o — oo (Re-
sultados numéricos na Segao 4.1.1). Neste limite, a amplitude ndo tem nenhuma
influéncia na evolucao do sistema, ou seja, o nivel de sincronizacao remota é pra-
ticamente inexistente, o que sugere que a modulacao da amplitude é o principal
mecanismo por tras da sincronizagdo remota (GAMBUZZA et al., 2013; BERGNER et
al., 2012; GAMBUZZA et al., 2016).
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Apesar de a modulacao da amplitude aparentar ser a origem da sincronizagao re-
mota, também podemos ter esse tipo de sincronizagao com algumas versoes modifi-
cadas do modelo de Kuramoto. Existe um modelo mais geral da Eq. 2.15, chamado
modelo de Kuramoto-Sakaguchi, onde um termo constante é introduzido no aco-
plamento, chamado de phase frustration ou phase shift (SAKAGUCHI; KURAMOTO,
1986; VLASOV et al., 2014). Com este modelo, é possivel observar sincronizacao re-
mota de osciladores, como foi observado entre pares de osciladores simétricos de
uma rede (NICOSIA et al., 2013). Se introduzirmos um atraso no modelo de Kura-
moto dado pela Eq.2.15, ou seja, se considerarmos que um oscilador nao é afetado
instantaneamente pelo outros, temos a possibilidade do surgimento da sincronizagao
remota no estudo de redes bipartidas (PUNETHA et al., 2015).
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3 ESTUDO ANALITICO DA DINAMICA DE UMA REDE DO TIPO
ESTRELA

A sincronizagao remota em uma rede ocorre quando alguns noés, que nao possuem
ligagoes fisicas entre si, se sincronizam, sem que os nés que estao no caminho entre
eles estejam sincronizados. Para que haja sincronizagdo remota, temos que consi-
derar um sistema com amplitude livre para caracterizar a dindmica da rede (Secao
2.10.2.2). Portanto, para descrever este comportamento, uma das possibilidades é
usar o oscilador de Stuart-Landau, que é um modelo relativamente simples que con-

segue capturar esse fenémeno.

Para simplificar os calculos, sera considerada aqui uma rede do tipo estrela com
quatro nés, Figura 3.1. O né6 central (hub) com frequéncia w; e trés periféricos
(folhas) com mesma frequéncia w, = w para n = 2,3,4. Embora sejam utilizados
apenas trés folhas, os resultados analiticos obtidos neste capitulo valem para um

nimero qualquer de osciladores periféricos, obtidos em (FRASCA et al., 2012).

Figura 3.1 - Rede do tipo estrela a ser considerada. O n6 central (azul) tem frequéncia wq
e os periféricos (cinza) tém frequéncia w.

a—

Fonte: Producao do autor.

A dindmica da rede sera dada pela equagao de Stuart-Landau 2.21. A equacao que

governa o no central é entao dada por

, . k&
Uy = (o +iwr — |ug|Pug + 3 > (U, — 1) (3.1)
m=2
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onde N =4 é o nimero total de nés, u € C, a é o parametro de bifurcacao de Hopf
(ALLIGOOD et al., 1996), w; € a frequéncia natural do oscilador central (hub) e k é a

constante de acoplamento.
A equagdo que governa os nés periféricos é dada por
Un = (@ 4 1w — ||t + k(ug — up)

para n = 2,3,4. Onde w é a frequéncia dos noés perifericos.

Suas equivalentes reais (u = z + 1y) sdo dadas por :

iy =zi(a—x° — ) —wiy + - Z m — T1)

g1 = yi(a—z° — yi°) — wiwy + 3 Z (Ym —

Ty = zp(a — 2,7 — yn%) — wy, + k(z, — 2,)

Yn = yn(a - xn2 - yn2) — WTyp + k(yl — Un)

paran = 2,3,4.

Em coordenadas polares (u = pe?) as Egs. 3.1 e 3.2 se tornam:

N S (Pmcos(Bu — 02) — 1)

pr=ap—p° +
3m2

0, = w, + - Z —sen —6))

pn = QpPp — png + kplcas(el - en) -

6, =w+ kp—nsen(ﬁl —6,)
1
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para n = 2,3,4.
3.1 Fundamentacao Teérica

Serao apresentados aqui alguns teoremas, proposigoes e definigoes que serao utiliza-

dos ao longo deste capitulo.

Definicao 1. Autovetor e Autovalor - Um vetor V. € R"™ é um autovetor de
uma matriz A com entradas reais n X n se V€ a solugdio nao nula do sistema de
equagoes lineares (A — M)V = 0. A quantidade X\ é chamada de autovalor de A, e
V' é um autovetor associado & N\ (HIRSCH et al., 2013).

Proposicao 1. Seja A uma matriz n X n. Os autovalores de A sdo as raizes do seu

polinomio caracteristico, dado por

p(\) = det(A — AI) (3.7)

onde I € a matriz identidade.

Proposigao 2. Seja A uma matriz n x n. Se X é um autovalor de A, entdo os

autovetores de A associados a A sdo as solugoes do sistema homogéneo
(A=X)V =0 (3.8)
onde I é a matriz identidade.

Proposicao 3. Suponha que A, ..., \, sao autovalores reais e distintos de A com
autovetores associados Vi, ...V,. Entdo V; sdo linearmente independentes (HIRSCH et
al., 2013).

Corolario 1. Suponha que A seja uma matriz com autovalores distintos e reais.

Entao existe uma matriz T tal que

A =T AT = (3.9)
An

onde todas as entradas fora da diagonal sao zero (HIRSCH et al., 2013).
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Corolario 2. Se A" = T YAT, entdo as colunas da matriz T sdo n autovetores
linearmente independentes de A (HIRSCH et al., 2013).

Definicdo 2. Matriz semelhante - Sejam A e A" matrizes n x n. Dizemos que

A’ € semelhante a A, se existe uma matriz inversivel T tal que A’ = T AT.
Teorema 1. Matrizes semelhantes possuem os mesmos autovalores.

Demonstragao: Sejam A e A" matrizes semelhantes. Entao, de acordo com a De-
finicio 2, A’ = T~ AT, para algum T inversivel. Serd demonstrado que A e A’ tem

os mesmos polindémios caracteristicos (pa(A) e pas(N)). Tem-se

par(\) = det(A" — X)) = det(T AT — M) = det(T'AT — T7'\IT) =
=det(T YA~ XT) = det(T ) det(A — \I) det(T) =
= det(T 1) det(T) det(A — A\I) = det(A — X\I) = pa(N)

Como pa(A) = par(A), segue que A e A’ tem os mesmos autovalores. B

Defini¢ao 3. Matriz de Grau D - A matriz de Grau D é uma matriz diagonal
que contém a informagao do grau de cada vértice (nimero de arestas que estio

conectadas a ele).

Definicao 4. Matriz de Adjacéncia A - A matriz de Adjacéncia A ¢ utilizada
para representar um grafo, seus elementos indicam se os pares de vértices sao adja-

centes no grafo (valor de entrada igual a 1) ou nao (valor de entrada igual a 0).

Definicao 5. Matriz Laplaciana L - Define-se matriz Laplaciana L como:

L=D-A (3.10)

Definigao 6. Matriz Laplaciana normalizada G - A matriz Laplaciana nor-

malizada G € dada por

G=D"L (3.11)

Definig¢ao 7. Produto de Kronecker - Seja A uma matriz mxn e B uma matriz
p X q, entdo o produto de Kronecker A ® B é uma matriz em bloco m.p X n.q dada

por
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CLHB e alnB
A9B=| :+ .. (3.12)

amB ... amnB

Proposicao 4. O produto de Kronecker ¢ bilinear e associativo. Portanto, valem:

AR (B+(C)=A®B+A®C

onde B e C tem as mesmas dimensoes.
(A+B)@C=AC+B®C
onde B e A tem as mesmas dimensoes.
(kA) @ B=A® (kB) =k(A® B)

(A B) @ C=A® (B ()

onde A, B e C sdo matrizes e k é um escalar.

Proposicao 5. Considere a matriz Laplaciana normalizada G (Definicao 6 ) e seja
T a sua matriz diagonalizante dada pelo Coroldrio 1. Entao se H é uma matriz

diagonal da forma

H = 5 (3.13)

B

com A, B € R, a sua matriz semelhante é dada por:

A+B A-B
2 2
A-B A+B
2 2
H =T 'HT = B (3.14)

(FRASCA et al., 2012)
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A proposicao anterior pode ser generalizada para uma matriz H diagonal por blocos,

como pode-se ver a seguir.

Proposicao 6. Seja a matriz H dada pela Eq. 3.13 com A, B € R"*", entdo a sua

matriz semelhante é:

A+B A-B
2 2
A—-B A+B
2 2
H=T'"®L,HT®I, = B (3.15)

(FRASCA et al., 2012)

Definigao 8. Matriz Jacobiana - Considere um sistema dado por & = f(x,y) e

v = g(x,y) e suponha que (x*,y*) seja um ponto fixo, ou seja, f(x*,y*) = g(a*, y*) =
0. Sejau =x—2x* ev =y—y* pequenas perturbacoes no ponto fixo. Essa perturbacao

ird evoluir de acordo com

; of of
u _ | 0z Oy L /e
= ermos quaararicos
; 99 9y
v ()
ox 0Oy

of  of
_ | 9=z Oy
|2 9
Oz By/ (x*y*)

¢ chamada de matriz Jacobiana no ponto fizo (x*,y*) (STROGATZ, 2014).

A matriz

Definicao 9. Sistema Linearizado - Quando os termos quadrdticos da Defini¢do

8 sdo descartados, obtém-se o sistema linearizado, que é dado por
. of of
. )
v o a—g v
Defini¢ao 10. Ponto de equilibrio - Seja uma equacao diferencial dada por ¥’ =

f(t,X) com X € R". X* é um ponto de equilibrio dessa equagio se f(t,X*) =0
para todo t.
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Definicao 11. Ponto de equilibrio estdvel e assintoticamente estdvel -
Suponha que X* € R"™ seja um ponto de equilibrio da equagao diferencial X' = F(X).
Entao X* € um equilibrio estavel se para cada vizinhanga O de X* € R" existir uma
vizinhanga Oy de X* em O tal que toda solugio X(t) com X(0) = Xy em Oy é
definida e permanece em O para todo t > 0. Se Oy pode ser escolhido de maneira
que, em adigio ds propriedades para a estabilidade, tenha-se lim; o, X(t) = X*,

dizemos que X* é assintoticamente estdvel (HIRSCH et al., 2013).

Teorema 2. Suponha que um sistema n-dimensional X' = F(X) tenha um ponto
de equilibrio em X* e todos os autovalores do sistema linearizado em X* tenham

partes reais negativas. Entao X* é assintoticamente estdvel (HIRSCH et al., 2013).
3.2 Ponto de equilibrio do sistema

Encontraremos agora o ponto de equilibrio (Definicao 10) do sistema dado pelas

Eqgs. 3.3 e 3.4, para isso, introduziremos a seguinte notacao:

fo=v1 =y (a— 7% — y12) —wiT +

f3:$2:I2 06—132 — Y2

Jfo =192 =12 CY—OCQ — Y2

[\

(

(

fs = a5 = xs(a — x5° — ys3

fo =1z = ys(a — x3° — ys

fo=d4 = x4(a — 24° — 4
(

fs = ta = ya(a — 24® — ya
Seja o vetor F'(wy1, 2,73, T4, Y1, Y2, Y3, Ya) dado por

Ji(zy, o2, 3, 24, Y1, Y2, Y3, Ya)
fo(1, 02, 03, 04, Y1, Y2, Y3, Ya)
F(x1, 29, 73,74, Y1, Y2, Y3, Ya) = : (3.16)
Jr(x1, 22, 23, 245 Y1, Y2, Y3, Ya)

fs(xl, T2,X3, %4, Y1, Y2, Y3, y4)
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Para encontrar os pontos de equilibrio, impomos

F(x1,29, 23,24, Y1,Y2,Y3,Ys) =0 (3.17)

obtém-se como solugao unica z; = 0 e y; = 0, para ¢ = 1,2,3,4. Portanto, este
sistema possui apenas um ponto de equilibrio, onde nao ha oscilagdes (oscillation

death), ou seja, o sistema encontra-se em repouso.
3.3 Estabilidade no ponto de equilibrio

A fim de estudar a estabilidade no ponto de equilibrio do sistema, serao construidas
as seguintes matrizes a partir da Figura 3.1: Grau D, Adjacéncia A, Laplaciana L
¢ Laplaciana normalizada (Random walk normalized Laplacian) G (FRASCA et al.,
2012).

A matriz de Grau (Definigao 3) é dada por

3000
0100
D= (3.18)
0010
0001
Sua matriz de Adjacéncia (Defini¢ao 4 ) é
01 11
1 000
A= (3.19)
1 000
1 000
A matriz Laplaciana (Defini¢ao 5) é dada por:
3 -1 -1 -1
-1 1 0 0
L= (3.20)
-1 0 1 0
-1 0 0 1

J& a matriz Laplaciana normalizada (Definigdo 6) desta rede do tipo estrela é dada
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por

(3.21)

No estudo da estabilidade, serao também utilizados os autovetores e autovalores da
matriz Laplaciana normalizada G (FRASCA et al., 2012).

De acordo com a Proposicao 1, autovalores de GG sao as raizes da sua equagado
caracteristica:

det(G — M) = M —4X* + 5\ =20 =0 (3.22)

Portanto, Ay =2, A =0, \3 = Ay = 1.
Os autovetores de G (Proposigao 2), sao dados por:

(G=XNI)V;=0 (3.23)
onde i =1,2,3,4.

Assim, Vi = (1,—1,—-1,-1)7, V, = (1,,L,1)T, V3 = (0,1,-1,007, V; =
(0,1,0,—1)7.

Os autovalores de G' nao sao distintos (como supde a Proposi¢do 3), mas os seus
autovetores sao linearmente independentes. Podemos entao montar a matriz 7', uti-

lizada no Corolario 1, colocando os autovetores de G nas suas colunas (Corolario
2):

(3.24)

|
—_
— = =

Calculando T~'GT, vemos que o resultado é uma matriz diagonal com os autovalores

de G como entrada (Corolério 1):
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G'=T"'GT =

S O O N
o O O O
o = O O
_ o O O

(3.25)

Analisaremos agora a estabilidade do sistema no ponto de equilibrio calculado na

secao anterior, z; =0 e y; =0, onde i = 1,2, 3, 4.

O Jacobiano (Definigao 8) do sistema, dado pelas Egs. 3.3 e 3.4, ao redor do ponto

de equilibrio é dado por

0f1 df1 of
aTgl|ﬂci7yi:0 aT,llévi,yi:O T @L%yiio
J(2,9) = :
@i, =0 fs Ofs fs
Oxq 1T%i=0  Jyy @iy =0 -+ Fy, 1s,yi=0

onde T = (21, T, T3,74) € Y = (Y1, Y2, Y3, ¥4). Temos entao

a—k —uw; % 0 % 0

w  a—k 0 § 0 %

k 0 a—k —w 0 0
7 _ 0 k w a—k 0 0
110 k 0 0 0 a—Fk —w

0 k 0 0 w  a—k

k 0 0 0

0 k 0 0

onde J = J(x1, T2, T3, T4, Y1, Y2, Y3, Ya)-

0f1
Oys |$iayi:0

Afs
Oya

S O O O O wim

z4,yi=0

S O O O wx O

(3.26)

(3.27)

Considerando a matriz Laplaciana normalizada do sistema, dada por 3.21, pode-se

escrever o Jacobiano de uma maneira mais compacta:
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a —w 0 0 0 0 0 -k 0 % o0 £ 0 %
w a0 0 0 0 0 0 -k 0 £ 0 £ 0
0 0 a -w 0 0 0 0 k0 -k 0 0 0 0
J |0 0 w a 0 0 0 0 0O k 0 —k 0 0 0
wm0 |0 0 0 0 a —w 0 0 k0 0 0 -k 0 0
0 0 0 0 w a 0 0 0 k 0 0 0 —k O
0 0 0 0 0 0 a —w k0 0 0 0 0 —k
00 0 0 0 0 w « 0 k 0 0 0 0
a —w; 0 0O 0 0 O
wp o 0 0O 0 0 O
0 0 a —w 0 0 0 0
0 0 00 0 0
J = ©oa —kG®[2
e—0 |0 0 0 0 a —w 0 0
0 0 0 0 w a 0 0
00 0 0 0 0 a —w
00 0 0 0 0 w «a
Ji 0 0
0 J 0 0
J = ’ —kG® I
s—0 |0 0 0
0 0 0 J
J =J —kG® L (3.28)
z3,y;=0
J 0 0 0
0 - 0 0 — — 10
onde J' = 2 A=Y T m= Y Y en= .
0O 0 Jy, 0 w; o« W 0 1
0 0 0 Jo

Para facilitar os calculos, iremos considerar os autovalores de uma matriz semelhante
a matriz Jacobiana J, pois como mostrado no Teorema 1, matrizes semelhantes

possuem os mesmos autovalores.
Seja J uma matriz semelhante a J, pela Definicdo 2 e pela Proposicao 6, J é dada
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por

J=T"'@LJT®I, (3.29)

Usando propriedades mostradas na secao anterior, calcularemos J .

(T'RL).J(T®L)=(T'®hL).[J —kG® L.(T® I,
(T @ L).J —k(T'®L).Go L).(T® 1)

(T L).J(T®L)—kT'®L).G®L.(T®I,)
(T L) (TeL)—kT'GT)® I,*

G
I Il

Pela Eq. 3.15, sabemos que

J1+J2 Ji1—Ja 0 0

Ji=J2o J2 Ji+Jo 0 0

T'®L).J.(T®L)= 2 2 3.30
(rten) s Ten) =" T (3.30)
0 0 0 J

Pela Eq. 3.25, temos

2 000
0000
T7'GT = (3.31)
0010
0 0 01
A matriz J é entdo dada por
J1+J2 J12J2 200 0
N Ji=Ja Jz Jit+J2 0000
J=| 2 2 —k ® I (3.32)
0 0 Jo 0 0010
0 0 0 J 0 0 01

— — 10
Substituindo J; = “ 1 , Jo = “ e l, = na equacao acima,
w; o« w o« 01

vemos que J é uma matriz diagonal por blocos e é dada por:
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a—2k == 0 %ﬂ’ 0 0 0 0
wmAw o — 2k v 0 0 0 0 0

0 % a R 0 0 0 0

F_ e 0 “’12& Q@ 0 0 0 0
0 0 0 0 a—k —w 0 0

0 0 0 0 w a—k 0 0

0 0 0 0 0 a—k w

0 0 0 0 0 w a—k

(3.33)

Como os autovalores de uma matriz diagonal por blocos sao os autovalores dos seus

blocos (BONATTTI et al., 2016), temos que os autovalores de J sdo os autovalores das

matrizes Jp1, Jp2, Jp3, dadas abaixo.

a— 2k fwéfw 0 fw;rw
J wtw g 2k wmow
pl — —witw o —w1—w
2 2
w1 —w 0 w1+w a

a—k —w
JpFJpgz( )
w a—k

Os autovalores de J,; sao dados por

p=a—k+ \/4k2 — 2w — 2w? + 2\/(w1 + w)?(wf 4+ w? — 2wwy — 4k?)

Uy = — k — \/4k2 — 2w} — 2w? + 2\/(w1 + w)?(wf 4+ w? — 2wwy — 4k?)

ps = —k+ \/4/@2 — 2w? — 2w? — 2\/(w1 + w)?(wf 4+ w? — 2wwy — 4k?)

fg = — k — \/4k2 — 2w? — 2w? — 2\/(w1 + w)?(wf 4+ w? — 2wwy — 4k?)

Os autovalores de Jpo (ps, f16) € Jp3 (7, ps) sdo:

s = pr = — k41w

Mo = fg = a — k — 1w
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De acordo com o Teorema 2, para que tenhamos um comportamento assintotica-
mente estavel no ponto de equilibrio, as partes reais dos autovalores acima precisam

ser negativas.

O célculo da estabilidade para os autovalores s, g, 7, us € simples, dado por:

Re{a —k +iw} <0
a—Fk<0

k>«

Portanto, os autovalores pus, ug, 47, pts tem parte real negativa, ou seja, o ponto de

equilibrio é assintoticamente estavel, quando k > a.

Para o estudo do sinal dos autovalores i1, o, i3, ft4, vamos considerar o polinémio

caracteristico de Jp; que é dado por
©(p) = det(Jyr — pI) = p* + Aip’ + App® + Asp + Ay (3.42)
onde I é a matriz identidade e os coeficientes A;, Ay, Az, A4 s@o dados por

A, =4k — 4o

Ay = 4k* + Wi + 60 + w? — 12ka

Az = —2aw? — 4a® — 8K%a — 2wl + 2kw? + 2kw? + 12ka’

Ay = —20kw? + K2W0? + k2wl + wio? 4 2k%ww; + o + 0wl — 4ka® — 20kw? + oPw? + 4Kk%a?

Um polindmio caracteristico dado por ®(p) = aop? + a1p® + asp® + asp + a4 é estavel
se as seguintes condig¢oes forem satisfeitas:
ap >0, a1 >0, a; >0, a3 >0, a4 >0

2 2
aia2a3 — apaz — ajas >0

Essas condigoes sao dadas pelo Critério de estabilidade de Routh-Hurwitz (OGATA;
YANG, 1970; PONTRIAGUINE; TER-MKRTCJAN, 1975).
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Para que o polindmio 3.42 seja estavel, devemos entao impor

A >0, Ay >0, A3>0, A, >0 (343)

Adicionalmente, vamos exigir que a constante de acoplamento k seja positiva, e que
a diferenga entre o valor da frequéncia dos nos periféricos e do hub seja também

positiva:

k>0 (3.45)
Aw=w—w; >0 (3.46)

Resolvendo as inequacgoes 3.43, 3.44, 3.45, 3.46 simultaneamente, obtemos como

solucao:
Aw > 2« (3.47)
1
a< k< —(4a® + Aw?) (3.48)
S«
Ou ainda,
A
=9 (3.49)
Q
k1 1 Aw
1< — <=+ (=) .
< <2+8<a> (3.50)

Portanto, o sistema 3.3 e 3.4 é estavel ao redor do seu ponto de equilibrio (z; =0 e
y; = Oparai = 1,2,3,4) quando as condigoes 3.49 e 3.50 sdo satisfeitas. Podemos ver
essa regiao na Figura 3.2. Em vermelho, temos a regiao de estabilidade do sistema

no seu ponto de equilibrio. Na regiao em verde esse ponto de equilibrio é instavel.
3.4 Condigao para sincronizagao do sistema

Vamos agora obter a regiao onde temos sincronizacao global do sistema, ou seja,
todos os osciladores estao sincronizados entre si. Por conveniéncia, utilizaremos agora

o sistema escrito em coordenadas polares, Eqs. 3.5 e 3.6.
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Figura 3.2 - Regiao de estabilidade do sistema 3.3 e 3.4 no seu ponto de equilibrio z; =0 e
y; = 0 para ¢ = 1,2, 3,4. Na regido vermelha, o sistema ¢é estavel. J4 na regido
verde, é instavel. Onde A é o conectivo légico que representa uma conjungao.

m Ponto de equilibrio estavel : %" >2 Al< 5 < % +%(%")2
= Ponto de equilibrio instavel

Fonte: Producao do autor.

Em coordenadas polares, o sistema encontra-se sincronizado em phase locking
quando a sua amplitude é constante (p; = 0 para ¢ = 1,2,3,4) e temos uma di-

ferenga constante entre as fases dos osciladores (Segao 2.5).

Consideraremos primeiro as equagoes das amplitudes. Tomando p; = 0 nas Egs. 3.5

e 3.6 temos:

k N

ap; — ,013 + § Z(picos(ei — 91) — pl) =0 (351)
=2

ap; — pi® + kprcos(0; — 0;) — p; =0 (3.52)

para ¢ = 2,3,4 e N = 4. Se multiplicarmos a Eq. 3.51 por 3 e subtrairmos dela a

Eq. 3.52 para todos os valores de i, teremos:

3(ap —pi) — Z;(api = i)+ k(3 (pi cos(B; = 01) = p1) = 3 _(p1 cos(01 = 0:) — pi)) = 0
) - 122 (3.53)
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Da equagao acima, obtemos que p; = ps = p3 = ps. Ou seja, quando ha sincroniza-

¢ao, as amplitudes dos osciladores sao as mesmas.

Consideraremos agora as equacoes para as fases nas Eqs. 3.5 e 3.6. Quando a rede de
osciladores esta sincronizada, eles oscilam com uma frequéncia comum que chama-
remos de 2. Para facilitar os célculos, introduziremos uma nova variavel (; definida

CcOo1mo

G =0, — Ot (3.54)

para ¢ = 1,2,3,4. Sua derivada ¢é entao dada por

(=0, —Q (3.55)

onde 6; é a frequéncia instantanea, que ¢é igual a 2 quando o sistema estd sincro-
nizado. Portanto quando hé sincronizacgao, temos (; = 0 Vi. Reorganizando a Eq.
3.95:

0; = ¢ +Q (3.56)

Substituindo a Eq. 3.56 nas equagoes das fases do sistema 3.5 e 3.6 e lembrando que

p1 = p2 = p3 = pa, temos:

N

G+ Q=w + ];:ZSHI(Q - Q1) (3.57)
i=2

G4+ Q=w+ ksin(¢ — G) (3.58)

Impondo que o sistema esteja sincronizado, podemos escrever as equagodes acima

CcOmo:
. kN
Q=—Q+m+§§}m@—g)=o (3.59)
1=2
(= —Q4w+ksin(G—¢)=0 (3.60)
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comi=1,234eN =4.

Para encontrar o valor de §2, multiplicamos a Eq. 3.59 por 3 e a somamos com a Eq.

3.60 para todos os valores de 7. Obtemos:

3wy — Q) + Z(wi - Q)+ kZ[sin(Q — (1) +sin(G =) =0 (3.61)

Como o que esta dentro da segunda somatdria é zero, a equagao acima fica reduzida

a:

3(wy — Q) + Z(wi —N)+=0 (3.62)

Como w; = w para i = 2,3, 4 (todos os nés periféricos possuem a mesma frequéncia

natural), a Eq. 3.62 resulta em = “L5«

Portanto, quando a rede esta sincronizada, todos os nés oscilam com uma mesma

frequéncia Q dada por .

Vamos agora voltar a Eq. 3.60 para um né periférico ¢ qualquer :

Q—w,-

Substituindo 2 = % e sabendo que o seno ¢é limitado entre -1 e 1, temos

<1 (3.64)

Ou seja,

B2 < (3.65)

Lembando que Aw = w — wy, chegamos entao numa condi¢do necessaria para que o

sistema dado pelas Egs. 3.3 e 3.4 esteja sincronizado:

[Aw|

> (3.66)
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Utilizando as condicoes 3.49, 3.50 e 3.66, podemos representar o diagrama de bi-
furcacao do sistema dado por 3.3 e 3.4. Lembrando que estamos impondo aqui que

Aw > 0.

Na Figura 3.3 , a regiao de onde o sistema possui equilibrio estével (em vermelho)

¢ a mesma apresentada na Figura 3.2, definida por 82 >2e 1 < £ <14 1(22)2

Na regiao amarela da Figura 3.4(b) (regides amarela e verde da Figura 3.4(a)),
temos a regiao de sincronizagdo, onde os osciladores tem uma mesma frequéncia
Q= “1+“’ e possuem diferenca de fase constante. Essa regiao também é chamada de
lingua de Arnold 2.6 e é dada pela interseccio de & 22> % E < 1 com E > % e
s 23t

A regido em azul (Desordem) ¢ definida por £ < 22 e £ < 1. Apesar de o sistema
nao estar sincronizado globalmente e nem estar em equlhbrlo estavel, veremos a

seguir que existe um comportamento muito interessante nesta regiao.

Observando a Figura 3.4(b) , vemos que a transigdo para a sincronizagao pode
ocorrer de duas maneiras distintas. Se % >2e E comega préoximo de zero e tem
seu valor incrementado, primeiro o sistema passa pela regiao de Desordem, depois
disso, quando 2 > 1, ele passa por um regime onde possui um ponto de equilibrio

estavel. Apos isso, assim que £
(0%

cruza a curva dada por £+ &( A“J) o ponto fixo perde
a sua estabilidade, ou seja, temos uma bifurca(;éo de Hopf o que leva o sistema a
um regime de sincronizacio. Por outro lado, se 82 < 2 ¢ £ comega proximo de zero
e tem seu valor incrementado, o sistema comeca na regiao de desordem e chega no
regime de sincronizacao quando atinge o valor de g—;". Nesse ultimo caso, o sistema
atinge a sincronizacao global sem passar pelo regime onde apresenta o ponto de
equilibrio estavel. Também neste tltimo caso, pode-se observar uma transicao entre
o regime de sincronizagao remota (na regiao de Desordem) para sincronizacao global

(BERGNER et al., 2012), que serd exemplificado na préxima segao.
3.5 Resultados Numéricos

Como exemplo do que vimos na se¢ao passada, apresentaremos agora alguns resul-
tados numéricos. Fixaremos o = 1 (pardmetro de bifurcagdo de Hopf), w; = 3.0
(frequéncia natural do né central), w = 1.1 (frequéncia natural dos nés periféri-
cos) e nimero de né6s N = 4, no sistema representado na Figura 3.1 e descrito
por 3.3 e 3.4. As condigdes iniciais serao fixadas em ;i = (0.5,0.4,—0.3, —0.8) e

Yinicial = (1.3, —0.5,—=1.5,0.1). Para os valores de frequéncias naturais fixados acima,
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Figura 3.3 - Em (a) temos o diagrama de bifurca¢ao do sistema 3.3 e 3.4, com as suas
regides descritas a direita. Em (b), temos mesmo diagrama, onde pode-se ver
de maneira mais clara, as regides de sincroniza¢ado (amarelo), de ponto de
equilibrio (z; = 0,y; = 0 para i = 1,2,3,4) estavel (vermelho) e Desordem
(azul), onde nenhuma das duas situagoes anteriores ocorre. As fronteiras en-
tre as regides também estd em destaque. Onde A é o conectivo légico que
representa uma conjuncao.

s Ponto de cquilibrio estavel: ¥ > 2 A 1<1§<%+%(%W)2
= Sincronizagdo : £>14% A K]
a” 2 «a %
' i ko LAW A k1 1 Awy2
o Sincronizagdo 13> 5 75 A U>5+ 0 (57)
m Desordem: K <1 4% A K
a 2« 1%

(/) = (1/2)+(1/8)(Aw/a)* =>

Sincronizacio Global

3 <= (k/a) = (Bw/2a)

2 Ponto de Equilibrio Estavel
(k/a) =1

Y

Desordem

(b)

Fonte: Producao do autor.
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temos que Aw = 1.9. Portanto, como % < 2, comegaremos com um valor baixo de
k, dentro regiao de desordem e, conforme a forca de acoplamento for aumentada,
passaremos para a regiao de sincronizacao global, sem entrar na regiao de equilibrio

estavel.

De 3.66, sabemos que o sistema estard num regime de sincronizagao global se

A
k> ‘2“‘ — 0.95 (3.67)

Comegaremos na regiao de desordem, com k = 0.2. Na Figura 3.5(a) temos o grafico
da coordenada x dos osciladores plotadas em fun¢ao de si mesmas. Nesta situagao
nao ha sincronizagdo, pois para um valor fixo de x;, existem “infinitos” valores
de z; correspondentes, para ¢ e j = 0,1,2,3 e ¢ # j, ou seja, temos uma figura
densa, praticamente toda preenchida. J4 na Figura 3.5(b) temos a série temporal
dos quatro osciladores. O hub estda em vermelho e os periféricos em azul. Podemos
notar novamente que as séries temporais nao entram em correspondéncia umas com

as outras.

Aumentando a constante de acoplamento para k = 0.9, temos o aparecimento da
sincronizagdo remota (ainda na regiao de desordem), onde os nés periféricos estao
sincronizados entre si, sem que o nd central também esteja. Podemos notar esse
comportamento pelo surgimento de formas que se assemelham a segmentos de reta
nos diagramas x;, x; da Figura 3.6(a). Note que nos graficos que contém zq (hub)
nos seus eixos, essa forma nao aparece. Ja em 3.6(b), podemos notar que os nds
periféricos (azul) tém suas séries temporais praticamente iguais, o que também indica

sincronizagao.

Fazendo a constante de acoplamento k igual a 1.0, entramos na regiao de sincroniza-
¢ao global definida por 3.67 e vista na Figura 3.6. Embora o sistema nao esteja com
sincronizac¢ao de fase, ou seja, os osciladores periféricos e o hub nao compartilham a
mesma série temporal na Figura 3.7(b), eles estdao em phase locking, pois possuem

diferenca de fase constante.

Mudaremos agora a frequéncia do né central para w; = 6, onde teremos Aw = 4.9.
De acordo com a discussao da Secao 3.4, como % > 2, para termos sincronizagao,
a condicao abaixo devera ser obedecida:

> o+

Q| =

A
(7“)2 — 350125 (3.68)

N
0|
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Figura 3.5 - (a) Grafico de Lissajous x,, z,, para todas as combinagoes dois-a-dois de
osciladores na rede do sistema 3.3 e 3.4. (b) Série temporal de todos os nos,
hub em vermelho, periféricos em azul. Para g =09e &Y =19 na regiao

«

de desordem. O né central é representado como 0, os periféricos sdo 1,2 e 3.
Podemos observar que os noés periféricos estao sincronizados.

) x3

—-1.0-05 00 05 1.0-1.0-05 00 05 1.0-1.0-0.5 0.0 0.5 1.(}0

® © ©

10.5

1—0.5

]
[a]

—1.0
1.0

105
100 4
1-0.5

—1.0
1.0

105
100
105
1.0

d

\

\

Ao pARPATRAY

(a)
© 25
OOHW 1
2N 1 6 %

10

20 10 60 80 100
tempo

(b)
Fonte: Producao do autor.

95



Figura 3.6 - (a) Grafico de Lissajous x,, x,, para todas as combinagoes dois-a-dois de
osciladores na rede do sistema 3.3 e 3.4. (b) Série temporal de todos os nos,
hub em vermelho, periféricos em azul. Para g =1.0e % =1.9. O né central
é representado como 0, os periféricos sdo 1,2 e 3. O sistema se encontra na
regiao de sincronizagao global.
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Para 0 < g < 1, temos a regiao de desordem. Ja para 1 < g < 3.50125, estamos na

regiao de ponto de equilibrio estavel

Comecaremos na regiao de equilibrio estavel, com & = 3.1. Como pode-se ver na
Figura 3.7, apds o transiente, nao ha oscilagdo nesta regiao, cujo ponto de equilibrio

¢ dado por z; =y; =0 com =1, 2,3,4.

Aumentando o valor da constante de acoplamento para k = 3.6, entramos na regiao
de sincronizagdo global, dada pela Figura 3.8. Note que as séries temporais do de

todos os nds coincidem.
3.6 Conclusoes Parciais

Neste capitulo, foi considerada uma rede do tipo estrela com quatro osciladores. Con-
sideramos que os osciladores periféricos possuem uma mesma frequéncia natural w
que é diferente da frequéncia natural do oscilador central w;. Utilizando o modelo
de Stuart-Landau, encontramos o tinico ponto de equilibrio do sistema como sendo
r; =0ey; =0, para i = 1,2,3,4, ou seja, quando o sistema considerado estd em
equilibrio, ele nao oscila. Apds isso, encontramos as condi¢des necessarias para que
este ponto de equilibrio seja estavel. Também calculamos as condi¢oes para que o
sistema se encontre globalmente sincronizado. Com isso, foi possivel desenhar o dia-
grama de bifurcagao do sistema, que apresentou trés regioes distintas: Sincronizac¢ao
Global, Ponto de Equilibrio Estavel e Desordem. Foi mostrado que o fenémeno da

sincroniza¢do remota aparece na regiao de Desordem.

o7



Figura 3.7 - (a) Grafico de Lissajous x,, x,, para todas as combinagoes dois-a-dois de
osciladores na rede do sistema 3.3 e 3.4. (b) Série temporal de todos os nos,
hub em vermelho, periféricos em azul. Para g =31le % =4.9. O né central
é representado como 0, os periféricos sdo 1,2 e 3. O sistema se encontra na
regido de ponto de equilibrio estavel.
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Figura 3.8 - (a) Gréfico de Lissajous z,, x,, para todas as combinagoes dois-a-dois de
osciladores na rede do sistema 3.3 e 3.4. (b) Série temporal de todos os nos,

hub em vermelho, periféricos em azul. Para 2 =36e

«

Aw — 4.9 na regido de

sincronizacao. O né central é representado como 0, os periféricos sdo 1,2 e 3.
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4 SINCRONIZACAO REMOTA EM REDES DO TIPO ESTRELA

No Capitulo 3, foi estudada de forma analitica a sincronizacao de uma rede do tipo
estrela. A fim de simplificar os calculos, consideramos que os nés periféricos pos-
sulam o mesmo valor de frequéncia natural. Vamos agora assumir que as frequéncias
naturais dos osciladores periféricos sejam diferentes entre si, e, como niimero de nos
periféricos nao tem influéncia na ocorréncia do fenémeno da sincronizacao remota
(FRASCA et al., 2012), iremos variar o numero de nds periféricos ao longo deste ca-
pitulo. Consideraremos aqui que o sistema estd sincronizado quando este atinge o
regime de phase-locking e passa a se comportar como um corpo rigido, com diferenca

de fase constante entre os osciladores.

Na se¢ao 4.1, iremos estudar como a diferenca entre a frequéncia do oscilador central
e a média da frequéncia dos osciladores periféricos influencia a sincronizacao remota.
Ja na secao 4.2, serd estudado como a diferenca entre as frequéncias dos osciladores
periféricos influencia na sincronizagao. Na secao 4.3, sera estudado a influéncia da
distribuicao das condi¢Oes inicias na sincronizacao remota do sistema. Em 4.4 fixa-
remos uma distribuicdo de frequéncias naturais e duas distribui¢coes de condigoes
inicias diferentes e analisaremos a dindmica do sistema. Na Secao 4.5, sera utilizada
uma abordagem diferente, fazendo uso da dinamica simbdlica, no intuito de detectar
as mudancas de comportamento apresentadas pelo sistema e que foram detectadas

ao longo deste capitulo utilizando as métricas usuais.

4.1 Estudo da diferenca entre a frequéncia natural do hub e as frequén-

cias dos osciladores periféricos

Nesta secao, estudaremos a influéncia da diferenca entre a frequéncia natural do
oscilador central e a média das frequéncias naturais dos osciladores periféricos na
sincronizacao remota. Serd considerada uma rede do tipo estrela com N = 5 nos,

representada pela Figura 4.1, cuja matriz de adjacéncia é dada por

(9nim) = (4.1)

— = == O
o O O O =
o O O O =
o O O O =
o O O o =

O grau de cada né é dado por {d,} = {4,1,1,1,1}, onde dy = 4 é o grau do né
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central.

Figura 4.1 - Rede do tipo estrela. Cada né da rede representa um oscilador. O né central
(azul) é chamado de hub e os nés em cinza os periféricos.

Fonte: Producao do autor.

A dinadmica desta rede do tipo estrela serd representada pela equacao de Stuart-
Landau 2.22 e 2.23 :

: B
Ty = tn(@ — 222 — yn?) — Wayn + T Z Grm (T, — ) (4.2)
n m=1
2 2 k al
n m=1

onde « é o parametro de decaimento e serd fixado em 1, w, é a frequéncia natural
do oscilador n, k é a forga de acoplamento, d,, é o grau do n6 n e (gnm,) é a matriz
de adjacéncia. A fase é dada por 6,, = tan™! 2=

As condigdes iniciais serdo fixadas em giticial = ginicial — (1 onde n =
0,...,N — 1. Para um estudo inicial, fixaremos as frequéncias naturais em {w,} =
{2.5,0.975,0.992,1.008,1.025}, onde wy = 2.5 é a frequéncia do né central e as de-
mais sdo as frequéncias naturais dos nés periféricos. O sistema das equacoes 4.2 e
4.3 sera integrado com o método de Runge-Kutta de quarta ordem, com passo de

integracao 0.01.

Para a caracterizacdo da sincronizagao remota, podemos fazer o uso da frequéncia
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instantanea 6 e da fase 6 dos osciladores. Quando eles estdo sincronizados remota-
mente, espera-se que as frequéncias instantaneas dos osciladores sincronizados sejam

praticamente as mesmas e a diferenca entre as suas fases se mantenham constantes.

Comecamos integrado o sistema com uma constante de acoplamento pequena, k =
0.2. Na parte (a) da Figura 4.2, temos representadas as fases em fungao do tempo de
todos os osciladores em fungao delas mesmas (grafico do tipo Lissajous). Podemos ver
aqui que nao ha indicios de sincronizacao de nenhum par de nds, pois se compararmos
um 6, qualquer com um #,,, vemos que um determinado valor de #, tem varios
correspondentes em #,,. O oscilador central é identificado como 0 e os periféricos
como 1,2,3,4. Em (b), na parte superior temos as séries temporais dos osciladores e
na parte inferior as suas frequéncias instantaneas. O no central estd em vermelho e os
periféricos em azul. Aqui também nao ha sinal de sincronizacao pois as frequéncias

instantaneas nao coincidem para nenhum par de nos.

Aumentando o valor da constante de acoplamento para k = 0.6, temos o surgimento
da sincronizagao remota, como pode-se ver na Figura 4.3. Em 4.4(a),comparando as
fases dos osciladores dois-a-dois, podemos ver algumas figuras com menor densidade
de pontos, contendo praticamente apenas uma reta, o que mostra que as fases desses
osciladores sao proporcionais quando estes estao sincronizados. Note que os graficos
contendo o oscilador central ndo apresentam este comportamento. Na Figura 4.4(b),
pode-se notar que as frequéncias instantaneas dos nos periféricos, em azul, estao
muito proximas e apresentam o mesmo comportamento. As séries temporais, apesar
de nao estarem tao proximas umas das outras, apresentam o mesmo comportamento

no grafico.

Aumentando ainda mais o valor da constante de acoplamento, £ = 0.8, temos a
sincronizacao global do sistema, Figura 4.4. Nesta situacao, o né central se sincroniza
com os demais nés da rede. Em 4.5(a) podemos ver que cada grafico de 6,, em fungao
de 6, é uma reta, o que indica valores correspondentes de fase. Em 4.5(b), podemos
ver que todas as frequéncias instantaneas coincidem e tem um valor fixo. A série
temporal de todos os nés periféricos sdo as mesmas e tem uma diferenca constante

para a série temporal do né central, ou seja, o sistema encontra-se em phase locking.

Pode-se notar, principalmente em 4.5(a), o surgimento de duas retas nos gréficos do
tipo Lissajous. Isso ocorre porque estamos usando a func¢ao arctan2(y,z) que retorna
a fase entre —7m e 7. Por exemplo, no gréafico de 6y em funcao de 6,4, a reta superior
e a reta inferior sdo uma tunica reta modulo 27, ou seja, a reta superior “termina”

em 6y = 7w e “continua” em 6y = —.
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Figura 4.2
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- (a) Gréfico de Lissajous 6, 0,, para todas as combinagoes dois-a-dois de osci-
ladores na rede. O oscilador central é identificado como 0 e os extremos como
1,2,3,4. (b) De cima para baixo: Séries temporais e frequéncia instantanea 6
dos osciladores em funcao do tempo. N6 central esta plotado em vermelho, os
periféricos em azul. Constante de acoplamento & = 0.2, ndo ha sincronizagao.
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Figura 4.3
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- (a) Grafico de Lissajous 0, 6, para todas as combinag¢oes dois-a-dois de osci-
ladores na rede. O oscilador central é identificado como 0 e os extremos como
1,2,3,4. (b) De cima para baixo: Séries temporais e frequéncia instantanea
6 dos osciladores em funcdo do tempo. N6 central estd plotado em vermelho,
os periféricos em azul. Constante de acoplamento k = 0.6, ha sincronizacao
remota.
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Figura 4.4 - (a) Grafico de Lissajous 0, 6,, para todas as combinagoes dois-a-dois de osci-
ladores na rede. O oscilador central é identificado como 0 e os extremos como
1,2,3,4. (b) De cima para baixo: Séries temporais e frequéncia instantnea
6 dos osciladores em funcdo do tempo. N6 central esta plotado em vermelho,
os periféricos em azul. Constante de acoplamento k& = 0.8, ha sincronizagao
global.
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Introduziremos agora um indice para quantificar o surgimento de phase locking no
sistema, ou seja, ele ird indicar quando um par de osciladores tem diferenga constante
entre suas fases e se movem como um corpo rigido. Esse indice é chamado de indice

de sincronizagao parcial v € [0,1] (GOMEZ-GARDENES et al., 2007):

1 rtetAt
— | 1 i[0n (1) —6m (¢)]
Tom Alturn i) e (4.4)

Que também é comumente escrita como:

I — | < ei[en(t)—ﬁm(t)] >, | (45)

onde < . >; denota a média ao longo do tempo e 6,(t) é a fase do oscilador n.

Outras medidas interessantes para o estudo da sincronizacdo remota sao r#7et e

pindirect (BERGNER et al., 2012). Para a medida da coesdo do né central com com o
resto da rede, ¢ usado o 7% € [0, 1] e para a media da coesdo dos nés periféricos

é usado o rindirect ¢ [0 1] que sdo definidos a seguir:

p 1 N-1
phiret = ——— 3"y, (4.6)
N1
indirect 2 NZ_I (4 7)
T = Tnm .
(N - 1)<N - 2) n=1,m>n

onde 7, é o indice de sincronizac¢ao parcial e N é o ntimero de nds (como estamos

chamando o né central de 0, o somatério vai até N — 1).

Quando r%re! tem valor muito préximo de 1, o né central e os periféricos estio se

movendo como um corpo rigido e consideramos entao que eles estao sincronizados.

Se este valor é baixo, nao temos sincronizacao do hub com o resto da rede. Quando

rindirect tom o valor préximo de 1, os nés periféricos se movem como um corpo

rigido, com mesma frequéncia instantdnea e estao sincronizados entre si. Se este
direct indirect

valor é baixo, nao temos sincronizagao entre eles. Quando r er coincidem

em 1, temos sincronizacgao global da rede.

Na Figura 4.5, temos o grafico de rdirect e pindirect o funcio da constante de aco-
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plamento k aplicada & rede. Note que 7™"4"e? chega ao seu valor maximo (1) antes

de rdirect ou seja, para valores de acoplamento entre 0.47 e 0.74 temos sincroni-
zacdo remota. Para £ < 0.47 nao temos sincronizacao e para k > (.74, temos
sincronizagao global. Aqui os valores das frequéncias naturais sao mantidos fixos:

wo = 2.5,w; = 0.975,ws = 0.992, w3 = 1.008 e wy = 1.025.

Figura 4.5 - Gréfico de rdirect e pindirect op funcao do acoplamento k da rede.
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Fonte: Producgao do autor.

Vamos agora estudar o que acontece quando variamos a frequéncia do hub. Seja

Ar = |pdivect _pindirect| ¢ o diferenca entre as frequéncias dada por Aw = wy— < w,, >,

onde < w, > é a média das frequéncias dos osciladores periféricos.

direct

No caso de termos sincronizacao remota, 147 estard préximo de 1, enquanto r

serd baixo, fazendo com que Ar tenha um valor alto. Em nossa andlise, escolhemos

como threshold para caracterizacao de sincronizacao remota Ar > 0.8. Se estamos
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em um regime onde nao hé sincronizacio ou hé sincronizacao total, rindirect g pdirect

terao valores proximos. Serdao praticamente 0 no caso de nao haver sincronizacao e
estardo préoximos de 1 no caso de haver sincronizacao total. Portanto, Ar terd um

valor baixo em ambos os casos.

Na Fig. 4.7(a), temos a constante de acoplamento k em fungao da diferenca de
frequéncia Aw e de Ar que esta representado pela barra de cor, sendo vermelho o
maior valor (1) e azul o menor (0). Podemos verificar que ha duas 4reas avermelhadas
na figura que representam regioes de sincronizagao remota. Nota-se que ha uma area

pintada de azul escuro no meio dessas duas regioes, neste local, Ar é préximo de 0

direct indirect

porque tanto, r quanto r sao préximos de 1, portanto, todas as frequéncias
instantaneas dos osciladores sao idénticas e temos a sincronizagao total do sistema.
Essa a regiao chamada de lingua de Arnold (Secao 2.6). Analiticamente, a lingua de

Arnold é dada por

A ={(k,wo), (k,w1), (k,w2), (k,ws), (k,ws)|k > max|Q — w,|} (4.8)

onde ) é a frequéncia dentro da lingua de Arnold, dada por (BERGNER et al., 2012)

1 1 N-1
Q= — 4.
2(w0+N_1n§1wn) (4.9)
Podemos ver a forma analitica da lingua de Arnold plotada de roxo na Figura 4.7(b),

note que ela coincide com os calculos feitos anteriormente.

Nas regioes em azul fora da Lingua de Arnold, Ar é préximo de 0 porque tanto

rd'n“ect indirect

quanto 7 sao proximos de 0, o sistema entdao nao apresenta nenhum tipo
de sincronizacao. Vemos entao que a diferenca entre a frequéncia natural do hub
e a média das frequéncias naturais dos nos periféricos, Aw, tem um papel muito
importante na sincronizacao remota. Se Aw é pequeno, estaremos dentro ou muito
perto da lingua de Arnold, ou seja, mesmo para uma pequena constante de acopla-
mento, o sistema estara em sincronizacao global. Se Aw for relativamente grande,
serd preciso uma constante de acoplamento préxima de 1 para haver a surgimento da
sincroniza¢ao remota e uma constante de acoplamento maior ainda para o sistema

atingir a sincronizacao global. Note que a Fig. 4.6 é simétrica em relacao ao eixo k.
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Figura 4.6 - (a) Dependéncia de Ar com Aw e k. Ar é representado pela barra de co-
res e assume valores entre 0 e 1. (b) Lingua de Arnold, plotada em roxo.
Consideramos que temos sincronizac¢ao remota uando Ar > 0.8.

Fonte: Produgao do autor.
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4.1.1 Sincronizagao remota com o modelo de Kuramoto

Vamos analisar agora o que aconteceria se utilizdssemos o modelo de Kuramoto
(Segdo 2.10.1) para estudar a sincronizacao desta mesma rede. A dindmica dos os-

ciladores sera descrita por:

. N-1

0, = w, + ; Z Gnm sin(6; — 6;) (4.10)
n =0

onde k é a constante de acoplamento, d, é o grau do né n, N é o ntmero de

osciladores, n =0,..., N — 1 e (gnm) € a matriz de adjacéncia.

Na Fig. 4.7, temos plotadas as medidas r®e (bola) e ri"dre (losango) para o
modelo de Stuart-Landau com a = 1 (modelo utilizado neste trabalho) em preto,
para o modelo de Stuart-Landau com a = 100 em azul e para o modelo de Kuramoto
em vermelho. Como mostrado na Sec¢ao 2.10.2.2, o modelo de Kuramoto é um caso
limite do modelo de Stuart-Landau quando o >> 1. Podemos notar esse caso limite
ainda na Fig. 4.7, pois o modelo de Kuramoto e o modelo de Stuart-Landau com o =
100 tem praticamente o mesmo comportamento. Nenhum deles consegue descrever
direct , pindirect

o fenémeno da sincronizacao remota, pois r er chegam nos seus valores

maximos simultaneamente, atingindo apenas a sincronizacgao global.

Ja na Figura 4.8, temos k£ em funcdo de Aw e Ar. Podemos notar que nao ha
surgimento da sincronizagao remota para nenhum valor de diferenca de frequéncias
visto que Ar é sempre proximo de zero. Nesse caso, ou temos sincronizacao global

do sistema ou nao temos nenhum tipo de sincronizacao.
4.1.2 Conclusoes Parciais

Nesta secao, foi considerada uma rede do tipo estrela com cinco nés. Considera-
mos condig¢oes iniciais idénticas e fixas em todas as simulagoes para todos os os-
ciladores. Inicialmente, as frequéncias naturais foram mantidas fixas e a constante
de acoplamento foi variada. Para um valor baixo dessa constante, o sistema nao
apresentou nenhum tipo de sincronizacgao, ja para um valor intermediario de acopla-
mento, pudemos notar o surgimento da sincronizacao remota e, para uma constante

de acoplamento um pouco maior, o surgimento da sincronizagao global.

Apos isso, comecamos a variar o valor da frequéncia natural do oscilador central

e vimos que a diferenca entre essa frequéncia e a média das frequéncias naturais
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Figura 4.7 - Gréfico de r@rect ¢ pindirect o funcao do acoplamento k da rede. Em preto

temos o modelo de Stuart-Landau com o = 1, em azul, o mesmo modelo com
a = 100, em vermelho temos o modelo de Kuramoto. Note que para esses
dois ultimos modelos, ndo temos o surgimento do fendmeno da sincronizagao

remota, pois r er
Aqui SL é abreviacao de Stuart-Landau.

direct o pindirect atingem seus valores maximos ao mesmo tempo.

1.0

e - Kuramoto r-direct
1.0}| ® < Kuramoto r-indirect P Rt I e s s aa s e a o b
o -o SLr-direct o = 100 1 |
!
¢ ¢ SLrindirect o = 100 g ; 5
o o SLr-direct v =1 / PR
0sl|® e SLr-indirect o = 1 P * K :: _

I !

I $ ,:

! ’ |‘

! [ i

I 7 |l

! /. Iy

0.6 ! » I |

« o i

¢ i ¢"

ol » 3

. ‘9

Jj (] - ., ! :

0.4 , P /g @ i i

I o » o A |

/‘ ./ :.d:./ !

b

* y 4 w® i

/ . &
& - . e?® . /‘
02} he SR SO o o« ]

i » :=;.p' b * 4 >

I:..‘4 :’“‘*:’ f.f

¢, * T
o33 Feoee Fo o 48838 Tew
2353t PERS IS 20 5L AR
0.9 [1‘2 0.1 [1'0 []‘8

0.0
k

Fonte: Producao do autor.

72



Figura 4.8 - Dependéncia de Ar com Aw e k para o modelo de Kuramoto. Ar é represen-
tado pela barra de cores e assume valores entre 0 e 1. Consideramos que ha
sincronizacao remota quando Ar > 0.8.

Fonte: Producao do autor.
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dos osciladores periféricos tem um papel muito importante na sincronizacao do sis-
tema. Se essa diferenca ¢ muito pequena, teremos sincronizacao global para pequenas
constantes de acoplamento. Quando essa diferenca é muito grande, é necessario uma
alta constante de acoplamento para a sincronizacao global do sistema, esse resultado
também foi mostrado analiticamente no Capitulo 3, e se encontra na regiao amarela
da Fig. 3.4(b). J& para o surgimento da sincronizagdo remota, é necessario um va-
lor intermediario de diferenca de frequéncias, 1.5 < Aw < 15, e uma constante de
acoplamento entre 0.6 < k£ < 1.0. Essa regiao de sincornizacao remota se encontra
dentro da regiao chamada de Desordem, encontrada analiticamente no Capitulo 3 e

plotada na regiao azul da Fig. 3.4(b).

Também foi considerado o modelo de Kuramoto e foi mostrado que ele nao é capaz

de descrever o fendomeno da sincronizagao remota, como mostrado analiticamente na
Secao 2.10.2.2.

4.2 Influéncia da extensao da distribuicao das frequéncias naturais dos

nos periféricos

Na Secao 4.1, as frequéncias dos nos periféricos foram mantidas constantes em
{wi234} = {0.975,0.992,1.008,1.025}. Vemos entao que a diferenca entre a maior e
a menor frequéncia foi de 0.05. J& a frequéncia do hub foi inicialmente mantida fixa

em wy = 2.5.

Sera considerada agora uma estrela com N = 11 nés, Figura 4.9, manteremos a
frequéncia natural do hub fixa em 2.5 e estudaremos a influéncia do tamanho da
distribuicao das frequéncias naturais dos osciladores periféricos no surgimento da

sincronizagao remota do sistema. A frequéncia dos nés da rede sera entao dada por:

Wo = 2.5
wy, = 1.0+ ¢, (4.11)

paran =1,..., N —1. Onde ¢, é escolhido aleatoriamente com distribui¢ao uniforme

entre (0,a). Consideraremos aqui a variando entre 0 e 0.3.

Teremos entao a frequéncia do hub igual a da secdo anterior e a frequéncia dos
nés periféricos serao dadas por uma distribuicao uniforme com diferenga maxima

a entre elas. As condig¢Oes inicias serao novamente mantidas fixas. Consideraremos
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Figura 4.9 - Rede do tipo estrela com N = 11 nés.

Fonte: Producgao do autor.

xinicial =01le yinicial — 057 para n = O, . N —1.

n n

Nas Figuras 4.10, 4.11, 4.12 e 4.13, temos os graficos de r#ret ¢ pindirect om funcao
da constante de acoplamento k para varias distribuicoes de frequéncias naturais,
conforme a Eq. 4.11, dadas por diferentes valores de a. Para cada valor de k, fo-
ram geradas 20 distribui¢oes de frequéncias com ¢, variando entre (0,a) e foram

calculados a média e o desvio padrao de rdirect ¢ pindirect

Para a = 0.00, todos os nds periféricos tem a mesma frequéncia natural e , como as
condicoes iniciais sdo as mesmas, eles j4 estdo sincronizados desde o inicio, rindirect —
1. Como todas as frequéncias sio sempre as mesmas, o desvio padrdo é zero. A
medida em que a vai crescendo, ou seja, quando as frequéncias dos nds periféricos
vao se distanciando, é preciso uma constante de acoplamento cada vez maior para
que haja a sincronizagao remota. De maneira que para a > 0.26, essa sincronizagao
jd nao é alcangada e o sistema atinge apenas a sincronizagao global, em k ~ 0.7 com

pdirect o pindirect atingindo os seus valores maximos simultaneamente.

Poderiamos entao pensar que quanto menor o valor de a, melhor seria para o nosso
sistema, pois ele conseguiria atingir a sincronizacao remota mais rapidamente. Mas
vamos agora analisar o que acontece com o valor de r#rect e pindirect quando k é
muito proximo de zero. Quando estamos nesta situagao, com forca de acoplamento
praticamente nula, é de se esperar que nao tenhamos nenhum tipo de influéncia de

um né sobre o outro, ou seja, esperamos que rérect e pindirect tenham um valor muito
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proximo de zero. Isso nao ocorre para valores de a menores que 0.05 com o niimero
de iteragoes utilizadas no nosso programa. Utilizamos aqui 400.000 iteragoes (4.000
unidades de tempo) para o transiente (iteragoes iniciais descartadas) e 2.000.000 de
iteragoes (20.000 unidades de tempo). Se quiséssemos utilizar esses valores baixos
de a, terlfamos que aumentar o nimero de iteragoes do programa, o que traria um
custo computacional maior, visto que o tempo de transiente seria maior ainda com

os osciladores afastando-se uns dos outros de maneira muito lenta.

Podemos notar que antes de o sistema atingir a sincronizacio remota, rindirest < 1,

h& um desvio padrao elevado para esta medida, indicando que o comportamento
dos osciladores periféricos antes de atingir a sincronizagao remota é dependente
das suas frequéncias naturais. J& o comportamento do hub, em relagio ao resto
da rede, sofre uma pequena variacdo quando a distribuicao de frequéncias naturais
dos nés periféricos tem uma grande extensao, a > 0.14. Mas essa variagdo no seu
direct __

comportamento desaparece quando o sistema entra em sincronizagao global r
1.

Seja k4irect o valor de k para o qual o sistema atinge pela primeira vez r®re = 1 (tem-
se a sincronizacao do né central com os periféricos) e, analogamente, seja kmdirect
o valor de k para o qual o sistema atinge r"¥ret = 1 pela primeira vez (temos
sincronizacio entre os nés periféricos). Chamaremos de Ak = |kdirect — findirect| 5

diferenga entre os dois.

Na Figura 4.14, temos Ak em funcao do tamanho da distribuicao de frequéncias
naturais a dos osciladores periféricos, utilizando a distribuicao de frequéncias natu-
rais 4.11, onde €, é uma variavel aleatéria com distribui¢do uniforme entre (0, a).
Quanto maior o valor de Ak, maior é o intervalo em que o sistema se encontra
em sincronizacao remota. Os maiores valores de Ak sao encontrados para valores
proximos de distribuicao das frequéncias naturais. Quanto maior o valor de a, ou
seja, quanto maior ¢ a extensao da distribuicao das frequéncias dos nos periféricos,
maior é a for¢ga de acoplamento exigida para a ocorréncia da sincronizagdo remota
e menor sera Ak. Para a > 0.26 ja ndo temos mais o fenémeno da sincronizagao
remota, Ak = 0, como foi dito anteriormente. Podemos ver estes mesmos intervalos
nas Figuras 4.10, 4.11, 4.12 e 4.13, ele é a diferenca entre o valor de k para o primeiro
ponto em vermelho que chega em r = 1 com o valor de k para o primeiro ponto em

azul que chega em r = 1.
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direct ¢ pindirect ey funcdo da constante de acopla-
mento k, para a distribui¢cdo de frequéncias naturais 4.11, onde ¢,, é uma va-

Figura 4.10 - Média e desvio padrao de r
ridvel aleatéria com distribui¢ao uniforme entre (0, a) e a = {0.00,0.01,0.02}.

Para cada valor de k, sdo geradas 20 distribuigoes de frequéncias naturais e
direct e 7ﬁindirect
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Figura 4.11 - Média e desvio padrao de r#irect ¢ pindirect om funcao da constante de acopla-
mento k, para a distribui¢cdo de frequéncias naturais 4.11, onde ¢,, é uma va-
ridvel aleatéria com distribui¢ao uniforme entre (0, a) e a = {0.03,0.05,0.07}.
Para cada valor de k, sdo geradas 20 distribuigoes de frequéncias naturais e
é calculada a média e o desvio padrao de rdirect ¢ pindirect,
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Figura 4.12 - Média e desvio padrao de r#irect ¢ pindirect om funcao da constante de acopla-
mento k, para a distribui¢cdo de frequéncias naturais 4.11, onde ¢,, é uma va-
ridvel aleatéria com distribui¢ao uniforme entre (0, a) e a = {0.10,0.14,0.18}.

Para cada valor de k, sdo geradas 20 distribuigoes de frequéncias naturais e
indirect
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direct ¢ pindirect ey funcdo da constante de acopla-

mento k, para a distribui¢cdo de frequéncias naturais 4.11, onde ¢,, é uma va-

Figura 4.13 - Média e desvio padrao de r
ridvel aleatéria com distribui¢ao uniforme entre (0, a) e a = {0.22,0.26,0.30}.

Para cada valor de k, sdo geradas 20 distribuigoes de frequéncias naturais e
direct e 7ﬁindirect
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Figura 4.14 - Dependéncia de Ak = |kdirect — findirect| com o tamanho da distribuicdo

de frequéncias naturais dos osciladores periféricos a (para a distribui¢ao de

frequéncias naturais 4.11, onde ¢, é uma variavel aleatéria com distribui¢ao

uniforme entre (0,a)). Onde k%"¢t é o valor de k para o qual o sistema
atinge pela primeira vez r@7ect = 1 e kndirect ¢ o valor de k para o qual o
sistema atinge rindirect

= 1 pela primeira vez. Ou seja, Ak mede o intervalo
para o qual temos sincronizacdo remota.
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4.2.1 Conclusoes Parciais

Nesta secao, mantivemos as condigoes inicias de todos os osciladores e a frequéncia
natural do oscilador central fixos e as frequéncias naturais dos osciladores periféricos
foram variadas. Essas frequéncias foram aleatoriamente distribuidas, dadas por uma
distribuicao uniforme, e a diferenga maxima entre elas foi de a que variou entre 0 e
0.3.

Vimos que para valores muito pequenos de a, a < 0.05, o sistema atinge sincronizacao
remota para pequenos valores da constante de acoplamento, & € (0.3,0.45), mas
como a diferenca entre as frequéncias naturais é muito pequena, é necessario um
transiente muito grande, o que torna o uso de valores muito baixos de a muito custoso
computacionalmente. Quanto maior o valor da diferenca maxima entre as frequéncias
naturais dos osciladores periféricos, maior é a forca de acoplamento necessaria para
a sincronizacgao remota, até que para a > 0.26, esse tipo de sincronizacao se torna

inexistente, com o sistema atingindo apenas a sincronizagao global.

Foi também possivel notar que, para um valor fixo de a, os valores das frequéncias
naturais dos osciladores periféricos, dados por uma distribui¢do uniforme aleatéria,
tem um papel significativo na dindmica do sistema antes dele atingir a sincronizagao
remota. Apds isso, o sistema tem comportamento similar e independe dos valores

das frequéncias naturais utilizadas.
4.3 Estudo da influéncia das condigoes iniciais na sincronizacao remota

Até aqui, mantivemos as condigbes iniciais dos osciladores fixas. Veremos agora o
que acontece quando elas variam e para isso, vamos fixar as frequéncias naturais dos
osciladores. Usaremos a mesma distribuicao de frequéncias utilizada na Sec¢ao 4.2,
dada pela Eq. 4.11, ou seja, wg = 2.5 e w, = 1+ ¢,, paran = 1,..., N — 1, onde
€, tem seu valor escolhido aleatoriamente com distribui¢do uniforme entre (0,a) e

N =11 é o ntmero de osciladores.

Fixaremos aqui a = 0.05 para a gerar a distribuicao aleatoria de frequéncias naturais,
pois com esse valor, obtivemos Ak = 0.2 para condi¢Oes iniciais fixas, ou seja, temos
sincronizagao remota em um intervalo de constante de acoplamento igual a 0.2.
Poderiamos escolher um valor de a no qual teriamos um Ak maior, mas isso exigiria

um numero de iteragoes muito maior no programa, como foi explicado anteriormente.

Geramos entao aleatoriamente os valores das frequéncias naturais dos osciladores

periféricos e essa distribuicao ¢ dada por:
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{wa} = {2.5000,1.0158, 1.0060, 1.0170, 1.0065, 1.0067, 1.0323,
1.0185,1.0390, 1.0076, 1.0186} (4.12)

paran=0,....N — 1.

As condicdes iniciais ¢l e yinicial g30 vetores de tamanho N e serdo geradas
aleatoriamente de acordo com uma distribuicdo uniforme que varia no intervalo
(—@guy, azy). Analisaremos o que acontece com a sincronizag¢ao remota quando gy,

varia de 0.1 até 1.4.

Nas Figuras 4.15 e 4.16, temos as medidas réret ¢ rindirect om funcio da constante

de acoplamento k para varios intervalos de distribui¢ao uniforme. Para cada valor de
k, foram geradas 20 condigoes iniciais diferentes e foi calculado a média e o desvio

direct o pindirect pPgode-se notar que o sistema atinge sincronizacio remota

padrao de r
para k ~ 0.5 e que para 0.575 < k < 0.625 o sistema perde essa sincroniza¢ao para
alguns valores de condigoes iniciais, retomando novamente a sincronizagao remota
para todos os valores de condicao inicial quando k& > 0.625. Esse mesmo comporta-
mento é encontrado para todas as distribui¢oes de condi¢des de condigoes iniciais
testadas. Pode-se notar também que o desvio padrdao de rdirect e pindirect & muito
pequeno fora do intervalo 0.575 < k < 0.625, o que indica que o comportamento do
sistema nao tem uma forte dependéncia em relacao as condi¢oes iniciais fora deste

intervalo.

Visto que nao ha evidéncias numéricas que indiquem dependéncia da sincroniza-
¢ao com o tamanho do intervalo da distribuicao das condigoes iniciais, escolhemos

empiricamente a,, = 0.5 para prosseguir com o nosso estudo.

Vamos agora mostrar que o mesmo fené6meno também ocorre para uma estrela com

direct (Verme—

maior nimero de nés periféricos. Na Figura 4.17 temos o gréafico de r
lho), rindirect (azul) e média médulo do pardmetro de ordem R (preto) para condi-
¢oOes inicias aleatérias com distribuigao uniforme entre (—0.5,0.5) e distribuigao de
frequéncias fixa calculada pela Eq. 4.11 com a = 0.05 , dada pela Eq. 4.12 para a
rede com N = 11 nés e pela Eq. 4.13 para uma rede com N = 51 nés. O médulo
do pardmetro de ordem R, dado pela Eq. 2.16, mede o quanto as fases de todos
os osciladores estao proximas, quando mais proximas, mais perto de 1 serd esta

medida. A Figura 4.18(a) se refere a estrela com N = 11 nés e a Figura 4.18(b)
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Figura 4.15 - Média e desvio padrao de r?* (vermelho) e ri"drect (azul) em funcio
da constante de acoplamento k, para frequéncias naturais fixas e condi-
¢Oes iniciais aleatorias geradas por uma distribui¢dao uniforme com intervalo
(—azy, zy), com azy = {0.2,0.4,0.5}. Para cada valor de k, sdo geradas 20

distribuigoes de condigoes iniciais e é calculada a média e o desvio padrao
de rdirect e r'mdirect
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Figura 4.16 - Média e desvio p

indirect

direct er

de r

adrao de r#re (vermelho) e r
da constante de acoplamento k, para frequéncias naturais fixas e condi-
¢Oes iniciais aleatorias geradas por uma distribui¢dao uniforme com intervalo
(—azy, zy), com azy = {0.6,0.8,1.4}. Para cada valor de k, sao geradas 20
distribuigoes de condigoes iniciais e é calculada a média e o desvio padrao
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se referede a estrela com N = 51 nés. Podemos ver que em 4.18(b) também hé
o surgimento de sincronizacao remota, mas para um valor maior da constante de
acoplamento k quando comparado & 4.18(a), como ha mais osciladores periféricos,
a forca de acoplamento necesséaria para sincroniza-los é maior. A mesma queda em
torno de k£ = 0.6 ocorre nas duas figuras, indicando que este fenémeno independe

do numero de osciladores considerados.

{w,} = {2.5000,1.0068, 1.0154, 1.0455, 1.0208, 1.0372, 1.0064, 1.0283,

1.0361, 1.0190, 1.0052, 1.0317, 1.0170, 1.0108, 1.0144, 1.0119,

1.0335, 1.0437,1.0134, 1.0352, 1.0400, 1.0461, 1.0169, 1.0456,

1.0206, 1.0109, 1.0223, 1.0184, 1.0372, 1.0075, 1.0262, 1.0312,

1.0493, 1.0358, 1.0345, 1.0353, 1.0258, 1.0023, 1.0082, 1.0078,

1.0394, 1.0021, 1.0166, 1.0488, 1.0339, 1.0333, 1.0029, 1.0458,
1.0076,1.0015,1.0313}  (4.13)

Gostariamos de poder visualizar o conjunto das distribuicdes de condigdes iniciais
que convergem e o conjunto das distribui¢oes que nao convergem para a sincroni-
zagdo remota em k = 0.6, mas, seria necessario um grafico com 22 dimengoes para
plotar as coordenadas (x,y) de todo sistema e um gréafico com 11 dimensoes para

plotar as fases inicias dos 11 osciladores.

Para conseguirmos uma visualizacao desse conjunto de condic¢bes iniciais, vamos
entao considerar a menor rede do tipo estrela possivel, com trés nés, dada pela
Figura 2.15 e uma distribuigdo de frequéncia calculada aleatoriamente de acordo
com a mesma regra utilizada ao longo desta secao, ou seja, wg = 2.5 e w, = 1 + ¢€,,
paran = 1,2. Onde ¢, tem distribuicao aleatéria uniforme entre (0, 0.05). Portanto,
as frequéncias naturais serao dadas por {w, } = {2.5,1.0158,1.0060}, comn = 0, 1, 2.
Na Figura 4.18, integramos o sistema para 20 condigoes inicias diferentes para cada
valor da constante de acoplamento e calculamos a média e o desvio padrao das
direct .indirect

quantidades r N e R, a fim de medir o nivel de sincronizagao do sistema

para varios valores da constante de acoplamento.

indirect ~1e Tdirect < 1) para um valor

O sistema atinge sincronizagao remota (7
relativamente pequeno da constante de acoplamento, £ ~ 0.25, pois o nimero de

osciladores periféricos é muito baixo. E, como ja era esperado, devido as analises
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Figura 4.17 - Média e desvio padrao de rc (vermelho), r*drect (azul) e média do
moédulo do pardmetro de ordem R (preto) em fungdo da constante de aco-
plamento k. Foram utilizadas 20 condicGes inicias com uma distribui¢ao uni-
forme em (-0.5,0.5) para cada valor de k e as frequéncias naturais foram
mantidas fixas e sdo dadas por 4.12 e 4.13. Em (a) temos uma rede com
N =11 nés e em (b) uma rede com N = 51 nos.
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Figura 4.18 - Média e desvio padrao de r

rdirect (vermelho) e do médulo

indirect (azul)
;

do pardmetro de ordem de ordem R (preto) em funcdo da constante de

acoplamento para um rede com 3 nés. Para cada valor de k foram utilizadas
20 condigoes inicias e as frequéncias naturais foram mantidas fixas {w,} =

{2.5,1.0158,1.0060}, com n = 0, 1,2.
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anteriores, para valores de k£ em torno de 0.6, podemos notar uma queda no valor

de 7ninalirect

, indicando a perda da sincronizacao entre os osciladores periféricos. O
parametro de ordem R mede o quanto os osciladores estao proximos uns dos ou-
tros. Vemos que mesmo quando o sistema entra em sincronizagao remota eles nao
compartilham a mesma fase. E esperado que R seja pequeno para valores baixos
da constante de acoplamento, pois a interacao entre os osciladores é muito baixa, e
isso nao ocorre na Fig. 4.18 pois o transiente considerado nao é grande o suficiente.
Estamos considerando um transiente suficientemente grande apenas para os indices

de sincronizacdo parcial rdirect ¢ pindirect

Deixando as frequéncias naturais fixas e considerando a constante de acoplamento
k = 0.6, integramos o sistema varias vezes com condigoes iniciais aleatérias com

distribui¢do uniforme entre (—0.5,0.5) e analisamos os valores finais de r™47ec ¢

rdirect apés 2 milhdes de iteragdes (20.000 unidades de tempo). Se rindireet > (.97 e
direct

r < 0.6, consideramos que esse conjunto de condigoes inicias leva ao regime de

sincronizacao remota.

Nas Figuras 4.19, 4.20 e 4.21, temos plotadas todas as condi¢oes iniciais que foram
consideradas. Em vermelho, temos as condi¢oes iniciais que deram origem a sincroni-
zagao remota e em azul as que nao deram e sao responsaveis pelas quedas em k = 0.6
nos graficos de rindirect ¢ pdirect - Ao todo, 18.18% das condicdes inicias utilizadas nao
deram origem a sincronizagao remota (pontos em azul). Em 4.19, temos o par de con-

Yy
ndo é possivel visualizar um padrao. Na Fig. 4.21, plotamos (ginicial ginicial qyinicial)

dicoes iniciais (gimicial qinicial) de cada oscilador que foi utilizado no programa, mas
9 M

e (yinicial yinicial inicial) para ter uma melhor visualizagao da bacia de atragdo do
sistema. Na Fig. 4.21, plotamos a fase inicial de cada oscilador em um eixo da figura,
onde a fase é dada por 6, = tan~" = (6,, = atan2(yy, ,)). A mesma figura é plotada
em angulos de visualizacao diferentes. Podemos ver um aparecimento de uma bacia

de atra¢do mais bem definida que nao da origem a sincronizagao remota (em azul).
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Figura 4.19 - Par de condigdes inicias (z¢¥a! yinicial) que ddo (vermelho) e nio dao (azul)
origem a sincronizacdo remota. Para k = 0.6 e uma estrela com trés nos e
frequéncia natural fixada em {w,} = {2.500,1.0158,1.0060}, com n = 0, 1, 2.
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Fonte: Produgao do autor.
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Figura 4.20 - Condigoes iniciais de cada oscilador, que dao (vermelho) e ndo dao (azul)
origem a sincronizacao remota. Para k& = 0.6 e uma estrela com trés nos e
frequéncia natural fixada em {w, } = {2.500, 1.0158,1.0060}, com n = 0, 1, 2.
(a) Temos as coordenadas 2" de todos os trés osciladores, em (b) temos
as coordenadas ¢ Em (a) e (b) temos quatro visualizacdes diferentes
da mesma figura.

(b)
Fonte: Producao do autor.
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Figura 4.21 - Fases iniciais de cada oscilador, dadas por #,, = tan™" g—z, que dao (vermelho)
e nao dao (azul) origem & sincronizagao remota. Para k = 0.6 e uma estrela
com trés nds e frequéncia natural fixada em {w,} = {2.500,1.0158,1.0060},
com n = 0, 1,2. Temos quatro visualizagoes diferentes da mesma figura.

Bacia de Atracao

%

Fonte: Producao do autor.

Para ter certeza de que esse padrao encontrado nao é influenciado pela escolha da
frequéncia natural dos osciladores, vamos fazer o mesmo procedimento anterior para
um novo conjunto de frequéncias naturais, dessa vez, as frequéncias serao comensu-
raveis e obedecerao as mesmas regras anteriores, ou seja, wy = 2.5 e o valor maximo
da diferenca entre as frequéncias naturais dos osciladores periféricos sera a = 0.05.
As frequéncias sao entao dadas por {w, } = {2.500,1.000, 1.025}, com n = 0, 1, 2. Ou

seja, wp = %wo =1.000 e wy = %wo = 1.025. Os resultados se encontram na Figura
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4.22 e sao praticamente idénticos aos encontrados na Figura 4.21, mostrando que
esse padrao de condigoes iniciais que convergem e nao convergem para a sincroni-
zacao remota em k = 0.6 independe da frequéncia natural utilizada para o sistema,

sendo esta dada pela distribuicao da Eq. 4.11 com a = 0.05.

Figura 4.22 - Fases iniciais de cada oscilador, dadas por #,, = tan™" z—z, que dao (vermelho)
e ndo dao (azul) origem & sincronizagao remota. Para k = 0.6 e uma estrela
com trés noés e frequéncia natural fixada em {w,} = {2.500,1.000,1.025},
com n = 0, 1, 2. Temos quatro visualizagoes diferentes da mesma figura.
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Fonte: Producao do autor.
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4.3.1 Conclusoes Parciais

Nesta secao, fixamos os valores das frequéncias naturais dos osciladores e variamos
os valores das condigoes iniciais do sistema. As frequéncias naturais foram fixadas de
modo que a diferenca maxima entre elas nao ultrapassasse a = 0.05. Ja as condigoes
inicias foram distribuidas aleatoriamente, seguindo uma distribui¢ao uniforme dada

POr (—aygy, Agy), onde agy, € [0.1,1.4].

Notamos que o sistema atinge sincronizagao remota para um mesmo valor da cons-
tante de acoplamento k£ ~ 0.5, e atinge sincronizacao global em k£ ~ 0.775, in-
dependendo do tamanho da distribuicao de condi¢des naturais utilizadas. E, para
0.575 < k < 0.625, os osciladores periféricos deixam de estar sincronizados, voltando
a sincronizacdo em k > 0.625. No intervalo 0.575 < k < 0.625, o desvio padrao se
mostrou muito alto, mostrando que o comportamento do sistema neste intervalo é
muito dependente das condi¢Oes iniciais. J& fora deste intervalo, o desvio padrao é
praticamente nulo. Todos os intervalos de distribuicao das condic¢oes inicias se mos-
traram equivalentes e escolhemos o intervalo (—0.5,0.5) para dar prosseguimento

aos estudos.

Para tentar visualizar o conjunto de condigoes inciais que converge e o que nao con-
verge para a sincronizacao remota, consideramos uma estrela com trés nés, fixamos
as frequéncias naturais e mostramos que na regiao em que k£ ~ 0.6, a mesma queda
na sincronizacao remota é encontrada. Fixamos entao k£ = 0.6 e calculamos o valor
de pdirect o pindirect para varios valores de condicdes inicias diferentes, plotamos es-
ses resultados em um gréafico de trés dimensoes, onde cada eixo corresponde a fase
inicial de um oscilador. Pudemos notar o aparecimento de um padrao no conjunto
de condic¢bes iniciais que sao responsaveis pelo desaparecimento da sincronizagao

remota. O mesmo padrao foi encontrado quando novas frequéncias foram fixadas.

4.4 Analise do comportamento do sistema com frequéncias naturais fi-

xas e duas condigoes inicias diferentes

Nesta se¢ao, continuaremos a manter as frequéncias naturais dos osciladores fixas e
utilizaremos duas condicoes iniciais distintas, representando um ponto preto e um
vermelho na Fig 4.19. Veremos que uma delas nao dara origem ao desaparecimento
da sincronizagao remota em k =~ 0.6 e a outra sim. As diferencas entre o comporta-

mento do sistema nestes dois casos serao analisadas.

Consideraremos nesta se¢do uma rede com N = 11 nds novamente. Fixaremos as
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duas condigoes iniciais abaixo para o sistema, sendo que elas foram geradas por uma

distribuigao aleatéria uniforme com intervalo (—0.5,0.5).

{x}} = {—0.03672411, 0.38024460, 0.27386404, 0.23925263,

0.05347882, —0.22111217,0.46526363, —0.47368003, 0.17426283,

—0.31198457,0.27797903}

{y-} = {—0.38243125, —0.31546865, 0.48294293, —0.29909983,

0.39475024, —0.38066357, 0.32721335, 0.37426591, —0.48784350,
—0.37711057,0.24857760} (4.14)

{22} = {0.18310904, —0.38851311, 0.23313545, —0.25566342,

0.41649033, 0.16081773, —0.41299378, 0.22859424, —0.27097222,

0.36025168, 0.39478912}

{2} = {—0.02144717,0.21144214, 0.36246123, 0.46202932,

—0.47923800, —0.01556482, 0.25587219, 0.12446036, —0.42247640,
—0.16294013,0.18085761}  (4.15)

onde n =0, ..., N — 1. Chamaremos o sistema com as condigdes iniciais {z'} e {y'}
(Eq. 4.14) de Sistema 1 e o sistema com condigoes inicias dadas por {z?} e {y*}
(Eq. 4.15) de Sistema 2. Em ambos os casos, o sistema tera a mesma distribuigao de
frequéncias naturais, dada pela Eq. 4.12. Serd mostrado mais adiante que o Sistema 1
mantém o estado de sincronizacao remota, depois que este ¢ atingido, para qualquer

valor da constante de acoplamento. O mesmo nao ocorre com o Sistema 2.

Para uma primeira analise do comportamento do sistema para esses valores de con-
dicoes inicias, vamos calcular as quantidades 74 e rindirect em funcdo da constante
de acoplamento, para medirmos o nivel de sincronizagao do sistema. Na Figura 4.23
temos rdirect pindirect o 5 média do médulo do pardmetro de ordem de ordem R
em fungao da forga de acoplamento k. Na Figura 4.24(a), temos o Sistema 1 com
condicoes inciais dadas por 4.14, este sistema atinge a sincronizacdo remota em
k ~ 0.425 e atinge a sincronizacao global em k ~ 0.75. Na Figura 4.24(b), o Sistema

2, conforme a expressao 4.15, também atinge sincronizac¢ao remota em k ~ 0.425
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mas perde este estado de sincronizagao para 0.575 < k£ < 0.65 e volta a alcangar a

sincronizagao remota em k > (.65, atingindo a sincronizacao global em k ~ 0.75.

Pode-se notar que apenas o fato de os osciladores comecgarem as suas oscilagoes em
localizagoes diferentes é suficiente para que o sistema perca o estado de sincronizagao
remota para valores intermediarios de k. Assim que passamos desta regiao de ins-
tabilidade, os nos periféricos se sincronizam novamente. Como dito anteriormente,
estamos utilizando aqui 400.000 iteragoes (4.000 unidades de tempo) para o transi-
ente e consideramos as préximas 2.000.000 de iteragdes (20.000 unidades de tempo).
Para mostrar que essa queda do Sistema 2 em 0.575 < k£ < 0.65 ndo é um com-
portamento transiente de longo prazo, fizemos os mesmos cdlculos com as mesmas
condigoes inicias para um transiente de 1.000.000 (10.000 unidades de tempo) e con-
sideramos as préximas 50.000.000 de iterag¢oes (500.000 unidades de tempo) e para
um transiente de 10.000.000 (100.000 unidades de tempo) e consideramos as pré-
ximas 50.000.000 de iteragoes (500.000 unidades de tempo), Figura 4.24. Podemos
notar que o comportamento ¢ andlogo ao anterior, quando um niimero bem menor de
iteragoes foi utilizado. Ha fortes evidéncias de que o fendmeno do desaparecimento

da sincronizagao remota é entdo devido apenas a condicao inicial escolhida.

Vamos agora analisar mais profundamente o comportamento dos dois sistemas para
quatro valores especificos da constante de acoplamento, onde ocorrem mudancas

significativas no comportamento do sistema.

Para k = 0.4, como pode-se ver na Figura 4.23, estamos em uma regiao onde nao ha
sincronizac¢ao remota e nem sincronizacao global, tanto para o Sistema 1 quanto para
o Sistema 2. Observando as fases dos osciladores em fun¢ao de si mesmas do Sistema
1, Figura 4.25, e do Sistema 2, Figura 4.26, vemos que apenas alguns osciladores
periféricos se encontram sincronizados (segmentos de reta), como por exemplo, o
oscilador 1 esta sincronizado com os periféricos 3, 7 e 10. Os osciladores 6 e 8 estao
préximos de estarem sincronizados com o oscilador 1, mas podemos notar que nos
seus graficos, ha maior dispersao entre as fases dos osciladores sobre a diagonal,
indicando que para um valor de ; existem varios correspondentes de 5. Os dois

sistemas apresentam o mesmo comportamento qualitativo.

Podemos recorrer a outras medidas para ajudar na visualizacao da sincronizagao ou
nao destes osciladores, como o médulo da diferenca entre as fases de cada par de os-
cilador ao longo do tempo. Nas Figuras 4.27 e 4.28 temos o histograma do médulo da
diferenga das fases de dois osciladores, ao longo das 100.000 tltimas iteragdes (1.000

unidades de tempo) para os dois sistemas. Para os osciladores que nao se encontram
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Figura 4.23 - Gréficos de r%"¢! (vermelho), ri"drect (azul) e média do médulo do para-
metro de ordem de ordem R (preto) em fungao da constante de acoplamento
k, para uma mesma distribuicdo de frequéncias naturais e diferentes con-
digOes inicias. As condigdes iniciais do Sistema 2 (4.24(b)) fazem com que
a sincronizagdo remota do sistema desaparega para 0.575 < k < 0.65. Isso

ndo ocorre para o mesmo sistema quando utilizamos as condigdes iniciais do
Sistema 1 (4.14 ).
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Figura 4.24 - Gréficos de 7% (vermelho), r™"rect (azul) e média do médulo do para-

metro de ordem de ordem R (preto) em fungao da constante de acoplamento
k. Integramos novamente o Sistema 2, Figura 4.24(b), utilizando agora um
maior nimero de iteragoes.
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sincronizados, o valor do médulo da diferencas das fases se mantém espalhados en-
tre 0 e 27, indicando que suas posigoes relativas estao sempre mudando ao longo do
tempo. Ja para os poucos osciladores que se encontram sincronizados, esse modulo se
mantém fixo, indicando que a distancia entre eles se mantém a mesma com o passar
do tempo. Podemos observar aqui que em relacao ao oscilador 1, os osciladores 3, 7
e 10 apresentam uma diferenca de fase fixa em praticamente 100% das contagens.
Ja para os osciladores 6 e 8, esse niimero cai um pouco, indicando novamente que
ainda nao podemos dizer que estes osciladores se encontram sincronizados com o

periférico 1.

Na Figura 4.29, temos a série temporal z, a fase em funcdo do tempo, frequéncia
instantanea e modulo do pardmetro de ordem R em funcdo do tempo, para os
Sistemas 1 e 2. Para as trés primeiras medidas, os dados do hub estao plotados
em vermelho e dos periféricos em azul. Podemos notar que a série temporal, a fase
em funcao do tempo e as frequéncias instantdneas ndo mostram nenhum indicio de
sincronizac¢ao remota ou global, pois nenhuma dessas medidas tem o comportamento
semelhante, nem entre todos os periféricos (em azul) e nem entre os periféricos e
0 hub (vermelho). Em relagao ao pardmetro de ordem R, em preto plotamos o seu
valor calculado em relacao a todo o sistema e em azul plotamos o seu valor calculado
levando em consideracdo apenas os nos periféricos. Ou seja, em preto temos uma
medida que indica o quanto todos os osciladores do sistema estdo préximos e em
azul, temos a medida de quao proximos estao os osciladores periféricos. Lembrando
que se todos os osciladores considerados estao com as mesmas fases, ou seja, estao
no mesmo ponto, |R| = 1. Ambos os valores do médulo do pardmetro de ordem
variam em relagao ao tempo de forma desordenada, indicando que as posi¢oes dos
osciladores em relagao aos demais estao sempre variando com o passar do tempo.

Mais um indicativo de que o sistema nao apresenta nenhum tipo de sincronizacao.

Nas Figs. 4.30 e 4.31, temos o espaco de fase dos osciladores e as suas respectivas
se¢oes de Poincaré em relagao ao hub para o Sistema 1 e 2, respectivamente. Obtemos
o espaco de fase quando fazemos um grafico das coordenadas x e y de cada oscilador.
Utilizamos para isso as 20.000 ultimas iteragoes (200 unidades de tempo). A segao de
Poincaré dos osciladores foi construida a partir dos méaximos locais da coordenada
x de cada ciclo do hub. Para isso, foram utilizadas todas os 2 milhoes de iteragoes
(20.000 unidades de tempo). A cada méaximo local de z"*, plotamos (2", y"u?),
(%, y"), (27,97), com i e j representando os osciladores periféricos considerados em
cada grafico. Observando os espacos de fase, podemos ver a existéncia de trajetorias

densas, que se movem através da superficie de um toro, dando indicio de que o
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oscilador se encontra em um movimento quasi-periédico (Segao 2.7). Para termos
certeza de que o movimento ¢é realmente quasi-periddico, precisamos analisar a sua
secao de Poincaré. Se o oscilador exibir um movimento periddico, espera-se que
sua secao de Poincaré seja formada por apenas um ponto, pois se plotarmos suas
coordenadas x e y cada vez que sua coordenada x atingir um maximo local, essa par
de coordenadas sera sempre o mesmo. Ja para um movimento quasi-periodico, os
valores dos maximos locais de z variam e nunca se repetem, os pontos que formam
a se¢do de poincaré se espalham através do seu ciclo limite (PREMALATHA et al.,
2016). Vemos nas Figs. 4.30 e 4.31 que todos os osciladores apresentam pontos de
retorno da oOrbita na secao de Poincaré densos, indicando que todos os osciladores

dos dois sistemas possuem um movimento quasi-periodico.

Também podemos utilizar o espaco de fase e a se¢ao de Poincaré para nos auxiliar
no estudo da sincronizagao do sistema. Na Figura 4.32, temos o espaco de fase de
cada oscilador plotado em cinza (para os Sistemas 1 e 2) e, por cima, sua se¢ao de
Poincaré gerada a partir dos méximos locais da coordenada z do oscilador perifé-
rico 1. Se o oscilador utilizado como referéncia para o cdlculo da secdo de Poincaré
(periférico 1 no nosso caso) estiver sincronizado com outro, espera-se que a segao de
Poncaré do segundo seja formada por uma concentracao de pontos limitada a uma
certa pequena regiao ao longo do seu ciclo limite, seguindo o padrao formado pelo
periférico utilizado como parametro. Se o oscilador utilizado como referéncia nao
estd sincronizado com outro, a se¢ao de Poincaré deste ultimo apresentard pontos
espalhados ao longo de seu ciclo limite. Podemos observar entao em 4.32 o compor-
tamento dos osciladores em relagdo ao periférico 1 e podemos ver, como ja haviamos
mencionado anteriormente, que apenas os osciladores 3, 7 e 10 estao sincronizados
com o oscilador 1, pois suas se¢oes de Poincaré estao concentradas em pequenas
regioes de seus respectivos ciclos limites. Os osciladores 6 e 8 estao tendendo a ficar

sincronizados com 1.
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Figura 4.25 - Grafico de Lissajous 6, 0,, para todas as combinagoes dois-a-dois de oscila-
dores na rede, para o Sistema 1 e uma constante de acoplamento k& = 0.4. O
oscilador central é identificado como 0, os demais sdo os periféricos. Temos
sincronizacao remota nesta situagao.
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Figura 4.26 - Grafico de Lissajous 0, 0,, para todas as combinagoes dois-a-dois de oscila-
dores na rede para o Sistema 2 e uma constante de acoplamento k£ = 0.4. O
oscilador central é identificado como 0, os demais sdo os periféricos. Temos
sincronizacao remota nesta situacao.
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no-1 no-2 no-3 no-4 no-5

Figura 4.27 - Histograma do médulo da diferenca de fases entre um par de osciladores
para o Sistema 1 e uma constante de acoplamento k = 0.4. No eixo x, temos
o moédulo da diferenga de fases indo de 0 até 27 e no eixo y temos o nimero
de contagens. O oscilador central é identificado como n6-0, os demais sao os
periféricos.
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Figura 4.28 - Histograma do médulo da diferenca de fases entre um par de osciladores
para o Sistema 2 e uma constante de acoplamento k = 0.4. No eixo x, temos
o moédulo da diferenga de fases indo de 0 até 27 e no eixo y temos o nimero
de contagens. O oscilador central é identificado como n6-0, os demais sao os

periféricos.
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Figura 4.29 - (a)-(b) Série temporal, (c)-(d) fase 6 e (e)-(f) frequéncia instantanea 6 em
funcdo do tempo . O hub aparece em vermelho e periféricos em azul. (g)-(h)
Moédulo do parametro de ordem R em fungdo do tempo, em preto temos
R calculado para todos os nés, em azul, apenas para os nés periféricos.
Constante de acoplamento £ = 0.4. Sistema 1 estd a esquerda e Sistema
2 & direita. Como estamos considerando a fase 6 entre [—27,27], (c) e (d)
deveriam ser graficos descontinuos, as retas verticais nestes graficos foram
plotadas de maneira a deixar o grafico continuo e facilitar a visualizacao.
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Figura 4.30 - Ciclos limites e segao de Poincaré (construida a partir do hub) para o Sistema
1 e constante de acoplamento k = 0.4. Hub em vermelho, periféricos em azul
e verde.
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Figura 4.31 - Ciclos limites e segdo de Poincaré (construida a partir do hub) para o Sistema
2 e constante de acoplamento £ = 0.4. Hub em vermelho, periféricos em azul
e verde.
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Figura 4.32 - Segdo de Poincaré, construida a partir do né periférico 1, para o (a) Sistema
1 e o (b) Sistema 2, com constante de acoplamento k = 0.4.
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Pudemos observar que para todas os parametros calculadas em k = 0.4, ambos os
sistemas apresentaram o mesmo comportamento. Aumentaremos agora o valor da
constante de acoplamento para k = 0.6 e, como pode-ser ver na Figura 4.23, estamos
numa regiao em que o sistema apresenta sincronizagao remota para as condi¢oes
iniciais 4.14 e nao apresenta essa sincronizagao para as condi¢oes inicias dadas pela
expressio 4.15. E possivel observar esse comportamento oposto dos Sistemas 1 e
2 nas Figuras 4.33 e 4.34, onde as fases dos osciladores sdo plotadas em funcao
de si mesmas. Na Fig. 4.33, podemos observar que todos os osciladores periféricos
estao sincronizados e o tinico que nao esta sincronizado com os demais é o oscilador
central, designado por 0. Ja na Fig. 4.34, além de nao termos sincronizacao remota,

nao temos o indicio de sincronizagao para nenhum par de osciladores.

O mesmo comportamento pode ser notado nos histogramas dos modulos das dife-
rengas entre as fases, 4.35 e 4.36. Em 4.35, os modulos se mantém fixos em um tinico
valor para todos os pares de osciladores periféricos (alguns apresentam contagens em
um segundo valor, mas essas contagens sdo muito baixas e podem ser descartadas)
indicando mais uma vez a existéncia da sincronizacio remota no Sistema 1. Os moé-
dulos da diferenca entre as fases dos periféricos em relagao ao hub variam, indicando
que as suas posicoes relativas estdo variando com o tempo. Ja para o Sistema 2,
Fig. 4.36, os valores dos médulos das fases se encontram espalhados entre 0 e 27,
indicando que a distancia entre as fases dos pares de osciladores ndao se mantém

constantes ao longo do tempo.

Na Fig. 4.37, podemos notar claramente as diferencas entre o comportamento dos
Sistemas 1 e 2. Enquanto para o Sistema 1 a série temporal, a fase em funcao do
tempo e a frequéncia instantanea dos osciladores periféricos apresenta um compor-
tamento semelhante, para o Sistema 2 cada uma dessas medidas tem um comporta-
mento diferente para cada oscilador da rede. Observando o médulo do parametro de
ordem R do Sistema 1, vemos que o sistema como um todo (preto) exibe um movi-
mento periddico, estando todos com a mesma fase em um dado instante (|R| = 1), se
afastando e depois estando juntos novamente. Em relagdo apenas aos nés periféricos
(azul), eles se mantém juntos, com fases muito préximas em todos os instantes de
tempo. Ja para o Sistema 2, tanto o R em relacao a todo o sistema quanto em relagao
apenas aos periféricos, nao é peridédico, indicando que os osciladores se movem de
forma desordenada. Podemos observar também que o valor médio de R é baixo para
este sistema, indicando que o conjunto formado pelos osciladores nunca se encontra

muito préximo.
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Nas Figs. 4.38 e 4.39, temos o espaco de fase e a secdo de Poincaré calculada em
relacdo aos maximos locais da coordenada x do hub para os Sistema 1 e 2 respec-
tivamente. O Sistema 1 continua com movimento quasi-periédico em todos os seus
osciladores, pois todos apresentam uma secao de Poincaré densa. Ja no Sistema 2,
o hub passa a apresentar um movimento periddico, pois sua trajetéria no espago de
fase é um ciclo fechado e sua secao de Poincaré é formada por apenas um ponto. Os

demais osciladores continuam a apresentar movimento quasi-periodico.

Em 4.40, temos o espaco de fase e a secdo de Poincaré construidas em relagao
ao periférico 1 para os dois sistemas. Para o Sistema 1, todos os nds periféricos
apresentam uma secao de Poincaré semelhante a secao do periférico 1, indicando
que estes estao sincronizados. Ja para o Sistema 2, as se¢oes de Poincaré dos demais
osciladores sao densas, indicando mais uma vez que nenhum par de osciladores esta

sincronizado para essas condigoes iniciais.
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Figura 4.33 - Grafico de Lissajous 6, 0,, para todas as combinagoes dois-a-dois de oscila-
dores na rede, para o Sistema 1 e uma constante de acoplamento k& = 0.6. O
oscilador central é identificado como 0, os demais sdo os periféricos. Temos
sincronizacao remota nesta situagao.
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Figura 4.34 - Grafico de Lissajous 0, 0,, para todas as combinagoes dois-a-dois de oscila-
dores na rede, para o Sistema 2 e uma constante de acoplamento £ = 0.6. O
oscilador central é identificado como 0, os demais sdo os periféricos. Temos
sincronizacao remota nesta situacao.

|
S
S
w
|
Y
°co
-
=3
S
3
S
S

-3

|
o
w

|
w
o

610

w

-3

“NEHER

"ANNNEN

N il

N i it

" EEEEENEER

Fonte: Producao do autor.

112

"AHIRNRRENEN




Figura 4.35 - Histograma do médulo da diferenca de fases entre um par de osciladores
para o Sistema 1 e uma constante de acoplamento k = 0.6. No eixo x, temos
o moédulo da diferenga de fases indo de 0 até 27 e no eixo y temos o nimero
de contagens. O oscilador central é identificado como n6-0, os demais sao os
periféricos.
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Figura 4.36 - Histograma do médulo da diferenca de fases entre um par de osciladores
para o Sistema 2 e uma constante de acoplamento k = 0.6. No eixo x, temos
o moédulo da diferenga de fases indo de 0 até 27 e no eixo y temos o nimero
de contagens. O oscilador central é identificado como n6-0, os demais sao os
periféricos.
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Figura 4.37 - (a)-(b) Série temporal, (c)-(d) fase 6 e (e)-(f) frequéncia instantanea 6 em
funcdo do tempo . O hub aparece em vermelho e periféricos em azul. (g)-(h)
Moédulo do parametro de ordem R em fungdo do tempo, em preto temos
R calculado para todos os nés, em azul, apenas para os nés periféricos.
Constante de acoplamento & = 0.6. Sistema 1 estd a esquerda e Sistema
2 & direita. Como estamos considerando a fase 6 entre [—27,27], (c) e (d)
deveriam ser graficos descontinuos, as retas verticais nestes graficos foram
plotadas de maneira a deixar o grafico continuo e facilitar a visualizacao.
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Figura 4.38 - Ciclos limites e secdo de Poincaré para o Sistema 1 e constante de acopla-
mento k = 0.6. Hub em vermelho, periféricos em azul e verde.
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Figura 4.39 - Ciclos limites e secdo de Poincaré para o Sistema 2 e constante de acopla-
mento k = 0.6. Hub em vermelho, periféricos em azul e verde.
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Figura 4.40 - Segao de Poincaré, construida a partir do né periférico 1, para o (a) Sistema
1 e o (b) Sistema 2, com constante de acoplamento k& = 0.6.
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Com o intuito de melhor visualizar o comportamento dos Sistemas 1 e 2 na regiao
dada por k = 0.6, plotamos as fases dos osciladores dos dois sistemas ao longo do
tempo em um circulo unitario, Figuras 4.41, 4.42, 4.43. O Sistema 1 esta represen-
tado na coluna da direita e o Sistema 2 esta na coluna da esquerda. Os osciladores
periféricos estao plotados em azul e os hubs em vermelho. Na parte de cima das

direct

subfiguras, temos o valor de r e rindirect de cada sistema, no instante de tempo

em questao.

Em 4.42(a), temos os dois sistemas no estado inicial com as posigoes dadas por
4.14 para o Sistema 1 e 4.15 para o Sistema 2. Lembrando que nesta secao os dois
sistemas possuem as mesmas frequéncias naturais, dadas por 4.12. Com o passar o
tempo, podemos notar que os osciladores periféricos do Sistema 1 vao rapidamente
tendendo a ter uma fase parecida, em 4.43(a), com apenas t = 10.70 unidades de
tempo, j& podemos observar essa tendéncia. Em 4.44(a), apds ¢ = 285.00 unidades
de tempo, o Sistema 1 estd se aproximando do estado de sincronizagao remota, com

rindirect — () 97, enquanto o Sistema 2 ndo apresenta nenhum sinal de sincronizacao,

pindirect — (.44 . Mesmo com o aumento do niimero de iteracoes, Figura 4.43, ndo
temos sincronizac¢ao no Sistema 2. Note que o Sistema 1 ja entrou em phase locking,
com rindirect ~ 1., ou seja, os osciladores periféricos se comportam como um corpo
rigido, todos se movimentando com a mesma frequéncia instantanea e diferenca de

fase constante.
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Figura 4.41 - Fases dos Sistemas 1 e 2 plotadas no circulo unitario, para k = 0.6 e frequén-
cias naturais fixas dadas por 4.12. (a) Estado inicial do sistema ,t = 0.00,
dado por 4.14 para o Sistema 1 e 4.15 para o Sistema 2. (b) Ambos os
sistemas apos t = 6.10 unidades de tempo.
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Fonte: Producao do autor.
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Figura 4.42 - Fases dos Sistemas 1 e 2 plotadas no circulo unitario, para k = 0.6 e frequén-
cias naturais fixas dadas por 4.12. (a) ¢ = 10.70 unidades de tempo e (b)
t = 17.50 unidades de tempo

t = 10.70 unidades de tempo

r-direct = 0.42, r-indirect = 0.72 r-direct = 0.49, r-indirect = 0.64

Sistema 2 Sistema 1
(a) t = 10.70 unidades de tempo

t = 17.50 unidades de tempo

r-direct = 0.41, r-indirect = 0.65 r-direct = 0.53, r-indirect = 0.65

Sistema 2 Sistema 1

(b) t = 17.50 unidades de tempo
Fonte: Producao do autor.
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Figura 4.43 - Fases dos Sistemas 1 e 2 plotadas no circulo unitario, para k = 0.6 e frequén-
cias naturais fixas dadas por 4.12. (a) ¢ = 285.00 unidades de tempo e (b)
t = 1010.00 unidades de tempo

t = 285.00 unidades de tempo

r-direct = 0.38, r-indirect = 0.44 r-direct = 0.51, r-indirect = 0.97

Sistema 2 Sistema 1
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r-direct = 0.38, r-indirect = 0.25 r-direct = 0.51, r-indirect = 0.99

Sistema 2 Sistema 1

(b) t = 1010.00 unidades de tempo

Fonte: Producao do autor.
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Aumentando a constante de acoplamento para k£ = 0.7, entramos em uma regiao
onde os dois sistemas apresentam sincronizagao remota, Figura 4.23. Podemos ob-
servar esse fenomeno de sincronizagdo remota em 4.44 e 4.45, onde as fases dos
osciladores sao plotadas em funcao de si mesmas. O hub é o inico que nao se en-
contra sincronizado com os demais, sendo que as figuras da sua fase em relagao as

fases dos periféricos cobrem toda a regiao do grafico.

Em 4.46 e 4.47 temos o histograma do médulo da diferenca entre as fases dos oscila-
dores para o Sistema 1 e 2 respectivamente. Vemos que os dois sistemas apresentam
comportamento semelhante e que o médulo se mantém em um valor fixo para to-
dos os pares de osciladores periféricos. O tinico que tem o comportamento diferente,
novamente, é o no central, que apresenta uma diferenca de fase em relagdo aos nos

periféricos que varia com o passar do tempo.

Na Figura 4.48, temos a série temporal, a fase em funcao do tempo, frequéncia
instantanea e médulo do parametro de ordem R para os dois Sistemas, que, mais uma
vez, apresentam comportamento semelhante. Podemos ver que para as trés primeiras
medidas, os nés periféricos (em azul) apresentam um comportamento semelhante,
diferindo apenas do né central (vermelho). O médulo do pardmetro de ordem R
calculado em relagao a todos os osciladores (preto) varia de forma periédica, sendo
que todos os osciladores possuem a mesma fase no ponto de méaxima aproximagao.
J& R calculado apenas para os osciladores periféricos (azul) se mantém constante e

muito préximo de 1, indicando que os nés periféricos possuem fases semelhantes.

O espaco de fase e a secao de Poincaré construida a partir dos maximos locais
da coordenada x do hub para os Sistemas 1 e 2 se encontram nas Figuras 4.49 e
4.50. Vemos que para ambos os sistemas, os osciladores apresentam movimentos
quasi-periodicos. As se¢oes de Poincaré calculadas em relagdo aos maximos locais
da coordenada x do periférico 1 se encontram na Figura 4.51, onde temos mais uma
indicacao de que ambos os sistemas apresentam sincronizagao remota, pois as segoes

de todos os nos periféricos sao semelhantes, a inica que difere é a se¢do do nd central.
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Figura 4.44 - Grafico de Lissajous 6, 0,, para todas as combinagoes dois-a-dois de oscila-
dores na rede, para o Sistema 1 e uma constante de acoplamento k& = 0.7. O
oscilador central é identificado como 0, os demais sdo os periféricos. Temos
sincronizacao remota nesta situagao.
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Figura 4.45 - Grafico de Lissajous 0, 6,, para todas as combinagoes dois-a-dois de oscila-
dores na rede, para o Sistema 2 e uma constante de acoplamento £ = 0.7. O
oscilador central é identificado como 0, os demais sdo os periféricos. Temos
sincronizacao remota nesta situacao.
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Figura 4.46 - Histograma do médulo da diferenca de fases entre um par de osciladores
para o Sistema 1 e uma constante de acoplamento k = 0.7. No eixo x, temos
o moédulo da diferenga de fases indo de 0 até 27 e no eixo y temos o nimero
de contagens. O oscilador central é identificado como n6-0, os demais sao os
periféricos.
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Figura 4.47 - Histograma do médulo da diferenca de fases entre um par de osciladores
para o Sistema 2 e uma constante de acoplamento k = 0.7. No eixo x, temos
o moédulo da diferenga de fases indo de 0 até 27 e no eixo y temos o nimero
de contagens. O oscilador central é identificado como n6-0, os demais sao os
periféricos.
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Figura 4.48 - (a)-(b) Série temporal, (c)-(d) fase 6 e (e)-(f) frequéncia instantanea  em

funcdo do tempo . O hub aparece em vermelho e periféricos em azul. (g)-(h)
Mobdulo do pardmetro de ordem R em funcio do tempo, em preto temos
R calculado para todos os nés, em azul, apenas para os nés periféricos.
Constante de acoplamento & = 0.7. Sistema 1 estd a esquerda e Sistema
2 & direita. Como estamos considerando a fase 6 entre [—27,27], (c) e (d)
deveriam ser graficos descontinuos, as retas verticais nestes graficos foram
plotadas de maneira a deixar o grafico continuo e facilitar a visualizacao.
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Figura 4.49 - Ciclos limites e se¢do de Poincaré para o Sistema 1 e constante de acopla-
mento k = 0.7. Hub em vermelho, periféricos em azul e verde.
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Figura 4.50 - Ciclos limites e se¢do de Poincaré para o Sistema 2 e constante de acopla-
mento k = 0.7. Hub em vermelho, periféricos em azul e verde.
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Figura 4.51 - Segao de Poincaré, construida a partir do né periférico 1, para o (a) Sistema
1 e o (b) Sistema 2, com constante de acoplamento k = 0.7.
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Entraremos agora na regiao onde ambos os sistemas se encontram no estado de
sincronizacao global, ou seja, além de os periféricos estarem sincronizados, o oscilador
central também estard. Vamos fixar a constante de acoplamento em k = 0.8 e

direct

podemos observar que r = 1 na Figura 4.23. Lembrando que este indice mede

a coesao entre o no central e os nos periféricos.

Nas Figuras 4.52 e 4.53 temos as fases dos osciladores plotadas em funcao de si
mesmas para o Sistema 1 e 2 respectivamente. Podemos observar que todos os osci-
ladores apresentam indicios de sincronizacao em ambos os sistemas, pois os graficos
apresentam segmentos de reta, indicando que para um valor de 6;, temos apenas um
valor de 6, correspondente. Os pequenos segmentos de reta que aparecem na parte
de baixo dos graficos do hub em relagao aos periféricos aparecem porque estamos

considerando que a fase varia entre [—, 7].

Em 4.54 e 4.55, temos os histogramas dos modulos das diferengas das fases entre
um par de osciladores para os dois sistemas. Podemos notar que o valor de todos
os modulos da diferenca de fase dos nés periféricos em relacdo a eles mesmos se
mantém em um valor fixo, indicando sincronizagao. Sabemos no entanto, que o né
central também estd sincronizado com os demais nés da rede (ré7e?* = 1), mas este
possui dois valores fixos para o médulo da diferenca de fase entre ele e todos os nos
periféricos. Esse valor fixo, que aparece com um menor niimero de contagens, é devido
ao segundo segmento de reta que aparece nas Figuras 4.52 e 4.53. Por exemplo, vamos
considerar o grafico de 6, em relacao a 05 na Figura 4.52, quando estamos no ultimo
ponto da direita da semi-reta superior temos |0y — 05| ~ |7 — 2.0 ~ 1.14, ou seja,
estamos na regiao de maxima contagem na Figura 4.54. Agora, se y cresce e estamos
considerando fases apenas entre [—m, 7], o ponto onde estamos se deslocard para o
ponto mais a esquerda a semi-reta inferior e, neste ponto, o médulo da diferenca
das fases é dado por |0y — 05| ~ | — 7 — 2.0| ~ 5.14, que da origem a regiao com o

segundo maior nimero de contagens no histograma da Figura 4.54.

Na Figura 4.56, temos as séries temporais, as fases em funcao do tempo, a frequéncia
instantanea e o médulo do parametro de ordem R em fun¢ao do tempo para ambos
os sistemas, que novamente apresentam comportamento semelhante. Pelos graficos
das séries temporais e das fases, podemos ver que apensar de o n6 central (vermelho)
estar sincronizado com os periféricos (azul), eles ndo compartilham a mesma fase,
mas podemos ver que o sistema apresenta sincronizagao global pois suas frequéncias
instantaneas sao as mesmas. O parametro de ordem R calculado para todo o sistema

(preto) também indica que, apensar de todos os osciladores manterem uma distancia
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fixa entre si, eles nao estao todos com a mesma fase, pois | R| # 1. Ja para R calculado
apenas para os osciladores periféricos (azul), vemos que todos se encontram a uma

distancia fixa e possuem fases semelhantes.

O espaco de fase e a secdo de Poincaré em funcao dos maximos locais da coorde-
nada x do né central estao apresentadas nas Figuras 4.57 e 4.58. Podemos observar
que agora todos os osciladores dos dois sistemas possuem um movimento periédico,
apresentando um tnico ponto nas suas se¢oes de Poincaré. Na Figura 4.59 temos a
secao de Poincaré para os dois sistemas calculada em fun¢ao do periférico 1. Também
podemos notar a ocorréncia da sincronizagao global para os dois sistemas, ja que
todas essas secoes de Poincaré de todos os osciladores sao semelhantes. Ou seja, to-
das possuem apenas um ponto, como a se¢ao de Poincaré do periférico 1, indicando

que todos os osciladores estao sincronizados com o este periférico.

133



Figura 4.52 - Grafico de Lissajous 6, 0,, para todas as combinagoes dois-a-dois de oscila-
dores na rede, para o Sistema 1 e uma constante de acoplamento k& = 0.8. O
oscilador central é identificado como 0, os demais sdo os periféricos. Temos
sincronizacao remota nesta situagao.
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Figura 4.53 - Grafico de Lissajous 0, 0,, para todas as combinagoes dois-a-dois de oscila-
dores na rede, para o Sistema 2 e uma constante de acoplamento £ = 0.8. O
oscilador central é identificado como 0, os demais sdo os periféricos. Temos
sincronizacao remota nesta situacao.
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Figura 4.54 - Histograma do médulo da diferenca de fases entre um par de osciladores

no-0 no-1

no-4 5 ny o
01234567 01234567 01234567 01234567 01234567 01234567 01234567 01234567 01234567 01234567 0123

para o Sistema 1 e uma constante de acoplamento k = 0.8. No eixo x, temos
o moédulo da diferenga de fases indo de 0 até 27 e no eixo y temos o nimero
de contagens. O oscilador central é identificado como n6-0, os demais sao os
periféricos.
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Figura 4.55 - Histograma do médulo da diferenca de fases entre um par de osciladores

no-0 no-1

no-4 5 ny o
01234567 01234567 01234567 01234567 01234567 01234567 01234567 01234567 01234567 01234567 0123

para o Sistema 2 e uma constante de acoplamento k = 0.8. No eixo x, temos
o moédulo da diferenga de fases indo de 0 até 27 e no eixo y temos o nimero
de contagens. O oscilador central é identificado como n6-0, os demais sao os
periféricos.
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Figura 4.56 - (a)-(b) Série temporal, (c)-(d) fase 6 e (e)-(f) frequéncia instantanea 6 em
funcdo do tempo . O hub aparece em vermelho e periféricos em azul. (g)-(h)
Mobdulo do pardmetro de ordem R em funcio do tempo, em preto temos
R calculado para todos os nés, em azul, apenas para os nés periféricos.
Constante de acoplamento & = 0.8. Sistema 1 estd a esquerda e Sistema
2 & direita. Como estamos considerando a fase 6 entre [—27,27], (c) e (d)
deveriam ser graficos descontinuos, as retas verticais nestes graficos foram
plotadas de maneira a deixar o grafico continuo e facilitar a visualizacao.
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Figura 4.57 - Ciclos limites e se¢do de Poincaré para o Sistema 1 e constante de acopla-
mento k = 0.8. Hub em vermelho, periféricos em azul e verde.

hub periférico 1 hub periférico 3
peri%érico 2 Seqio cie Poincaré periféxrico 4 Sego dex Poincaré
(a) Hub, periférico 1 e periférico 2 (b) Hub, periférico 3 e periférico 4
hub periférico 5 hub periférico 7
pcﬁf(;ﬁco 6 Sego d(; Poincaré pcriﬂ;n'co 8
(¢) Hub, periférico 5 e periférico 6 (d) Hub, periférico 7 e periférico 8
hub periférico 9
pedféﬁco 10 Segéo dé Poincaré

(e) Hub, periférico 9 e periférico 10

Fonte: Producao do autor.
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Figura 4.58 - Ciclos limites e se¢do de Poincaré para o Sistema 2 e constante de acopla-
mento k = 0.8. Hub em vermelho, periféricos em azul e verde.
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perixférico 2 Se¢éo :le Poincaré periféxrico 4 Segdo dex Poincaré
(a) Hub, periférico 1 e periférico 2 (b) Hub, periférico 3 e periférico 4
hub periférico 5 hub periférico 7
pcriférico 6 Segdo de Poincaré periférico 8
(¢) Hub, periférico 5 e periférico 6 (d) Hub, periférico 7 e periférico 8
hub periférico 9
perifé}ico 10 Segio de Poincaré

(e) Hub, periférico 9 e periférico 10

Fonte: Producao do autor.
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Figura 4.59 - Segao de Poincaré, construida a partir do né periférico 1, para o (a) Sistema
1 e o (b) Sistema 2, com constante de acoplamento k = 0.8.
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4.4.1 Conclusoes Parciais

Nesta sec¢ao, fixamos os valores das frequéncias naturais dos osciladores e também
duas condigoes iniciais para uma estrela com 11 nés. O sistema com o primeiro
conjunto de condig¢bes iniciais escolhida foi designado de Sistema 1 e o segundo de
Sistema 2. Seus comportamentos foram minuciosamente analisados para quatro va-
lores da constante de acoplamento. Primeiro, para um valor relativamente baixo da
constante de acoplamento, foi analisada uma regiao onde ambos os sistemas ainda
nao apresentam sincronizagao e possuem apenas alguns pares de osciladores sincro-
nizados. Apds isso, aumentamos a constante de acoplamento e entramos em uma
regiao, que como foi visto na secao anterior, apresenta dependéncia em relacao as
condicoes inicias. Constatamos que o Sistema 1 apresentada sincronizacao remota,
enquanto nenhum par de osciladores estava sincronizado no Sistema 2. Passamos
entao para a terceira regiao, com a constante de acoplamento um pouco maior,
onde ambos os sistemas apresentam sincronizacao remota. Aumentando ainda mais
a constante de acoplamento, entramos na regiao onde ha o regime de sincronizagao
remota, ou seja, todos os osciladores de ambos os sistemas se encontram sincroniza-
dos. Foi possivel observar que ambos os sistemas possuem comportamento idéntico

fora do intervalo de constante de acoplamento 0.575 < k < 0.65.
4.5 Uso da dinamica simbdlica para a caracterizacao do sistema

Neste capitulo, fizemos o uso de variaveis de estado e de métricas como o médulo
do parametro de ordem e do incide de sincronizagao parcial para a caracterizacao
da dinamica da rede. Utilizaremos agora a dindmica simbdlica e algumas métricas
de redes complexas para tentar detectar as mesmas mudancas de comportamento

do sistema que foram encontradas com os métodos convencionais.

O uso da dinamica simbélica associada ao formalismo de redes complexas ja se mos-
trou muito util na deteccao de janelas periddicas e caos em mapas unidimensionais
(LACERDA et al., 2016), como mostrado na Segao 2.4. Utilizaremos aqui a mesma
abordagem, dessa vez aplicada para fluxos bidimensionais, na tentativa de detectar

mudancas na dindmica do sistema.

Utilizaremos nesta secdo uma rede com N = 11 nés. Primeiro, iremos fixar as
condicoes iniciais e variar as frequéncias dos nés de maneira a obedecer a mesma
regra utilizada nas se¢des anteriores, Eq. 4.11, ou seja, wg = 2.5 e w, = 1 + €, para
n=1,..,N —1, onde € é um vetor de tamanho N — 1 com distribui¢cdo uniforme

entre (0,0.05). Apos isso, iremos fixar as frequéncias naturais e iremos variar as
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condigbes iniciais, que serao dadas por uma distribui¢ao uniforme entre [—0.5,0.5].

A caracterizacao dindmica do sistema por meio da dindmica simbdlica e de redes

complexas se dard da seguinte maneira:

e Integramos o sistema dado por 4.2 e 4.3 utilizando o método Runge-Kutta

de ordem 4 com passo de integracao 0.01

e Consideraremos apenas as séries temporais da coordenada x de todos os
osciladores, onde z; € [—1,1]. Utilizaremos os 100 mil valores finais dessa

série temporal para a caracterizacao.

e Transformamos a série temporal x de cada oscilador em uma série binéria.
Se xz; < 0, atribuimos o simbolo 0 e se z; > 0, atribuimos o simbolo 1.

Fazemos isso em toda extensao da série temporal utilizada.

e Definimos uma palavra de tamanho 11. Com ela, caminharemos na série
binaria, andando de um em um, transformando cada palavra binaria de

tamanho 11 em seu equivalente decimal.

e A partir da série decimal, criaremos a rede do sistema. Cada valor da série
decimal serda um né da rede e as ligacoes entre os nos sao dadas entre os
vizinhos da série decimal. S6 é permitida uma aresta por par de vértices
(FREITAS; MACAU, 2016; YU et al., 2013) e é permitida a existéncia de

autoconexoes.

e Serao geradas 20 redes para cada oscilador para cada valor da constante de
acoplamento k. Na Secao 4.5.1 serao utilizadas 20 distribuig¢oes de frequén-
cias naturais distintas e na Se¢ao 4.5.2 serao utilizadas 20 distribuicoes de

condicoes inicias distintas para cada valor de k.

e A partir dessas redes, calcularemos a média e o desvio pafrao das seguintes
métricas: densidade, diametro, grau médio da rede e média da centralidade

betweenness normalizada.

Para cada oscilador do sistema, serd gerada uma rede (grafo) com nimero maximo
de vértices igual a 2. O nimero total de iteracoes foi de 2.400.000 sendo que as

primeiras 400.000 iteragoes foram descartadas.
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4.5.1 Caracterizacao do sistema com condigoes iniciais fixas

Na Secao 4.2, fixamos as condigdes iniciais dos osciladores em zical = (.1 e

yinicial — (0.5 paran = 0,..., N — 1. E variamos as frequéncias de acordo com a
regra de formacao 4.11 para e com distribui¢do uniforme entre (0, a) e estudamos o
comportamento do sistema para varios valores de a. Chegamos a conclusao de que
para o sistema em questao, o valor mais apropriado de a seria de 0.05, ou seja, a
diferenca maxima entre as frequéncias naturais dos osciladores periféricos irao diferir

de no maximo 0.05.

Entao, para esses valores fixos de condi¢oes inicias, serao geradas frequéncias natu-
rais aleatérias seguindo a distribuicdo mencionada no paragrafo anterior. Faremos
isso 20 vezes para cada valor da constante de acoplamento k, como foi feito na se¢ao
4.2, mas agora, ao invés de calcularmos o médulo do parametro de ordem e o indice
de sincronizacao parcial, iremos gerar uma rede para cada oscilador e para cada

distribuicao de frequéncia.

Entao, para um valor fixo de k, geramos 20 redes para cada um dos onze osciladores
e calcularemos a média e o desvio padrao da densidade, didmetro, grau médio da
rede e média da centralidade betweenness normalizada, que sao plotados nas Figs
4.60 e 4.61. Esses mesmos valores de condigoes iniciais e distribuicao de frequéncias
naturais, foram utilizados para calcular os indices de sincronizacdo parcial, rére e
pindirect ' na Figura 4.12(b), onde podemos observar que o sistema entra no regime de
sincronizagao remota em k ~ 0.525 e atinge a sincronizacao global em k ~ 0.75. Nas
Figs. 4.60 e 4.61, podemos notar que as medidas grau médio e média da centralidade
betweenness normalizada tem um pico na regiao k ~ 0.5 com elevado desvio padrao
para alguns osciladores periféricos. Ja a média da densidade da rede tem um valor
menor para alguns osciladores periféricos nesse valor da constante de acoplamento.

Nao foi possivel notar mudanga no didmetro da rede.
4.5.2 Caracterizacao do sistema com frequéncias naturais fixas

Na secdo 4.3, as frequéncias naturais foram mantidas fixas 4.12 e as condigbes
inicias foram variadas aleatoriamente, dadas por uma distribuicao uniforme entre
(—agy, Ggy). Foi mostrado que o tamanho desse intervalo de distribuicao uniforme
tem pouca influéncia na dinadmica do sistema e foi escolhido a,, = 0.5 para um
estudo mais aprofundado do sistema. Iremos utilizar aqui esses mesmos valores para

gerar as redes.
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Figura 4.60 - Média e desvio padrao do (a) grau médio e (b) densidade das redes geradas
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a partir das séries temporais dos osciladores, para uma condicao inicial fixa
e distribuigao de frequéncia dada por 4.11 com a = 0.05. Em azul estao os
valores calculados a partir das redes dos osciladores periféricos, em vermelho
estao os valores calculados a partir do das redes do hub.
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Figura 4.61 - Média e desvio padrao da (a) média da centralidade betweenness norma-

Media da Centralidade Betweenness Normalizada
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lizada e (b) didmetro das redes geradas a partir das séries temporais dos
osciladores, para uma condicdo inicial fixa e distribuicao de frequéncia dada
por 4.11 com a = 0.05. Em azul estao os valores calculados a partir das redes
dos osciladores periféricos, em vermelho estdo os valores calculados a partir
do das redes do hub.
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Para cada valor da constante de acoplamento k, serao geradas 20 condicoes inicias,
dando origem a vinte redes distintas para cada um dos onze osciladores. Calculamos
entao a média e o desvio padrao da densidade, diametro, grau médio da rede e média
da centralidade betweenness normalizada, que estao plotadas nas Figs. 4.62 e 4.63.
Estes mesmos valores de frequéncias naturais e distribuicao de condigoes inicias foi
utilizado no calculo dos indices de sincronizacao parcial em 4.16(c), onde podemos
notar que o sistema atinge o regime de sincronizacao remota em k = 0.5, chega na
regiao onde essa sincronizacao tem dependéncia em relagao as condigoes inicias em
0.575 < k < 0.625 e atinge sincronizacao global em k = 0.75. Podemos notar nas
Figs. 4.62 e 4.63, que para a constante de acoplamento entre 0.575 < k < 0.625,
temos picos nos valores do grau médio, didametro e média da centralidade betweenness
normalizada e elevado desvio padrao para a maioria dos osciladores periféricos . O
grafico da densidade apresenta uma queda nos seus valores nesse mesmo intervalo

de constante de acoplamento k.
4.5.3 Conclusoes Parciais

Nesta secao, fizemos o uso da dinamica simbdlica para caracterizar a dinamica do
sistema e comparamos os resultados obtidos com os resultados das secoes anteri-
ores. A partir da série temporal x dos osciladores, foram geradas redes e medidas
como grau médio, densidade, média da centralidade betweenness normalizada e dia-
metro foram calculadas. Primeiro, mantivemos as condigoes inicias fixas e variamos
as frequéncias naturais do sistema, onde pudemos notar que as medidas do grau
médio, densidade e da média da centralidade betweenness normalizada apresentam
uma mudanca significativa em seus valores médios e alto desvio padrao para uma
constante de acoplamento muito préxima a que o sistema entra em sincronizagao
remota. Mantendo as frequéncias naturais fixas e variando as condigoes inicias, no-
tamos que todos os gréaficos analisados apresentam mudanca significativa de valor
médio e alto desvio padrao no mesmo intervalo da constante de acoplamento onde

temos a dependéncia em relagdo as condi¢oes inicias para a sincronizac¢ao remota.
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Figura 4.62 - Média e desvio padrao do (a) grau médio e (b) densidade das redes geradas
a partir das séries temporais dos osciladores, para frequéncias naturais fixas
4.12 e condigoes inicias aleatorias, dadas por uma distribui¢do uniforme en-
tre (—0.5,0.5). Em azul estao os valores calculados a partir das redes dos
osciladores periféricos, em vermelho estdo os valores calculados a partir do
das redes do hub.
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Figura 4.63 - Média e desvio padrdo da (c¢) média da centralidade betweenness norma-

Media da Centralidade Betweenness Normalizada

Diametro

04

lizada e (d) didmetro das redes geradas a partir das séries temporais dos
osciladores, para frequéncias naturais fixas 4.12 e condic¢bes inicias aleaté-
rias, dadas por uma distribui¢ao uniforme entre (—0.5,0.5). Em azul estao os
valores calculados a partir das redes dos osciladores periféricos, em vermelho
estao os valores calculados a partir do das redes do hub.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O fendémeno da sincronizagdo ¢ muito comum na natureza, podendo ser observado
nos mais diversos sistemas, como sociais e bioldgicos. Podemos definir a sincroniza-
¢do como um processo no qual um certo nimero de sistemas dindmicos, acoplados
ou conduzidos por uma for¢ca comum, conseguem coordenar alguma propriedade
dindmica. A sincronizacao remota é caracterizada pela sincronizacao de pares de
osciladores que nao estdao conectados por ligagoes fisicas ou qualquer sequéncia de
osciladores sincronizados. Este fenomeno também é comumente encontrado na na-
tureza, como em partes do cérebro. Uma abordagem para modelar o fenémeno da
sincronizac¢ao consiste em considerar cada unidade do sistema a ser estudado como
um oscilador. Um dos modelos mais difundidos no estudo da sincronizacao é o modelo
de Kuramoto, que considera cada unidade dindmica do sistema como um oscilador
de fase. Mas, no intuito de modelar a sincronizagao remota, precisa-se de um modelo
de oscilador que tenha, além da fase, a amplitude como varidvel dinamica e, por este

motivo, foi utilizado o modelo de oscilador de Stuart-Landau neste trabalho.

O uso de redes complexas para modelar fen6menos cujo sistema é composto por um
grande nimero de unidades dinamicas é muito utilizado com intuito de capturar as
caracteristicas globais deste sistema. A maioria das redes complexas utilizadas para
modelar dados experimentais tem a forma de redes livre de escala, onde apenas
alguns nés contém a maioria das ligacoes. As redes do tipo estrela sao uma das
principais constituintes das redes livres de escala e o estudo das propriedades podem
prover uma compreensao significante no entendimento da sincronizacao em redes

maiores. Por este motivo, foi utilizado neste trabalho redes do tipo estrela.

Apresentamos inicialmente dois modelos de osciladores, os modelos de Kuramoto e
de Stuart-Landau. Foi mostrado que o primeiro é um caso limite do segundo, quando
passamos a ter uma amplitude fixa e apenas a fase passa a ser variavel dinamica
do sistema. A primeira parte desta pesquisa foi o estudo analitico da dindmica de
uma rede do tipo estrela utilizando o modelo de oscilador de Stuart-Landau. Neste
estudo, todos os osciladores periféricos tinham a mesma frequéncia natural, que
diferia apenas da frequéncia natural do oscilador central. Encontramos de maneira
analitica o ponto de equilibrio do sistema, sendo que este é tnico, e vimos que
neste ponto, o sistema se encontra estacionario, nao oscila. Também foi calculada a
regiao no espaco de parametros onde este equilibrio é estavel. Mais adiante, foram
encontradas as condigoes para que o sistema entrasse em sincronizagao global, sendo

possivel entao desenhar o diagrama de bifurcagao do sistema. Uma regiao se destacou
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neste diagrama, como nao pertencendo nem a regiao de sincronizac¢ao e nem a regiao
de equilibrio estavel. Foi mostrado numericamente que é nesta regiao que o sistema

entra em sincronizagao remota.

Posteriormente, passamos a tratar este sistema numericamente para investigar a
influéncia das condic¢oes iniciais e das frequéncias naturais dos osciladores na sin-
cronizagao do sistema. Numa primeira abordagem, fixamos as condig¢des inicias e as
frequéncias naturais dos osciladores periféricos, e variamos apenas a frequéncia do
oscilador central. Foi possivel observar que a diferenca entre a média das frequéncias
dos osciladores periféricos e frequéncia natural do oscilador central tem um papel im-
portante na sincronizacao do sistema, tanto remota quanto global. Se essa diferenca
é muito pequena, temos a sincronizacao global do sistema para pequenas constantes
de acoplamento entre os osciladores. J& quando essa diferenca é grande, é necessaria
uma constante de acoplamento mais alta para que ocorra a sincronizacao global.
Foi constatado que para surgimento da sincronizacao remota é necessario um valor
intermediario da constante de acoplamento e de diferencga de frequéncias. Apéds isso,
fixamos a frequéncia do oscilador central e estudamos o quanto as frequéncias dos
osciladores periféricos poderiam diferir umas das outras. Vimos que quanto mais as
frequéncias dos nos periféricos se distanciam, maior é a forca de acoplamento neces-
saria para sincronizar remotamente o sistema, até que, para uma determinado valor
da diferenca entre a menor e a maior frequéncia, a sincronizacdo remota deixa de

existir e o sistema apresenta somente o fenomeno da sincronizacao global.

A maior contribuicao deste trabalho surgiu quando mantivemos as frequéncias na-
turais dos osciladores fixas e comegamos a variar as suas condigbes inicias. Obser-
vamos o fendmeno da multi-estabilidade, no sentido que o sistema atingia o estado
de sincronizagao remota para uma determinada constante de acoplamento, mas que,
ao aumentarmos este acoplamento, para alguns valores de condic¢oes iniciais, o sis-
tema perdia totalmente esse estado de sincronizagao, de maneira que nenhum par
de osciladores se encontrava sincronizado. Apds aumentarmos mais a constante de
acoplamento, o sistema voltava ao estado de sincronizacao remota para todas as
condicoes iniciais e atingia, para acoplamentos maiores, a sincronizacao global. Foi
mostrado que esse desaparecimento da sincronizacao para algumas condigoes iniciais
nao era resultado de um transiente de longo prazo e que o mesmo ocorre em redes
com um maior e um menor niamero de osciladores periféricos. Foi também observado
que os osciladores apresentam um movimento quasi-peridodico quando o sistema nao
se encontra sincronizado e quando apresenta sincronizacao remota. A tnica excegao

ocorre para oscilador central, que apresenta movimento periédico quando o sistema
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tem uma constante de acoplamento suficientemente grande para entrar em sincro-
nizagao remota mas isso nao ocorre devido as condigOes iniciais utilizadas. Quando
o sistema entra em sincronizagao global, todos os osciladores passam a exibir um
movimento periédico. Por fim, foi feito o uso da dindmica simbdlica na tentativa de
caracterizar a dinamica do sistema. Foi possivel notar que este método detectou de
modo eficiente as mudangas de comportamento apresentadas pelo sistema quando as
condicoes iniciais sao variadas. Ele foi capaz de determinar com precisao o intervalo
da constante de acoplamento no qual o comportamento do sistema apresenta sensi-
bilidade as condigoes inicias, nao apresentando sincronizacao remota para todas as

condigoes inicias.
5.1 Trabalhos futuros

Almeja-se em pesquisas futuras entender melhor as causas do desaparecimento da
sincronizagao remota pra alguns valores de condigoes iniciais em valores interme-
diarios da constante de acoplamento. Além disso, a bacia de atracdo nesta regiao
serd melhor analisada, na tentativa de determinar se ela é uma bacia fractal ou nao.
Pretende-se também fazer o uso de redes com outras topologias e utilizar os modelos

de Kuramoto com atraso e de Kuramoto-Sakaguchi.
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