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O presente problema serd identificado ao longo do trabalho como “problema or-
dinério de controle 6timo”. A deducgao de condigdes necessarias para este problema servira de base
para as generalizagdes que se processarao nos proéximos capitulos. Os fundamentos matematicos
que servirao de apoio para a dedugao foram reunidos no Apéndice A, que serd referenciado sempre

que necessario.

As condigbes necessarias apresentam-se na forma de uma regra de multiplicadores,
deduzidas com base em um teorema de fungao implicita e recorrendo-se a uma técnica de varidveis

adjuntas.

A linha de raciocinio adotada foi inspirada em Blum [9]. Entretanto, o desenvolvi-
mento aqui seguido difere daquele adotado por Blum em alguns aspectos, os quais, tomados em
conjunto, tornam os mecanismos de dedugao mais facilmente acessiveis. Isto sem comprometimen-
to do rigor matematico. Ao contrario, conforme serad defendido posteriormente, a presente dedugao

possui consisténcia matematica superior aquela encontrada em Blum.
E bom ressaltar também que alguns conceitos da andlise funcional sao utilizados
aqui naturalmente, sem se recorrer ao formalismo préprio da andlise funcional, diferentemente de

Blum. Isto torna as hipdteses aqui adotadas, de um ponto de vista conceitual, mais simples.

Algumas idéias contidas em Hestenes [40] também foram incorporadas ao desen-

volvimento.

3.2 - HIPOTESES

Para a validade dos resultados a serem deduzidos, devem ser adotadas as seguintes

hipéteses:

Hl: z;(-)(j =1,...,nz) devem ser fung¢des continuas para 7 € [to,11];

H2: up(-)(k=1,...,n,) devem ser fungdes continuas para 7 € [to,11);

H3: As fungbes f;(i = 1,...,n;) e hj(7 =0,1,...,n,), e suas derivadas parciais primeiras, sao

todas continuas em relagao a todos os seus argumentos, nos dominios considerados.
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TEOREMA 3.1:

Para que (z(-), u(-),to, 1, p) fornega um minimo local para o problema (3.1), respei-

tadas as hipéteses HI-H3, devem existir multiplicadores
Yo, Vé[yl;--';uﬂa]’:

e uma fungao vetorial
AC) 2 ()5 A 0N

tais que valem:

I
v+ | £0,  wef{o1k (3.30)
onde | - | denota a norma euclidiana, e vy representa um multiplicador associado & fungao
objetivo.
I X\(:)(i=1,...,n.) sao fungdes continuas para t € [tg, 1], com
o - af)’
(equagao adjunta) A(T) = - _5; /\(T), TE [to, t1]', (336)
af A 8fl . 8
onde {% _— z,??] (37 = Loy ng)
" oh; 1’
(transversalidade para z(to)) Alto) =+ ; v; [m)-] ; (3.3¢)
Nh /
Oh;
(transversalidade para z(t,)) A(tl) =— ; v [-8-5-(-]#)—] 5 (33d)
dh; o Ohg e . o )
onde {6:::(1!8)};':8::3-@.3) (F=1, cyniz) (t=0.1,...,n5;e=0,1);
II:
; ar)’
(equagao de controle} % A(T) = 0, TE [io,i]]', (338)
8f A afa Ghes P
onde a}u_au,— (5= Lis e Betd = Liv sili)
IV:
' < [8h:]’
(otimalidade do vetor p) ; v; [3_;;] =0, (3.3f)
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onde

U‘(-)%[U{'(-);...;U,f,‘(-)]', $ =015 o DR
P’:é[Pl";...;P,";p]', i=0,1,...,np;

KB [ o il 15 i=0,1,... 14

O porque da adogdo das expressoes (3.8) ficara claro mais adiante. Por enquanto
basta observar que a forma adotada através das expressdes (3.8) nio representa nenhuma limita-
¢30 para as variagoes ¢(-), Atg, Af), Ape (). Isto permanece garantido ainda que as fungoes
vetoriais U*(-), os vetores P! e X*, e os escalares T§ e T} sejam fixados para todos os valores de 1,

exceto um valor particular, por exemplo 1 = 0.

Devemos observar também que, uma vez fixados U'(-), X*, Ti(e = 0,1), P' e

A*(:) para i = 0,1,...,np, as expressoes (3.4a) e (3.4b) passam a representar fungdes de §;(i =
0,1,...,n4). Sejam estas fun¢bes denotadas na forma
hi = @:[Bo, B,  i=0,1,...,7; (3.9)
onde
BE(Br;...;: 8]

As expressdes (3.9) conduzirdo adiante a utilizagao do teorema de fungao implicita anunciado no

Apéndice A.

Notemos ainda que

l(po=0,8=0) L (3.10a)
| poc0,820) tj (3.100)
Nipomnipoy ~ 1 (3.10¢)
N ey DU TS [to, 21]; (3.10d)
ur) (Bo=0,8=0) Ar) =z(r), 7€llo,t]; (3.10e)
y(r0) (f0=0,6=0) = z(to) = #(t0); (3.10f)
e
ur (Bo=0,8=0) _ 2] =) (3.109)

Isto significa que

gi[0,0] = hi[z(to); z(1); to; t1; ], i=0,1,...,np; (3.11a)
























fornece um minimo local para o problema (3.1), deverd ocorrer:

na
X9 +ZU;X£ ={;

i=1

np
PO 4 2 v, P* =0

i=l

Ty
T8+ Y Wi =0

i=1

Th
T+ wli=0;
i=1

Uo(r) + i wU (T) =0, € [to, 1)

g=1
Prova:

Ora, nao é dificil confirmar que, para que

(z(-), u(-), to, t1, p)
represente um minimo local para o problema (3.1),

(80, 8) = (0,0),

tem que fornecer um minimo para
90{Bo; B]
com

gi[Bo; B] = 0, i=1,...,05.
De fato, se assim nao fosse, existiria um (Fp, ) # (0,0), com
[Bol + 18

tdo pequeno quanto se queira, tal que

90(Bo; 8] < g0[0, 0],

com

gi[Bo; B1 = 0, i=1,... ,n.

27

(3.29a)

(3.295)

(3.29¢)

(3.29d)

(3.29€)
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Voltando a nossa dedugao de condig¢Ges necessarias, observemos que, de acordo com

(3.30), se definimos

2 [R5 PLTE T UMY, A =il Lo way 05 (3.31a)
entdo teremos
O = (ni,; i j=0,1 3.31b
a—ﬁj (D'D}—(’?u’h), L)1=V,1l,...,np. ( . )
Seja agora

escolhido como

ny
n=no+ Y vim, (3.32)
i=1
com
v=/[n;.. .;Vﬂn]’

em (3.32) sendo a solugdo indicada em (3.285).

Comparando (3.316) com (3.28b), podemos escrever

S ovilmn) + (o) =0, j=1,...,m (3.33)

=1

Por outro lado, de (3.32), considerando a propriedade P3 definida anteriormente, obtemos

ny
(Bm) = (mo,my) + D vilmiumi),  G=1....,m4 (3.34)
i=1

o que comparado com (3.33) implica em

(7,m;) =0, i [ (3.35)

Consideremos agora, no lugar de (3.8), as expressoes

#(T) = n0(r) + Y _%wUr), 7€) (3.36a)
i=1

Ato = voTo + Y % T3 (3.36b)

’ =1
Aty = TOTI + Z‘T{Tf; (3.36¢)

i=l

- nh .

Ap=1P+ Y nP (3.36d)

=]

€

((r0) = y0X + Y %X (3.36¢)

131
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¢) Sao verdadeiras as expressoes

a§o| S
o = {7, 7); 3.40a
5o l0.0) (1,7} (3.40a)
93 . .
— = o p— P 2 .4 b
670 l(o,ﬁ) (7?;; ’?)) t 1! y Ry (3 0 )
0gi .
fosi L = {n;, n; =il [ . .
6'}';' (©,0) (qn 1?]): %] ) ;A (3 406)
Comparando (3.31b) com (3.40¢) vemos que
dgi 8gi oy
i = — =L TR 41
oB; l(0.0) 8v; 1(0,0) b " 4L
o que significa que a condi¢3o (3.27a) implica em
det [-—g%] £0, {(3.42a)
dg a dg; _
onde 3—7}"1_ 25y (hi=lom) (3.42b)
Ora, comparando (3.40b) com (3.35) obtemos
agi ;
— =0 = Lo i 3.4
nlon~ " " " GhEd

o que, juntamente com (3.42a), nos permite recorrer ao Teorema A.3 para deduzir como verdadeira

a expressao

4o
Sl = 3.44
7o |(0,0) i)
Por sua vez, (3.44) levada em (3.40a), fornece
(7,7} = 0. (3.45)

A equacio (3.45), finalmente, considerando a propriedade P2 anterior, implica em ser

i}, na verdade, o elemento nulo, o que resulta nas equagdes (3.29a)—(3.29d), conforme desejavamos

demonstrar.
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1:  Inclui-se entre as condigbes necessarias as expressoes (3.18), com (3.18a), em particular, ava-

liada sobre [tg, 1] ;

ui: Recorre-se & defini¢do

AC) 2 A
i=0

3.5 - COMENTARIOS

No fechamento deste capitulo, considere as seguintes observagdes a respeito dos

resultades aqui obtidos:

a) O conjunto de solugdes satisfazendo as equagdes (3.25), e o conjunto daquelas satisfazendo

b}

as equacoes (3.29), ndo sao disjuntos. De fato, pode haver casos em que uma solugao
satisfaz simuitaneamente aos dois conjuntos de equagdes. Uma situagao tipica onde isto

podera ocorrer € aquela onde estdo presentes restricoes irrelevantes.®

As solugbes que valem com rg = 1, sio geralmente rotuladas como “solugGes normais™.
Aquelas para as quais devemos ter necessariamente vy = 0, sdo conhecidas como “solugées
anormais”, para as quais a influencia do indice de performance fica descaracterizada, em
vista do anulamento de vy. O estudo da questac da “normalidade de solugdes” constitul
uma sub-drea na teoria de controle dtimo (vide, por exemplo, Hestenes [40)], pags. 270-

283).

A situagao LI, que culminou nas equag¢des (3.49), ndo € analisada em Blum [9], o que

representa uma limitagdo no desenvolvimento feito naquela referéncia.

A utilizacao das fungoes suporte w(-) e z(-) constitul um dos aspectos essenciais para

garantir a consistencia tedrica do presente desenvolvimento.

Chamamos de restrigéo irrelevante aquela que ¢ satisfeita naturalmente, quando ignorada durante a solugdo do problema.

A presenga de restrigdes irrelevantes muitas vezes sé € detetavel a posterior:.
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Encontrar valores 6timos para

(¥ ()e = 1,2);v°(-)(e = 1,2); 70; 715 723 9),

os quais denotaremos por

(z°()(e = 1,2);u°(-)(e = 1,2);t0;t1; 2, P),

tais que
halz'(t0); z* (t1); 2% (t1); 23(t2); to; th; t2; p) (4.5a)
seja minimo, com
hilz'(to); 2 (t1); 22 (t1); 2%(t2); tos tasta;p) = 0, i=1,...,np; (4.5b)
€
f(r) = flz8(7); us(7); 7], 7 € [te=1,te), e=12: (4.5¢)
onde

t.€8. CE, e=0,1,2
pERCE",;
xe(‘r) eY'C ™, TE [tc-bte}: e=1,2;

u(r) eV C E™, 7€ [te-1,te], e=1,2

Naturalmente as fungées h;(i = 0, 1,...,n4), f;(J = 1....,nz), € 0s conjuntos é.(e =

0,1,2), @, ¥ e V, continuam como antes.

Em virtude das hipoteses H4-HT7, valem para o problema (4.5) as seguintes pro-

priedades:
I ozi()i=1,...,nze = 1,2) sdo fungdes continuas para 7 € [te—1,t:], e¢=1,2;
i Hf()(] =1,...,n4;e = |,2) sdo fungdes continuas para 7 € [te-y,te], e=1,2.

Em conformidade com a Definigao 4.1, para que
(z°(-)e = 1,2);u°(-)(e = 1,2);20; 11512, P)

leve a solugao do problema (4.5), devera existir um ¢ positivo, ndo importa quao pequeno ele seja,

tal que

ho[y* (70); ¥* (71); Y2 (1) ¥P(m2); 705 713 723 4) > holzl(fo); 2t (11); 22(21); 2%(t2)i tos tasta;p),  (4.6)
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i: w*(-)(e = 1,2) s@o continuas para todo 7 € I, 2 {{te—1,t.] U ey Ube};
ii: w¥(r)(e=1,2)eV parat€ l.(e=1,2);
lii: para 7 € [te—y,te], w°(-} coincide com u?(-), e=1,2.

Note, no enunciado do problema (4.5), que os pares
[z (hu' ()] e [22()su*()]

sao tratados como se fossem independentes um do outro, exceto no que diz respeito as condigdes

de contorno (4.56), embora tenham ambos que satisfazer as mesmas equagoes diferenciais, repre-

sentadas pelas equagoes (4.5¢).%

Uma vez adotada a nomenclatura particionada, conforme as expressoes (4.4), pode-
mos recorrer ao artificio das varidveis adjuntas, como no capitulo anterior, e escrever, no lugar do

problema (4.5), o seguinte problema:

Encontrar valores para
¥¥()Ne=1,2), v()Ne=12), rf(e=0,1.2), e ¢
que forne¢am um minimo local para

ho = holy*(70); ¥' (11); ¥* (11 ); ¥ (72); 7o 71 725 4]+

+ Z{M‘“”(n)]’yf(n) ~ [ACO (7)) Y (Te1)—
C—at

- [ {eompieo + W far (47a)
sujeito a
hi = hily (70); ¥ (71); 47 (m1); 42 (72); 703 715 25 g+

i Zl{[““"')(fe)l’y’(fe) — (A (7)) 2 (rem1) -

— /Tfu {[A(e.i}(«r)]’ge(r) + [A(e’i)(T)]'ye(r)}dT} =0, S S (4.75)

2 Invocamos o leitor a observar, daqui em diante, a facilidade que a presente metodologia oferece para o tratamento de

problemas nos quais a estrutura das equagdes diferenciais mudam a partir de determinado instante. Problemas desta

natureza serdo considerados no Capitulo 6.
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FAleid)
M:[ e‘)(’re_l)]’are . 6:1,2; L:O, ].'...,ﬂh; . (4149)
3%;
OAED(r) oo _
ey = (e") ’———i = A = 95 ¥ s .
616_1 [A (Te)] aﬁ-’ ’ € 1)2, 1 0,1, PRLT Y (4 14h)
dg OAp .
e 4.14
6.3,- 6!33 ( 7)
&L(,') sUEIN(),  e=1,2 (4.145)
]
0C°(Te-1) _ y(e) — 12
—5, X, e=1,2 (4.14k)
OTe _ 1 _ _
_3—‘67 "_Te) 6_011:23 (4141)
6AP — pj 5
28 P (4.14m)

Derivando as expressoes (4.12) obtemos:

2 T
6g, dh; f‘ { } }
— =A Ao+ Az — As+ As pdr + Ag — A7 2,
3433 35, 177F + As Z{ » 4 5 paT 6 7

i,j=0, f,—.l..,n,,; (4.15a)
onde

= [331??;0)] ayf;gj) * [3?/??:"1)] 63{;;:1); 10w
2= [ | 55 [392?;2)] ay;r(s?); e
s L A;B:) )] l ¥ () + A (r ], aﬂj (4.15¢)
as = [220] | v + ey ‘9”“,, (415f)
As = (I () + A () o (4.159)
Ar = (A (7o )G (o) + [A“"‘)(re-l)]'yﬂ(re_:)} T (4.15)

Com a substituigao das expressdes (4.14), e apés alguns cancelamentos, encontramos:

—g%‘:—=A1+Az+A3+A4+A5+A5—A7‘ 4,7=0,1,...,np; (4.16a)
j

onde

ahi e, ] e5).
A= ;[W ~ [Af)(r, )] ]X( i (4.16b)
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onde

¥ = vi[z(te); (t2); to; t2; P, P e TS (4.26¢)

= z§(t1) — ze(t), [T I (4.25d)

Neste caso, o problema (4.1) pode ser interpretado como sendo o problema (3.1)
acrescido de uma quina em um instante intermediario livre, denotado aqui por t;. Sobre este ins-
tante, as varidveis de controle e as derivadas das varidveis de estado estdo liberadas para sofrer uma
descontinuidade de tamanho arbitrario. As Unicas restrigdes de contorno associadas ao instante ¢,

sdo as restrigdes (4.25d), que estabelecem a continuidade do vetor de estado neste instante.

Para o presente caso, as equacdes (4.3¢)-(4.3f), e (4.3h) assumem a seguinte estru-

tura particular:

_ o5 0w T :
Alte) = +§D vi [am(:o)] ; (4.26a)
Alt1) =n; (4.26b)
M) =mn; (4.26¢)
_ 5o, [0 T
A(tg) = j;;;, [53(12) : (4.26d)
> vy [%’l’i] = (; (4.26€)
j=0 P
onde
n = [Vn¢+l;—-'1unu,+n,]’- (426f)
As equagdes (4.31)—(4.3k), por sua vez, se escreverao:
ny
2. { [ st + G2} =0 (4.27a)
i=
Z nk{—i'k(h) o i‘,:f(h)} =i (4.27b)
k=1
e

:V‘:u{[aa‘(‘;’)] z(t )+3¢’} 0. (4.27¢)

J_



























onde

M=N+N',

e

o1 <€, e=1,... M+1.

Naturalmente, pelas hipdteses anteriores teremos

o =10

EM+1 =IN1

Correspondentemente, os conjuntos

{80,81,.. onia} e {&,..., o}

serao agrupados no conjunto

{50,51,.. .,sMH}.
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(4.34b)

(4.34c)

(4.34d)

(4.34¢)

(4.34f)

Neste ponto passamos a seguir passos analogos aos do item anterior. Comegamos por

adotar uma nomenclatura particionada para os vetores de estado e de controle, com as seguintes

definigdes:

OB R0 et (O, o=l

sao fungdes vetoriais continuas para 7 € [t._;, 1.} , tais que

(7)) = z(7), 7€ (te-1,te), sl

' (€o) = z(60);
:ne({e):z(f,), Ci= 1v|M+1}
e

zetl(g,) = z*(€.), e=1,..., M;

1

ue(_)g [Uf(‘);---;u;.(‘)]'1 e=1,..

LM +1;

oM+

(4.35a)

(4.35b)
(4.35¢)
(4.35d)

(4.35€)

(4.36a)
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obtemos, depois de desenvolvimento andlogo aos ja conhecidos:

g;; ) A1+A2+A3+A4+A5-~As, i,j:O,l,...,n,—,; (4.45.0)
onde:
M41 -
Oh; e ’ e,
A = Z [—_8:58(5 1 - [A( ’ )(‘Ee—-l)] ]X( 'J); (4'45b)
e=1 B
Ok )
s { Bml(:‘,’o)] W), }TS’ =
M = -
= Oh; e ah; et1 6h .
AB - Z{[ Is(e )}.‘E (EE) + [61‘.34-1(5 )] (Ee) o a‘fc }TJI (445d)
Oh; ;
0= { [t | o) + g B =
ho 0] @
M+1
to= 3 [ {werer [ 2 Juennar (4.450)
Finalmente, escolhendo-se, para j =0, 1,...,n;,
X(ed) = _uaL] — A€, ) & = 1M 4 1 (4.46a)
_3$C(Ee_1) e=1/y Yy '
i _ [ 0k 8
= [ 6/1 e Oh; e+l dh - :
11 = _ (‘Ec)] (&e) + [W] (£e) + =2 a&e ei= LMy (4.46¢)
I [ 0h; P41 5h :
Thpr = W]“’ o Em) + 5EM g (4.46d)
pi= aa_’;:'] : (4.46¢)
Uteid(r) = [;f] A7), rel, e=1,... M+1; (4.46f)
podemos reescrever (4.43) como
da: M+1 M+1
attAd (e,3) (e i i
56 00 eZ[X Ixt] + ETTJ + P[P+
M1
+ Z f {[U(“)(T)] [U(”)(T)]}dr L.3=1, 150085 (4.47)

Com raciocinio absolutamente andlogo ao item (4.2), obtemos como condigio neces-

saria para a solugio do problema (4.37), a existéncia de multiplicadores

70 72 e
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5.2.1 - FORMULAGCAO DO PROBLEMA

Considere o seguinte problema de controle étimo:

Encontrar valores otimos para

(y(.)a U('), T0, T1, q)v
a saber,
(I'('),’U('),ig,t]_,p),
tais que
ho[z(to); (t1); to; t1; ] (5.2a)
seja um minimo, com:
hi[z(to); 2{t1); to; t1;2] = 0, T (5.2b)
ce[e(r);u(r); 7] =0, 7€ to,t1], T8 Y (5.2¢)
e
(1) = flz(v);u(7); 7], 7 € [to,t1]; (5.2d)
onde
t. €6, C EY, e=0,1;
pEQC E™;
()€Y C E™, 1€ [to,t1];
u(t) €V C E™, 1€ [to,t1];
hi E*"s x E? x E™ +— E1, i=0,1,..., Ty,
cp : E™ x E™ x B! v— B, k= L e
fe[fii...ifa,] s E* % E™ X B! v B";
sendo 8.{e = 0,1}, @, Y e V conjuntos abertos.
Condicbes de regularidade para z(-), u(-) hi(¢ = 0,1,...,7m5), c(k = 1,...,n;)
e fi(j = 1,...,n;), ficardo estabelecidas a partir do conjunto de hipdteses que serd indicado a

seguir.



W W -
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5.2.2 - HIPOTESES

Na solugao do problema (5.2) sdo tomadas como hipdteses:
H16: Os instantes ig,t; devem satisfazer a desigualdade #; < t;;
H17: z;(-)( = 1,...,n;) devem ser fungbes continuas para todo T € [tg,1,];
H18: u;(:)(4 = 1,...,ny) devem ser fungdes continuas'para todo € [to,11];

H19: As fungdes hi(i = 0.1,...,nma) , fi(7 = 1,...,nz) , ex(k = 1,...,n.), e suas derivadas
parciais primeiras, sao todas continuas em relagio a todos os seus argumentos, nos dominios

considerados;

H20: Existe uma parti¢ao do vetor u(-) . na forma
a(-) = [a(-); 0())"
onde
Ny = N¢; Ng = Ny — N
nao necessariamente ordenada?, tal que a matriz de derivadas parclais

o o
& (&

a¢; — )
6—bj (L1=1...., N );

114

onde
ex[z;a; ;7] £ cfz;u; 7], £ S

avaliada sobre a solugao 6tima, € inversivel para todo 7 € [{q,%;].2
Com relagao as hipdteses acima devemos observar que:

a) A hipotese H20 estabelece a inversibilidade da matriz

de
ob
somente sobre a solugao do problema. Entretanto, como o determinante de uma matriz

¢ uma funcio continua de seus elementos, e considerando a regularidade das fungoes

Esta condigdo sera relaxada adiante

Isto significa que as n. componentes de b nao correspondem necessariamente as n. ultimas componentes de u
Note que a distingdo entre cx e Ex{k=1,...,nc) se faz necessaria em virtude da partigdc [a;b] ndo ser, obrigatoriamente,

ordenada em relagdo a u.
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ek =1,...,n.),* a inversibilidade da matriz

5]

continua valendo sobre uma vizinhanga da solugao 6tima;

b) Em virtude do carater primordialmente didatico do presente problema, propositadamente
nao se considera a possibilidade de ocorréncia de quinas. Posteriormente a existéncia de

quinas sera levada em consideragao.
5.2.3 - CONDICOES NECESSARIAS

Para o enunciado das condigdes necessdrias para a solu¢do do problema (5.2), con-

sidere a definicao seguinte:
DEFINICAO 5.1: (Minimo Local para o Problema 5.2)

Diz-se que
(z(),u(-), to, t1,p)

fornece um minimo local para o problema (5.2), e particularmente, que u(-) representa um controle

localmente Stimo, quando existir um € positivo, ndc Importa quao pequeno ele seja, tal que

holy(mo); y(T1); 03 713 9] = holz(to); 2(t1); tos t1; 1), (5.3)

para todo (y(-), »(-), 70, 71, q) tal que:

L y()iE=1,...,n) ev;(:)(j = 1,...,ny) satisfazem as condigdes de regularidade impostas a

z()i=1,...,n5) eu;(-)(J = 1,...,ny), respectivamente.

II:
(y(-), (), 0, 71,9)

satisfaz as restrigdes (5.2b)—(5.2d), quando em substituicao a

(2(-), u(-), to, 11, P),

com T.€68.(e=0,1); ¢g€Q; y(r)€Y, v€[n,n); e vr)eEV, T€ln,nl]

4 Naturalmente, as condigbes de regularidade de & s@o as mesmas de ¢i.


















fornecido por (5.8), encontramos

= =[] 3+ [32] [ ] wtr. € ot

@
af1’ aB1'[ee]” .
- (%] [5] =0 retwm.
Por outro lado, com base nas equagdes (5.5a) e (5.5b), deduzimos:
0B 0B 9B
=G| [2]ems [55 o
e

__|oe de o¢ [ 9
dé = [6—y]dy+ [Ea]da+ 6—ﬂ]dﬁ+ —-]dp.

A substituicio de (5.12a) em (5.12b) leva a

= {5+ 5] (@) o {[22) + 5] 3R] e
+{[ae] + 351 %]}

Ora, devido a (5.5b) devemos ter

de¢ =0,
o que, de acordo com (5.13), implica em
o __[oe)[oB]
dy ~ 0B8] ldy ]
o _ _[oe][oB].
da ~ |88 0]’
e
% _ 1] o)
dp 0B8] Lap]

As condigdes (5.14) valem para todo

(v, e, p) € Q(7),

e em particular para

(¥, @, p) = (2(7); a(r); 7).
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(5.11a)

(5.115)

(5.12a)

(5.12b)

(5.13)

(5.14a)

(5.14b)

(5.14¢)

(5.14d)
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onde,
t, € 6. C E*, e=0,1,...,.N+1;
PEQCE™;
z(r) €Y C E™, rE€ [to,tnnl;
w(r) € VCE™, € totnl;
hi : EQN+2ne o gON+2) y prey L Bl §=0,1,...,n4;
cp: E™= x E™ x E' — B!, B o g
F20fi.- i fas] : B % E™ x B v E™;
sendo 8.(e = 0,1,.... N +1),Q,Y e V conjuntos abertos.
As condigdes de regularidade para as varidveis z(.), u(-), e para as fungdes h;(i =
0,1,...,np), cx(k=1,....n) e f;(j = 1,...,n;) serao inseridas dentro do conjunto de hipdteses

que sera anunciado a seguir.

5.3.2 - HIPOTESES

Para a dedugao de condigbes necessarias para o problema (5.21) serao consideradas

as seguintes hipdteses:

H21: Os instantes t.(e = 0,1,..., N + 1) devem ser nac coincidentes, dois a dois, e satisfazer as
desigualdades
to <t. <itnt1, e=1,....N:
H22: z;(-)(z = 1,...,n;) devem ser fung¢oes continuas para todo

T € [to,tn41], TE {tl,---,tN};

com
z(to) = z*(to);
#(t.) =27 (t.); e=1,...,.N+1;
H23: w;(-\}j = 1,...,n,) devem ser fungdes continuas por partes para todo

TEe [‘to,tN+1], T ¢ {h,...,tN};
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com
u(ty) = ut(to);

u(te) = u=(te), e=1,...,N+1;

H24: As fungoes h;(i = 0,1...., ny) . fi(7 = 1.....nz) , ex{k = L.....n;) . e suas derivadas
parciais primeiras, sdo todas continuas em relagdo a todos os seus argumentos, nos dominios

considerados;

H25: A matriz de derivadas parciais

de dc ABC,‘ 2 s
[(_ﬁ] {%}i,jzau,- (TR I v i — Lo 0|

avaliada sobre a solugao (x(-), u(-)), tem posto n., para 7 € [to,tn+1)-
5.3.3 - CONDICOES NECESSARIAS

Para o enunciado das condigdes necessarias para a solugio do problema (5.21), con-

sidere a seguinte defini¢do :
DEFINICAO 5.2: (Minimo Local para o Problema 5.21)

Diz-se que

(z(:) ul-)to, ty, . - tvgr, P)

fornece um minimo local para o problema (5.21), e particularmente, que u(-) representa um controle

localmente étimo, quando existir um € positive, ndo importa quao pequeno ele seja, tal que

holy(mo); w(m1 iyt (7). y(rw syt (N s w(TvL )i Tos e Tvg ) 2

holo(to); z(t1); 2t () . ix(tn )it (n ) 2t )it e - i b P, (5.22)

para todo (y(-),v(-), 70, 71, ..., TN+1, q) tal que:

L w()i=1,...,nz) evi(:)(j = 1,...,ny) satisfazem as condigoes de regularidade impostas a

zi()i=1,...,n;) euj(-){(j =1,...,ny), respectivamente.

II:

(y(:),v(-)mo, 1y s TN, )
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satisfaz as restrigoes (5.21b), (5.21c¢) e (5.21d), quando em substituigao a
(I('):u('))tﬁatlt-- -1tN+l:p)|
com 71, € d(e=0,1,...N+1); ¢€@; ylr) €Y, 7€ [n,nu]; e vr)€eV,

TE [T[], TN+11.

III:

N+1 N

3 17 —tel + la — ol + ly(m0) — 2ol + 3 ly*(re) — 2#(t.)] + [ " lo(r) - w(n)ldr < ¢
e=0 ex=1i

To

onde w(-) representa uma fungao fixa que possui as seguintes propriedades:
i:  w() € continua por partes para todo T € It £ {[to,tn4+1]U 8 U ... Udny1 };
ii: w(r) €V parat€ Ir;
iii: parat € [to,In4+1), w(-) coincide com u(-).

Tendo como referéncia a Definigao 5.2, considere o seguinte teorema de condigGes

necessarias:
TEOREMA 5.2 :

Respeitadas as hipdteses H21-H25, para que
(z(-),ul-), to, t1, - - - tN$1.P)
fornega um minimo local para o problema (5.21), devem existir multiplicadores
Vg, V%[Ul;...;llnh]’,

e fungdes vetoriais
AC)E ()52
#() 2l (s s O

tais que se verifiquem:

vo+ vl 20, wme€ {0,1}; (5.23a)
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Para o problema (5.21), respeitadas as hipdteses H21-H25, existe um conjunto or-

denado de instantes

{€.61- . Enra1},

tal que
Eee{to.tl,...,tw.,.l}U{t’l,..., Mo e=01. M+, (5.25)
£o £ to; (5.256)
EM+1 Stng; (5.25¢)
feer <€, e=1,...,M+1; (M=N+N (5.25d)

e tal que valem as seguintes propriedades:

it m()i=1,...,n) sdo fungdes continuas para todo

TE(&&-—I*EE)» e=1,---,‘44+1:

z(&o) = z7(&o); (5.26a)
z(€e)=z7(€), e=1,... . M+1; (5.26b)
z(€.) = z* (&), para £ € {t’l ..... t‘N.}; (5.26¢)
iz w7 =1, n,) sao fungoes continuas para
7 € (Lo il 258 by wursM .13
u(§o) = u™(&o); (5.27a)
we) =u(§), e=1,... . M+1L (5.27b)
ii: Para cada valordee, e=1,..., M + 1, existe um particionamento do vetor de controle, niao

necessariamente ordenado,
a°(:) £ [a*(-); °()], (5.28a)
Npe = Np = N¢;

tal que a matriz de derivadas parciais

¢ o a ¢ .. i}
[W]’ EF}I'J ~ s W= dossastil (528b)
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hi(-) 2 k(o) i=0,1,...,n4; (5.299)
hi(-) 2 o (€e) — zE(8e),

para i=np+nj—1)+k; k=1,... ng €. =1;(j=1,...,N’); (5.29h)

Silef(r); a%(r); 7] 2 crlz(r)julr); 7], TE[€e-1,&); e=1,....M+1; (5.294)
felzo(r); u%(7); 7] & felz(r);ul(r);7], TE[€e-1née); e=1,....,M+1; (5.294)
£ €8, CE', e=0,1,..,M+1;
AR Y TS, rEhad). sl ¥+
#r)EV CBE™, veffiibdi &=l M+l
PEQC E™,
sendo &.(¢ = 0,1,...,M+1),Y, V e Q, conjuntos abertos.”

Para a defini¢ao dos conjuntos Se(e =0,1,...,M + 1), o leitor deve seguir a mesma

orientagao do item 4.3.

Considerando a inversibilidade das matrizes

[ac]s e=1'\M+]-|

be
garantida pela propriedade (iii) anterior, e o fato de serem as fungdes E;(j = e, Baie =
1,...,M + 1) de classe C', nos dominios considerados, de forma analoga a do item 5.2, pode-

mos mais uma vez recorrer ao Teorema A.]l para afirmarmos a existéncia,
para e=1,...,M+1,

de fungdes
8% = Bi[y*s a0, (5.30a)
definidas para todo (y®; a®; p) pertencente a uma vizinhanca de (2°(r); a*(7); ), tais que

cpiyt e’ Bt nl =0, L e (5.305)

O Teorema A.l garante que as fungbes Bf(k = 1,...,n,.) sdo também de classe C!, e estabelece

ainda que, dentro de uma vizinhan¢a em torno de

(z%; 0% 1) = (2°(r); 2 (T)iT),

Convidamos o leitor a notar que o desenvolvimento feito aqui se aplica, com ligeiras adaptagdes, a problemas com dinamica
fracionada. Aqui em particular temos, para e=1,...M+1; ff=f;(i=l,..,n:) e & =E(k=1,...,nc). No entanto, o desen-

volvimento se aplica a situagdes nas quais isto nao ocorre.
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CAPITULO 6

PROBLEMAS DE CONTROLE OTIMO COM DINAMICA FRACIONADA

6.1 - INTRODUCAO

Dando sequéncia ao nosso estudo, consideramos neste capitulo a solugao de proble-
mas com dinamica fracionada. Por “problemas com dinamica fracionada” queremos caracterizar
problemas de controle étimo cuja dindmica é composta por uma sequéncia de sub-problemas. Para
cada sub-problema, correspondendo a um sub-intervalo de tempo, temos um vetor de estado e
um vetor de controle préprios, os quais estdo relacionados através de um conjunto de equagdes
diferenciais, e de um conjunto de vinculos ndo-diferenciais, também préprios de cada sub-intervalo.
As dindmicas em sub-intervalos adjacentes sdo independentes umas das outras, estando amarradas
apenas através das restrigoes de contorno, podendo os respectivos vetores de estado ou de controle

ter o nimero de componentes diferente de um sub-problema para outro.

O fracionamento da dinamica em problemas de otimizagao pode surgir como uma
conveniéncia, ou mesmo como uma necessidade, seja em tratamentos analiticos, seja em tratamen-
tos numericos. Isto é particularmente verdadeiro dentro da dinamica espacial, uma vez que veiculos
espaciais estdo sujeitos a sofrer mudangas em sua configuragio ao longo de uma missdo, ou entdo,

ser obrigados a percorrer regides onde as forgas atuantes possuem caracteristicas diferentes.

Mantendo a filosofia dos capitulos precedentes, condi¢des necessarias sdo deduzi-
das por etapas sucessivas. Inicialmente superpde-se dinamica fracionada e restri¢des de contorno
miltiplo, tormando-se como base resultados do Capitulo 4. Posteriormente acrescenta-se ao pro-
blema restricdes nao-diferenciais, fazendo-se referéncia ao Capitulo 5. Por ultimo, amplia-se um
pouco a generalidade dos resultados considerando-se a presenca de instantes intermedidrios com

quinas explicitas, e a ocorréncia de lapsos de tempo. Alguns comentdrios fecham o capitulo.

6.2 - PROBLEMAS DE CONTROLE OTIMO COM RESTRICOES DE CONTORNO
MULTIPLO E DINAMICA FRACIONADA

Iniciando a consideragao de problemas com dinamica fracionada, admite-se neste
item, como ponto de partida, que restrigdes de contorno muiltiplo estejam presentes. No préximo

item o problema sera ampliado, prevendo-se a presen¢a também de restri¢oes nao-diferenciais.
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Condigoes de regularidade para os vetores de estado z¢(-)(e = 1,...,N + 1), para
os vetores de controle u®(-)(e = 1,...,N + 1), e para as fungdes h;(i = 0,1,...,nn) e ff(j =
l,...,nze;e = 1,...,N + 1), ficardo estabelecidas através das hipiteses que serao explicitadas

adiante.
6.2.2 - HIPOTESES
Com relagao ao problema (6.1), adota-se:

H26: Os instantes t.(e = 0,1,..., N + 1) satisfazem as desigualdades:

Lo Ciliny (5 (A 25 3

H2T: zf(:)(i=1,...,nze;e=1,..., N + 1) devem ser fungdes continuas para todo

Te[teﬁlute]. 6:1!__"]\!+l;

H28: uj(-)(j =1,...,n4e;e=1,..., N + 1) devem ser fun¢des continuas por partes, para todo

TE [tey, te], e=1,....N+1,;

H29: As fungbes h(i =0,1,...,n,), ffG=1... ngee=1,...,N+1)esuas derivadas parciais
primeiras, estao definidas e sao todas continuas em relagdo a todos os seus argumentos, nos

dominios considerados.

6.2.3 - CONDICOES NECESSARIAS

No enunciado das condigdes necessarias para a solugao do problema (6.1), considere

a seguinte definigao :
DEFINICAO 6.1: (Minimo Local para o Problema 6.1)

Diz-se que

(z*(Ne=1,...,N+1);u*(Ye=1,...,N + 1)ito;t1;. . .;tN41;P)
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ho = holy (7o) ' (11)s - i g™ (ra s g™ T (M )i o s T gl
M+1
+ 3 (N () — A )4 rec)-
e=1
- [ {neomyiem + ket far | (650
sujeito a
hi = Rily' (ro); ' ()i ™M () ¥ (a1 )i oi - T gl
M+1 . _
+3 {[A(e")(fe)]’w(n) — [ACD (e 1))'y* (Te-1)-
e=1
- [Te {[A“‘“(r)]’g}”(r} + [A("‘)(r)]"y"(f)}df} =1, AT T (6.55)

¥ir) = A llryviin)ir]l, 7€ [T, e=1,..., | M+ 1. (6.5¢)

No problema (6.5),
ACD(Ni=0,1,...,n5;e=1,..., M +1)
sao fungdes vetoriais continuas fixas, definidas para todo r € I.(e = 1,...,M + 1), sendo
Ieé{[te_l,te]uﬁe,lu&}, e=1,...,M+1;

conjuntos abertos.

Passo 3:

Em correspondéncia com as expressoes (4.40),(4.41) e (4.42), utilizadas na prova do

Teorema 4.2, construimos:

y(r) = (1) +¢%(r), TE[re-1,7), e=1,... M+ (6.6a)
vi(r) = 05(r) + ¢5(r), TE[m-nml,  e=1l.. M+ (6.6b)
Te = e+ AL, e=0,1,... M+1; (6.66)

qg=p+ Ap; (6.6d)
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os quais unidos compoem o intervalo [t._1,%.]. Desta maneira, enquanto tem-se
M +1 fungdes T*(.),

tem-se apenas

N +1 fungdes A°(-).

Os instantes £ interiores a cada intervalo {t._1,1.] considerado, sio instantes de quina implicita,

de modo que, & semelhanca dos resultados anteriores, deduz-se que as fungoes
AM(YNe=1,...,.N+1) e He(Ye=1,...,N +1),

sd0 continuas para todo 7 € [t.—1,%.]).
Isto completa a prova do Teorema 6.1.

6.3 - PROBLEMAS DE CONTROLE OTIMO COM RESTRICOES DE CONTORNO

MULTIPLO, RESTRICOES NAO-DIFERENCIAIS E DINAMICA FRACIO-
NADA

Conforme ja antecipado, iremos considerar agora a presenca simultinea de restri¢des
de contorno muiltiplo e de restrigdes nao-diferenciais. Com isto, chegaremos ao nivel de generalidade

que se pretende atingir com este trabalho.
6.3.1 - FORMULAGAO DO PROBLEMA

Seja o problema de controle étimo de encontrar valores étimos para
(%0408 = L oV & D= LN L0090 o) BEEED,

a saber,
(z°(Ye=1,....,.N+1)u*(He=1,...,N+1)itoits;...itN41; D),
tals que
o[z (to); 2 (81); - - @V L[ )s e P Evipa )i tos b - itvaas B (6.12a)

corresponda a um minimo, com:
hilz(to); 2 (t1); . . s 2Vt ) 2N P (g itos e - s tvespl =0, i=1,...,ma; (6.12D)

cflz%(r)ivc(r)ir] =0, TE€[teuiste], k=1,....0; e=1,...,N+1; (6.12¢)
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de maneira analoga as expressoes (5.33) do item 5.3.4, e efetua-se as mesmas passagens que no

item 5.3.4 levaram as equagdes (5.36), e que aqui levardo as equagdes:

re(r) = -[gii]'re(r) = [g‘;:]’ae(r), r el 8= Lyes M (6.15a)
[g%]’l“(r) + [gf’;:],a’(r) =0, T€[feer,&), €=1,...,M+1. (6.15b)
Passo 5 :
Define-se
X2 (8.0 o=l N4+]
e

R Gl T ST )| R TR O 8

e manipula-se os instantes de quina implicita, deduzindo a continuidade das funcdes A¢(-) e H®(:)

para 7 € [te—1,te), e=1,...,N + 1, chegando-se as expressoes (6.14).

As funcoes A®(-) e u®(-) sao obtidas através do agrupamento, sobre o intervalo

[te-1,te], de todas as fungdes T*(.) e o*(-) tais que [€x—1,&) C [te=1, te)-
Isto completa a prova do Teorema 6.2.

6.4 - ALGUMAS GENERALIZACOES ADICIONAIS

Neste item, através de algumas consideragoes adicionais, estende-se um pouco mais

a abrangéncia dos resultados anteriores.

6.4.1 - PROBLEMAS COM QUINAS EXPLICITAS ENVOLVENDO INSTANTES
INTERMEDIARIOS

A primeira consideragdo adicional a se fazer, se refere a possibilidade das restriges
de contorno dos problemas (6.1) ou (6.12), envolverem instantes de quina explicita nao coincidentes
com os instantes de mutagio da dinadmica. Na verdade, estes instantes de quina explicita podem
ser vistos como casos especiais de mutagdo, onde a dindmica do problema tem estrutura idéntica

a esquerda e a direita da mesma.
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satisfazendo as equagGes
b = 9f; _ . '
A,('r)——Z%AJ(T), r€to,ty), i=0,1,...,n4; (7.7a)
j=0 """

tal que:

I: Para todo T € [to,11] , a fungdo

HIN) 2(r)o(r)i 112 S A(r) file(r); u(r)s ), (7.78)

i=0
vista como uma fungio da varidvel v(t), atinge seu valor supremo para v(7) € U no ponto

v(r) = u(7), ou seja,
H{Mr); z(r);u(r); 7] 2 H{Mr);2(7); v(7); 7] (7.7c)

para todo u(t) €U, 7€ [to,t1);

II: Sao verdadeiras as relagdes

Ao(7) = const. <0, 7T € [to,t1]; (7.7d)
€ n
H[f\('r);r(r);u(r);rlzj Z%[w('r’);u(‘r’);‘r"]/\j(r’)d-r’. (7.7¢€)
to j=p

Além disso acontece que, se A(-), z(-) e u(-) satisfazem (7.6b), (7.7a) e (7.7¢), a fungdo Ao(-) €
constante, e a fungao H[M(7); z(7); u(7); 7] pode diferir da integral indicada em (7.7¢) somente
por uma constante. Desse modo, é suficiente verificar (7.7d) ou (7.7¢) em um iinico instante

T € [to,11]. Ou seja, no lugar de (7.7d) e (7.7¢) € suficiente verificar, por exemplo, as relagoes
Ao(t1) <0, (7.71)

H[A(t1); z(t1); u(ta);ta) = 0. (7.79)

7.4.4 - COMENTARIOS

a) Observe que, de acordo com (7.7e), descontinuidades de primeira espécie em u(-) —
em vista das propriedades de regularidade das demais fung¢des envolvidas em (7.7e) —
ndo poderdo introduzir descontinuidades em H|[ - |. Portanto, a continuidade da fungéo

hamiltoniana H esta subentendida em (7.7¢).
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Portanto, o problema nao admite solugao irregular, e devemos ter

vo=1. (8.4f)

Em vista de (8.4f), a partir de (8.4e) obtemos
cz=-1. (8.4¢)
A substituicio de (8.4¢) em (8.4d) fornece
dz4(7) [[:Eg(‘r)]z 5 1] = ¢y = const. , T € [to,ta]: (8.4h)

o que revela ser z3(-) uma fun¢io constante por partes, podendo assumir os valores das trés raizes

da equagao cubica traduzida em (8.4h).

Por outro lado, sendo za(-) constante por partes, deduzimos de (8.25) que

ul(r) =0, T€ [to,fg]. (841)

A equacao (8.41) revela que o problema ndo possui quinas implicitas. A tnica quina

possivel ocorrera em t;, o instante no qual z5(-) estd liberada para sofrer uma descontinuidade.

Considerando que

za(ty) = const. T € [to, t1];
LalT) = (8.5a)
z}(1,) = const. . T € (11, ta};
e integrando (8.21), encontramos:
zo(ty )T+ 1, T € [to, t1]):
2y(r) = (8.50)
ey(t)lr-21+1, 7€ (h,ta].
Da continuidade de z;(-) deduzimos
za(ti)ts = 23 (t)[t — 2; (8.6a)

e da equagao (8.3t), que estabelece condi¢des de continuidade para a fungdo hamiltoniana, encon-

tramos

azy(t) - [le @)l - 1] = eveattr) = [feata)? = 1] (5.6)
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sujeito a:

z1(1) - z1(0) -1 =0; (8.7b)

z1(1) = 14+ [w(7))?, re€[0,1]; (8.7¢)

devendo ser z;(-) continua para todo 7 € [0, 1] .

As custas de pequenas manipulacdes, podemos reescrever o problema (8.7) como:

Encontrar valores otimos para

(yl('), yz(')| vl(')a To, Tl)!

a saber,
(z1(-), z2(-), va(-), o, t1),
tais que
iy & -]24[:01(t1)]2 +2a(t1) (8.80)
seja um minimo, com:
by —wglte) ~zs )= L= 0; (8.85)
hy = zslia) = O; (8.8¢)
ha =ty — 1= 0; (8.8d)
hgeiiy= O (8.8¢)
f(D) =1+ Telonl (881)
29(7) = ui(r), 7€ [to,tal; (8.89)

devendo ser z,(-) e z2(-) continuas para todo 7 € [to, 1] .

O problema (8.8) estd segundo a formulagdo do item 4.3. As manipulagdes que
permitiram a passagem das equagoes (8.7) para as equagdes (8.8), estdo todas entre aquelas que

foram abordadas no item 5.5.

As condigdes necessarias para a solug@o do problema (8.8), de acordo com o Teorema

4.2, implicam na existéncia de multiplicadores

v, vew;... v,
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sujeito as restrigdes

z,(0) =0; (8.14b)
zi(r) =w(r), r€[0,1]; (8.14¢)
slzi(r)iti = ai(r) -7+ 1/220, r€[0,1]; (8.14d)

devendo ser z:{-) e ui(-) continua e continua por partes, respectivamente, para v € [0, 1].

Seguindo as idéias descritas anteriormente, com o auxilio de uma varidvel de folga,

colocamos a restri¢do (8.14d) na forma de uma igualdade. Para isto escrevemos
S =zi(r)—7+1/2=[z(7)*=0, re[0,1]; (8.14d")

tendo z(-), em principio, status de varidvel de controle.

Como ¢é tipico nas restrigoes no estado, podemos verificar facilmente que (8.14d")

viola a hipétese H25 nos sub-arcos da solucao étima nos quais (3.14d) for satisfeita na igualdade.

Contudo, sendo s[z(7); 7] continua para todo o intervalo [0, 1], z(-) pode ser tomada
como continua em [0, 1], assumindo assim status de variavel de estado, o que permitira reescrever

o problema (8.14) como:

Minimizar

1
J ,—,,if [uy(7))*dr, (8.15a)

2 Jo

sujeito as restrigdes

z1(0) = 0; (8.15h)
() =w(r), T€l0,1]; (8.15¢)
za(r) =ua(r), 7€[0,1]; (8.15d)
ei(r) =7+ 1/2=[uz(r)]* =0, refo,l]; (8.15¢)

devendo ser z,(-) e z2(-) continuas, € u;(-) e us(-) continuas por partes, para 7 € [0, 1], respectiva-

mente. Deve ser notado que z(:} esta aqui representando z(-).

Efetuando o tratamento de (8.15¢) através de deriva¢do no tempo, e apds pequenas

manipulages, podemos reescrever o problema (8.15) como:
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Encontrar valores 6timos para

(¥(-), v(-), 70, 71),

a saber,
(2(-), u(-), 0, 11),

tais que

ho = z3(t1) (8.16a)
seja um minimo, com:

hy = to = 0 (8.16b)
hy =t —1=0; (8.16¢)
hs = z4(to) = 0; (8.16d)
ha = 23(to) = 0; (8.16¢)
hs = zy(t1) — t1 + 1/2 — [z2(t1)]? = 0; (8.16f)
g1(r) = ui(7), 7€ [to,t1; (8.16g)
29(1) = us(r), T € [to,ta]; (8.16h)
8a(r) = Slu(F 7€ fto, 1) (8.161)
1 = uy(r) — 1 — 2zo(r)ua(r) =0, 7€ [to,t1]- (8.165)

As varidveis z;(-)(i = 1,2,3) devem ser continuas para 7 € [to,11], enquanto que u;(-)(j = 1,2)

devem ser continuas por partes neste mesmo intervalo.

Notemos que o problema (8.16) esta conforme a formulagao (5.21). Além disso,
¢ dey Oy
[au] [3‘151 ] 3u2} {1) 21:2(7’)}, T e [ s 1]1

o que significa que

posto {g&} =n.=1 paratodo T € [tg,11].

Supondo, por hora, que us(-) assuma somente valores finitos para v € [0, 1] — o que,
conforme concluiremos adiante, ndo é verdade — apliquemos o Teorema 5.2 para afirmar como

condigio necessaria para a solugao de (8.16) a existéncia de multiplicadores

Vo, ve ... v,
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o1 = [ (NP + [wa(r)]* - 1 =0, 7€ [to,ta]. (8.204)

O vetor de estado [z1(-); z2(+)] deve ser continuo para todo T € [tp,t1] , enquanto o vetor de

controle [u1(-); ua(-)]’ deve ser continuo por partes sobre o mesmo intervalo de tempo.
A caracteristica especial deste problema, a qual pretendemos mostrar, esta no fato

%)

ter posto n. para todo T € [tg,t1], porém com particionamentos diferentes do vetor de controle ao

da matriz

longo da trajetéria 6tima. Observe que

de _ 8c1__6_cl _ g .
[m] = (5o gun | = 2320l

€ como

ul(r) = ug(r) =1

viola (8.201), qualquer que seja 7, d¢/du tem posto 1 para todo T € [to,1].

As hipdteses H21-H25 se aplicam no caso, e o problema (8.20) se enquadra na
formulagao (5.20). Isto significa que o Teorema 5.2 se aplica, e podemos afirmar, como condigdes

necessarias para a solugao do problema (8.20), a existéncia de multiplicadores
Vo, v e ;.. el

e de fungdes vetoriais

AC) 2 Pl A0
tais que:

w+ Wl £0,  we{o1}; (8:21a)

I Ai(-)(i = 1,2) sdo continuas para todo 7 € [tg,?;], com:

M(r)=0, TE[to,t]; (8.21b)
a(r) = =\(7), T € [to,t1); (8.21c)

A1(to) = vy; (821d)
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M(ta) = —vr; (8.311)
Ai(t2) = —wo; (8.31m)
I
A7) + M(r)ui(r) =0, 7€ [to,tal; (8.31n)
A(r)+ A3(Dui(r) =0, 7€ fto,t]; (8.310)
IV: as fungoes
Hi(r) 2 3 AN (nal(r), (8.31p)
=]
¢ 3
H(r) 2 3 M(n)ek(r), (8.31g)
i=1

sio continuas para T € [to,?1] e 7 € [t1,12], respectivamente;

v1+ vagi(to) 4+ vsts(te) = 0; (8.31r)
vois(t1) + va + us{—a':}(tl) + a‘:i(tl)} + vod(t1) = 0; (8.31s)
vor3(ta) + va + veii(t2) + vri(ts) = 0. (8.31¢)

Ao resolvermos as equagdes (8.31), encontramos como unica solugao possivel:
alfr) =dr, 7E0,1];
ri(r) = 3r. t€0,1]; (8.32a)

uf(r) =32, rel01];

(22(r) =i ~P+31-7+2, re[1,2;
23(r) = -7 -5, i [l

< (8.326)
zj(r) = =P, T€[1,2);

[ ui(r) = 31— 1], T €[1,2];

J=he= % (8.32¢)
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Nos resta apenas descobrir qual é o valor étimo de &, que evidentemente devera ser

aquele que minimiza (8.37). Derivando (8.37) em relagdo a k e igualando a zero obtemos

e g (8.38a)

que de fato minimiza (8.37). Isto fornece como solugio 6tima para o problema (8.29),

n(r)=4r, rel01];

(8.38b)
w(r)=3, re€l0,1
o(r)=31-73+30-n+32, re1,2;
za(r) = R(1 -7 - §, T€[1,2); (8-38¢)
ui(r) = 3(1-r1), 7€ [1,2];
Tz % (8.38d)

que coincide com a solugao anterior, conforme desejavamos confirmar.

8.9 - COMENTARIOS

d)

Para concluir o capitulo, gostariamos de tecer os seguintes comentdrios:

E importante notar que a inclusio da expressio (8.8h) no problema (8.8), que representa
uma condic¢ao adicional obtida a partir de uma solugao irregular, ao permitir a obtengao
da solugao completa do problema, mostra que a analise de solugdes irregulares pode levar

a resultados praticos em problemas reais.

E oportuno comentar que o problema (8.14) satisfaz as hipdteses de Jacobson et al. [42].
No entanto, a solugdo do problema (8.14) nao satisfaz as condigdes necessarios deduzidas

por estes autores. A este respeito convidamos o leitor a consultar Taylor [67], onde existe

a explicacao para o fato.

Existe na literatura estudos de condigdes necessarias para problemas que nao satisfazem
as hipdteses H20 ou H25. No entanto, segundo a nossa andlise, nenhum destes resultados
leva & obtengdo da solugdo completa do problema (8.23), exceto talvez, as custas de

dedugdes complementares especificas para cada problema.

A solugao do problema (8.23) mostra que a questao do lapso de tempo pode ser utilizada

como um artificio auxiliar na obtengac da solugao de determinados problemas.
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Prova: Vide Hestenes [40], pags. 22 - 25.
A.2 - MINIMO LOCAL E MINIMO GLOBAL DE UMA FUNGAO ESCALAR

DEFINICAQ A.1:
Seja J(\) : I' C E™ —— E! uma fungao real escalar. Dizemos que o® € T' fornece um
minimo local para J(-), se existe uma vizinhanca é(¢) C I' em torno de «°
la—a®l<e, €>0,
nao importa quao pequeno seja ¢, tal que,
Jla] = J[a’] > 0, (A.5)
para todo o € &.

Se (A.5) é verdadeira para todo a € T', dizemos que «° € um ponto de minimo global

sobre T,

A.3 - CONDICAO NECESSARIA PARA A MINIMIZACAO DE UMA FUNGAO
ESCALAR SEM RESTRIGOES,

Neste item demonstra-se um teorema sobre condi¢bes necessarias para a minimizagao

de uma fungao escalar de uma varnavel escalar, sem restrigoes.

TEOREMA A.2:

Seja
J(-}:T C B' — B,

onde E' denota o espago euclidiano unidimensional, uma fungio escalar de uma varidvel escalar
continua com derivada primeira continua em I'. Entdo, uma condi¢do necessdria para que v° € T
fornega um minimo local para J(-} é que se tenha

dJ(7)

J'('y") S T 4o = {. (Aﬁ)

Prova:
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