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ABSTRACT 

Many models appropriated to the description of the 
electronic properties of doped semiconductors are investigated. In a 
rough way, the work can be subdivided into three main parts. In the 
first one we present an extensive introductory material that 
comprehends a qualitative discussion about the electronical properties 
of doped semicondutors, a description of the Mott-Bubbard-Anderson 
model, the formalism of configUrational averages of Matsubara-Toyosawa 
and the descríption of the states associated with isolated impurities. 
In this same part, we stili discuss many questions associated with 
the application of the effective mass appoximation to systems with 
many impurities, some qualitative and formal aspects about the 
electron-electron interaction, as well as some results obtained 
through preliminary models. In the second part we propose and 
analyse different models that take into account the hibridization 
between impurity and conduction states. Finally, in the third part we 
present and analyse a model basedentirely upon the bloch functions 
of the host for the description of thé eigenstatesof the system. The 
specific heat and spin susCeptibility predicted by ali these modele 
are compared with the corres ponding experimental results. 
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CAPITULO 1  

,INTRODUÇÃO  

A adição de impurezas de uma dada natureza química, mesmo 

em pequenas quantidades, a um semicondutor pode ocasionar drísticas 'al 

terações nas propriedades eletrônicas deste Ultimo. Este fato, conheci 

do desde os primórdios da física do estado sólido, se constitui na base 

da moderna tecnologia de dispositivds semicondutores. 

O grande desenvolvimento de técnicas experimentais nas rd 

timas décadas permitiu o levantamento de uma série de características mi 

croscapicas relevantes AO estudo de semicondutores dopados: em amostras 

com baixas concentrações de impurezas, medidas de emissão e absorção Oti 

ca propiciam informações sobre a posição e simetria dos estados estacio 

nírios associados a impurezas isoladas; experimentos colil ressonância mag 

nética fornecem informações detalhadas sobre a extensão espacial destes 

estados no cristal; medidas de . efeito Hall e resistividade elétrica pro 

vêem informações sobre os principais mecanismos de transporte; medidas 

de calor especifico propiciam uma boa avaliação da densidade de estados 

na energia de Fermi. Por outro lado, o progresso teórico na explicação 

destas características, a partir de primeiros principios, não tem sido 

do . mesmo nível devido is formidíveis dificuldades inerentes ao tratamen 

to de um sistema de eretrons interagentes sujeitos a um potencial não 

-periódico. Não obstante, vírios modelos foram propostos, alguns dos 

quais apresentam boa concordância qualitativa com a situação experimen 

tal. Entre estes, o modelo de Mott-Hubbard-Anderson (MHA) é o de maior 

aceitação. Este modelo, como sei .--á visto adiante, através de argumentos 

que envolvem duas bandas de impurezas no "gap" do material semicondutor, 

prevê a existência de duas concentrações criticas. A primeira (n c 
 ) se re 

— 
fere à transição metal-isolante e a segunda .(n ). â entrada do nível de 

cB 
Fermi na banda de condução do hospedeiro. Os resultados experimentais re 

lativos a diversas propriedades físicaS apresentam boa dispersão e mes 

mo ausência de características na definieão n
cB' 

Este fato, bem como ou 

trós de menor evidencia, forçam uma revisão "do papel atribuido ã banda 

de condução na definição das propriedades eletrOnius de semicondutores 

dopados. 
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O presente trabalho objetiva propor e analisar diversos 

modelos para a explicação das propriedades eletrônicas de semiconduto 

res 'dopados, nos quais e dada ênfase ao papel da rede periôdica do hos 

pedeiro. 

No Capitulo 2 e apresentado um extenso material introdu 

trio que abrange uma discussão qualitativa das propriedades eletrani 

cas de semicondutores dopados (Seções 2.2 e 2.5), uma descrição do mo 

delo MHA (Seção 2.4),o formalismo de medias configuracionais (Seção 

2.7), a descrição de estados de impurezas isoladas (Seção 2.3).e o mo 

delo qualitativo sobre o qual se assentam os cãlculos apresentados nos 

Capítulos 4 e 5 (Seção 2.6). No Capítulo 3, são discutidas diversas 

quest6es ligadas ã aplicação -  da aproximação de massa efetiva a sistemas 

com muitas impurezas (Seção 3.1), aspectos .  qualitativos e formais so 

bre a interação eletron-eletron (Seções 3.3 e 3.4), bem como diversos 

-resultados obtidos a partir de modelos preliminares (Seções 3.2 e 3.4.1). 

No Capítulo 4 são propóstos e analisados diversos modelos estabeleci 

dos a partir de um formalismo de hibridização, enquanto no Capitulo 5 

é desenvolvido um modelo que se utiliza exclusivamente das funções de 

Bloch do material hospedeiro para a descrição dos auto-estados do sis 

tema. 



CAPITULO 2  

DEFINIÇOES E CONCEITOS BASICOS  

2.1 - SEMICONDUTORES DOPADOS 

Semicondutores são materiais que apresentam um "gap" de 

energia entre a banda de condução e a banda de valência da ordem 	de 

1 eV. Desta forma, a T = OK, estes materiais, quando em estado 	puro, 

são isolantes. Â temperatura ambiente, devido á excitação térmica 	de 

elétrons da banda de Valencia para a banda de condução, apresentam pro 

priedades condutoras intermediárias entre os isolantes e os metais. Vã 

rios materiais exibem propriedades semicondutoras. Exemplos típicos são 

os elementos Si, Ge e o estanho cinza do grupo IV da tabela peri6dica, 

combinações entre elementos dos grupos III e V (Ga As, In Sb,...), bem' 

corno entre elementos dos grupos II e VI (Zn S,....) e certas ligas ter 

nãrias tais como Pb i _ x  Sn xTe e PxAs l _ x In. A adição de certos tipos, de 

impurezas a estes materiais altera significativamente suas proprieda 

des eletrOnicas, o que os aproxima dos condutores normais. 

A substituição de um átomo da rede cristalina de um 	se 

micondutor por um átomo conveniente de impureza resulta no aparecimen 

to de niveis discretos no "gap" deste semicondutor. Estes níveis, con 

forme o ãtomo de impureza possua um elétron a. mais ou a menos queoãto 

mo substituído, são denominados, respectivamente, doadores ou aceitado 

res. No caso dos semicondutores do grupo IV, um modelo simplificado pa 

ra explicar o aparecimento destes níveis considera que o ítomo de impu 

reza tende a saturar as ligações covalentes que ligam o átomo substi 

tuído com seus vizinhos na. rede. Desta forma, se a impureza e doadora, 

quatro de seus elétrons passam a ser compartilhadosemligacões covalen 

tes, enquanto o quinto passa a ocupar um estado que depende, basica 

mente, do potencial associado ao íon de impureza. Se este potencial for 

extremamente fraco, o estado fundamental associado se estenderá por vá 

rias celas unitárias da rede e sua energia se situará prOxima ao mTni 

mo da banda de condução do hospedeiro. Teremos, então, o que é conven 

-3- 
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cionalmente denominado 	um estado doador raso. Por outro lado, se o 

potencial for bastante apreciável, o estado fundamental associado será 

muito localizado e sua energia se situará em torno do meio do 	"gap". 

Nesta situação, em oposição ao caso anterior, o estado e 	denominado 

profundo. Os elementos do grupo V da tabela periõdica são exemplos de 

impurezas que dão origem a estados doadores rasos em semicondutores do 

grupo IV. O cobre e o ouro, por outro lado, dão origem a estados doa 

dores profundos nesta mesma classe de semicondutores. 

No caso de impurezas aceitadoras, a situação e inversa, 

a medida que uma das ligações covalentes fica 	incompleta. Esta liga 

ção não-saturada pode ser interpretada .  como um buraco localizado, 	o 

qualpoderáser excitado ã banda de valência se um elétron desta 	preen 

cher a ligação. De um outro-ponto de vista, podemos dizer que o buraco 

localizado consiste em um nivel eletrônico extra, não ocupado, situado 

acima do máximo da banda de valência. Desta forma, a energia de ioniza 

ção do buraco localizado e justamente a energia necessária para exci 

tar um elétron do topo da banda de valência e'este nivel aceitador. Co 

mo no caso dos doadores, os estados aceitadores podem ser rasos (situa 

dos prõximo ao máximo da banda de valência) ou prdifundos. Como exemplos 

de impurezas responsáveis por estados aceitadores rasos em semi conduto 

res do grupo IV, temos os elementos do grupo III da tabela periOdica. 

Na Seção 2.3 apresentaremos, com certo nivel de detalhes, um modelo 

para a descrição das funções de onda associadas a estados de impurezas 

rasas. 

A descrição dos estados de impureza na forma apresentada 

acima se aplica ã Situação em que a 'concentração de impurezas é extre 

mamente baixa, de . maneira que o raio de Bohr associado ao estado de im 

pureza seja muito menor que a separação média entre primeiros vizinhos. 

Com  o aumento da concentração de átomos de impureZas, as interações 

coulombianas interatOmicas passam a ser importantes, a ponto de cau . — 
sar drásticas modificações no caráter dos estados de impureza e, conse 

quentemente, nas propriedades eletrônicas do sistema. O primeiro mode 

lo para a explicação das propriedades eletrônicas .  de semicondutores do 

pados (Fowler, 1933) partia da hip5tese de que, independentemente da 
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concentração de ãtomos dopantes, os estados de impureza tanto acc ..do 

res quanto doadores, são localizados espacialmente e possuem uma ener 

gia bem definida. Desta forma, este modelo não passava de uma mera ex 

tensão do modelo para semicondutores intrTsicos, em que era considera 

da a existência de fontes adicionais de eletrons para a banda de condu 

ção (estados doadores) ou buracos para a banda de valência (estados 

aceitadores), bem como 'a de alguns mecanismos extras de espalhamento, 

tais como o espalhamento por impurezas ionizadas . (Lark-Horovitz et alii, 

1946). A concordãncia entre os resultados teóricos e os dados experimen 

tais'disponiveis era satisfatória para altas temperaturas. °modelo pre 

via uma diminuição contTnua do número de eiêtrons na banda de condução 

(ou buracos na banda de vaje.ncia) com o abaixamento da temperatura e, 

consequentemente, um crescimento ilimitado do coeficiente de Hall e da 

resistividade, os quais são inversamente proporcionais ã concentração 

de portadores. O advento de técnicas de baixas temperaturas propiciou, 

no inTcio da década de 50, a Investigação destas propriedades atê tem 

peraturas da ordem da do hélio 1Tquido. Os resultados obtidos se reve 

laram em completa disciepãncia com as previsões do modelo acima. Foi 

observado que o coeficiente de Hall, a partir de uma dada temperatura, 

passa a decrescer com a diminuição da temperatura; enquanto a resisti 

vidade tende a um valor de saturação (Hung et alii, 1950). Para a ex 

plicação destas "anomalias", vários autores sugeriram a existência de 

algum mecanismo extra de condução através dos estados de impureza,pois 

era impossTvel imaginar uma situação em que a concentração de elétrons na 

banda de condução (ou buracos na banda de valência) sofresse um aumen 

to com a diminuição da temperatura. Em particular, James e Ginzbarg 

(1953) introduziram a ideia de uma banda de impurezas formada 'a partir 

da superposição das funções de onda relativas ã coletividade de esta 

dos de impureza. Modelos fenomenolOgicos, em que era postulada a exis 

tência desta banda, tiveram grande sucesso na explicação das referidas 

anomalias e apresentaram boa concordincia com os resultados experimen 

tais em certas faixas de concentrações de impurezas (Hunget alii,1954). 

A partir de então, os trabalhos, tanto teóricos quanto experimentais, 

sObre bandas de impurezas em semicondutores dopados se multiplicaram 

rapidamentè e criaram fortes elos com outras ãreas de pesquisa. Experi 

mentalmente, observou-se que semicondutores dopados apresentam utna tran 

sição metal-isolante (MI) em função da concentração de impurezas, um fe 
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nõmeno semelhante ao observado em certos materiais cristalinos em fun 

ção da temperatura eiou pressão. Outros resultados experimentais evi 

denciaram a importancia dos efeitos:de cOrrelação (formação de duas sub 

-bandas devido interação eletron-eletron) sobre esta transição, de 

maneira que este problema passou a se ligar diretamente com os traba 

lhos de Mott (1949) e, de Maneira mais geral, com os de Hubbard (1949a) 

sobre a transição MI, devido ã correlação em sistemas cristalinos. Teo 

ricamente, foram também abordadas as questões sobre o calculo de bandas 

e a natureza dos auto-estados associados a um potencial não-peri5dico, 

questões estas diretamente relacionadas com o estudo de filmes finos,' 

metais-liquidos e vidros. Sobre"estas questões, foram particularmente 

relevantes, entre outros, os 'trabalhos de Anderson (1958), que eviden 

ciaram a possibilidade de existencia de um continum de estados locali 

zados, e os de Matsubara (1961), que desenvolveu um importante método 

para o calculo da densidade de estados associada a um potencial não-pe 

riõdico. 

2.2 - RESULTADOS EXPERIMENTAIS 

	

Nestaseção,analisaremos,brevemente o comportamento 	de. 

diversas propriedades eletranicas de semicondutores dopados em função 

da concentração de impurezas. Paralelamente, efetuaremos uma comparação 

entre os resultados experimentais e os previstos pelo modelo de banda 

rTgida. Este modelo se encontra descrito no Apêndice A. O objetivo de 

tal comparação é demonstrar que o referido modelo constitui uma õtima 

descrição do sistema para altas concentrações de impurezas. Este fato 

e utilizado em alguma parte das seções seguintes, quando discutimos o 

modelo analisado neste trabalho. 

Como mencionamos na'Seção 2.1, semicondutores 	dopados 

apresentam uma transição metal-isolante (MI) em função da concentração 

de impurezas. A forma mais natural de detectar a existencia desta tran 

sição e observar o comportamento das propriedades de transporte com a 

concentração de'impurezas,a baixas temperaturas. A Figura 2.1 apresen 

ta o comportamento dá condutividade estãtica do Si:P em função da con 

centração de impurezas. Podemos observar a existência de uma concentra 
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ção bem definida Nc , na qual a condutividade da amostra sofre uma 	va 

nação abrupta, de vãrias ordens de grandeza. Na Figura 2.2, a resisti 

vidade do Si:P e comparada com o resultado obtido atraves do modelo de 

banda rigida. Podemos observar que a concordância entre os resultados 

e bastante satisfatória para altas concentraçóes. 

0 inverso do coeficiente de Hall fornece uma medida 	da 

concentração de portadores livres na amostra. A Figura 2.3 ilustra .o 

comportamento desta propriedade para o Si :P em função da concentração 

de impurezas, bem como o comportamento previsto pelo modelo de 	banda 

rigida. Como no caso da condutividade, ocorre uma variação 	acentuada 

no comportamento da propriedade na concentração N.  A partir desta con 

centração, a concordância com o modelo de banda rígida e, novamente, 

bastante satisfatória. 

Fig. 2.1 - Valores experimentais da condutividade do Si:P 
em função da concentração de impurezas. 

FONTE: Rosenbaum (1980). 
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Fig. 2.2 - Comparação entre os valores experimentais da re 
sistividade do Si:P e os resultados obtidos atrW 
ves do modelo de banda rigida. 
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Fig. 2.3 - Inverso do coeficiente de Hall para o Si:P em fun 
ção da concentração de impurezas a 4,2k.. 

A curva tracejada representa o resultado obtido 
atraves do modelo de banda r1gida. 

FONTE: Yamanouchi (1968) e Sernelius (1978). 



A susceptibilidade de"spinupara eletrons localizados e 

muito maior que a correspondente para eletrons livres, em baixas tempe 

raturas. Desta forma, era de esperar que os resultados experimen 

tais relativos a esta propriedade, conduzissem a uma definição bastan 

te precisa do valor de N.  No entanto, como está ilustrado na ,  Figura 

2.4, a susceptibilidade muda acentuadamente de comportamento numa dada 

concentração, digamos 71-, bastante distinta da concentração Nc  observa 

da nas propriedades de transporte. Além do mais, devemos observar que 

a concordãncia com o modelo de banda rigida somente pode ser considera 

da satisfatória a partir da concentração W. Na faixa de concentrações 

compreendida entre Nc  e W, os valores experimentais são maiores que os 

previstos pelo modelo de banda rigida,o que s'ugere,em contraste com as 

propriedades de transporte, que a delocalização dos estados eletróni 

cos se processa suavemente à partir de N c . Na - Figura 2.5 e apresentado 

o comportamento da susceptibilidade em função da temperatura, para duas 

concentrações distintas. Para n < N c , observa-se um comportamento do 

tipo Curie, o que e típico de um sistema de momentos magneticos locali 

zados. Para n » N c por outro lado, a susceptibilidade apresenta um 

comportamento do tipo Pauli;_consistente, portanto,. com' as hipóteses bá 

sicas do modelo de banda rigida (vide Apêndice A). 

O calor especifico para eletrons localizados não apresen 

ta termos lineares com a temperatura. Contrariamente, eletrons deloca 

lizados exibem um calor especifico linear com a temperatura. A Figura 

2.6 ilustra o comportamento de C v/T em função da concentração de impu 

rezas. Podemos observar que a propriedade muda acentuadamente de com 

portamento numa região em torno de N c . No entanto, como no caso da sus 

ceptibilidade, os valores experimentais se mantem mais elevados que os 

presiistos pelo modelo de banda rígida, nas concentrações logo acima de 

Nc . Em altas concentrações, a concordância entre estes resultados e 

novamente bastante satisfatória. 

Os resultados acima sugerem, portanto, que em altas con 

centrnEes os Tons de impureza desempenham um papel secundário na defi 
nição das propriedades eletrOnicas do sistema. 
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Fig. 2.4 - Valores experimentais da susceptibilidade de "spin" para 	o. 
Si :P em função da concentração de impurezas a 1,1k , 4,2k e 77k. 

- A linha reta representa o resultad,o obtidos através do mo 
delo de banda rígida. 

FONTE: Quirt e Marko. (1972, 1973) e Sernel ius (1978). 
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Fig. 2.5 - Susceptibilidade de "spin" do Si :P em função da temperatura. 

- a) Amostra com 1,5 x 10 18  de P/cm 3 : A linha tracejada re 
presenta o resultado para um conjunto de momentos ma -g-
netico local izados. b) Amostra com 1,1 x 10 20  ãtomos de 
P/cm3 : A curva tracejada representa o resultado para 
um gãs de eletrons livres. 

FONTE: Ue (1971). 
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Fig. 2.6 - Valores, esperimentais do coeficiente linear do calor especi 
fico do Si:P em função da concentração de impurezas. 

A linha reta representa o resultado obtido atraves do mode 
lo de banda rigida 

FONTE: Kobayashi et ai. (1977) e Sernelius (1978). 
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2.3 - ESTADOS DE IMPUREZAS ISOLADAS EM SEMICONDUTORES 

Nos capitulos seguintes são 	apresentados vários mode 

los que se utilizam de uma representação "tight binding" para o cãlcu 

lo de bandas de impurezas. Por este motivo, nesta secção discutiremos 

algumas ideias bãsicas vinculadas ã descrição dos estados associados 

a impurezas isoladas, com ênfase no caso de semicondutores de gap in 

direto. No que se segue, e apresentada uma versão simplificada da apro 

ximação de massa efetiva para a descrição dos estados associadosa uma 

impureza monovalente doadora num hospedeiro semicondutor. Com  algumas 

modificaçaes, o mesmo formalismo e aplicãvel ao caso de uma impureza 

aceitadora. 

Para evitar complicações desnecessãrias, nos utilizare 

mos da figura de um-elétron e consideraremos que o potencial referen 

te ao cristal semicondutor pode ser modelado por um potencial peri6 

dico local V
c (rt). Nestas condições o hamiltoniano de um-eletron ê ex 

presso por 

ts2 

H = - 	72  + V c (7-. ) 4..V(1) , 
2m 

(2.1) 

onde V(7') e o potencial referente ao ion de impureza. Na ausência des 

te potencial, os Auto-estados de 	2.1 	são funções de Bloch 
n,k 	' 

as quais satisfazem a equação 

Ê- V 2  + V c ()] ipt( (7.) = E n ( -1C) 	. . 	 (2.2) 
- 2m 

Resultados experimentais acerca de impurezas monovalen 

tes rasas indicam que os estados de impureza são fracamente ligados e 

se extendem por vãrias celas unitãrias do cristal, bem como que as 

alterações produzidas pelo potencial de impurezas sobre os estados de 

valencia e condução do material hospedeiro são despreziveis. Deste fa 

to,podemos inferir que ima classe de auto-funções do Hami 1 toni ano 

2.1 deve ser composta por estados de Bloch levemente modificados e 
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que uma outra deve conter funções localizadas que representam os èsta 

do S de impureza. Como as energias destes estados estão Muito prõximas 

ã região de energias correspondentes ã banda de condução e como o po 

tencial de impureza modifica pouco as Soluções de 2.2, é plausivel 

supor que os coeficientes de maior importãncia na expansão dos esta 

dos de impureza em termos de funções de Bloch sejamos corresponden 

tes ãs funções de Bloch da banda de condução. Em outras palavras, es 

ta hipStese equivale a admitir.que o potencial de impureza é suficien 

temente fraco para que a taxa de transições interbandas possa ser 

desprezada. Nestas condições: 

(1)() = 	1Pc,t(), 	 (2.3) 

onde 4(7.) denota a função de onda correspondente a um dos estados de 

impureza e tp c, (r),as funções de Bloch correspondentes banda de con 

dução do hospedeiro. 

Como a função que descreve o estado de impureza é loca 

lizada,.a velocidade de grupo do pacote de ondas representado 	por 

2.3, deve ser. nula. Desta forma, observando que a velocidade de 	um 

elétron que ocupa um estado 1p c,&) é proporcional a vt E c (t), é piau 

sível supor que os coeficientes a(t) em . 2.3, apresentam valor apre 

ciãvel somente em torno dos pontos.t oi  para os quais 

v-r> E c (t)1 	= O . 	j-..,  1, 2, ..., v. 	 (2.4) 
toj  

Como afirmamos anteriormente, as energias dos estados de impureza são 

muito prõximas ãs energias correspondentes aos mTnimos da banda de 

condução. Desta forma, desprezaremos a influência dos pontos de cela 

ou mãximos que. eventualmente existam na primeira zona de Brillouin 

do hospedeiro, de maneira que v, na Expressão 2.4, representa, portan 

to, o número de mínimos da banda de condução. Consideremos agora um 

conjunto de subzonas 21,o2, ...,'Qw , centradas em torno dos valores 

. definidos por 2.4. Supondo que os coeficientes a(t) possam ser oj 
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desprezados para valores de -1)<" não contidos numa dessas subzonas, a Ex 

pansão 2.3 	assume a forma: 

	

(1)(1 ) = 	43 4) 

e Q 1  

	

= 	Ï at(Zz) 	-È
2, 	

, 

a (r<") v 	c,k 
C 2 v 

(2.5) 

onde -1)< 	-é definido por {14:ir(' C Q). Substituindo 	2.5 	na equação 

de Schrbedinger para 	obtemos: 

	

(E) - 	+ 	) a, 	) 	— Crt ) = O ; 	 (2.6) 

e portanto: 

	

(E()-E) a z (tz ) + 	ap ( p ) <-1,t ,e 1N4p> = O , 	 (2.7) 

P 

devido ã ortogonalidade das funções de Eloch. Se o potencial de impu 

rezas for suficientemente fraco para que a probabilidade de ocorren 

cia de transições interminimos seja desprezivel, ou seja: 

1 -1  

	

<ÇIVIr<
1)
>12 

« 	, 	 P 	 (2.8) 
1<r(. 2, 1Viiç>1 2  

a Equação ( 2 7) poderã ser aproximada por: 

	

(E c (tz )-E) a z (rc.i ) + 	a z ( -IÇ) <tt iVirq> . = O , 	 (2.9) 

o citi2 demonstra que,nestas condições, cada m'inimo pode ser tratado inde 

pendentemente dos demais. Na representação 'de coordenadas, 2.9 as 

sume a forma: 
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a z (t-z ) .4)c 	( -rt) = 	. 	(2.10) 
2m 	 ' 

Em geral, a parte periOdica U c, t(7;) das funções de Bloch varia 

com t". 	Assim, 	para -r< 	pr-Oximo a 	k o . 	(j =1, 	2, 	.. 
. 	J 

it 
11)c,t (r) 	= e  

= 	e 0.). 
J 	() 	 • 

Substituindo a 	Expressão 	2.11 	na 	2.10 	obtemos: 

"f1 2  — V2  + Vc (it ) 	V() 	Fi (1.:) 	= 	, 	= 
2m 	 ° ,3 

onde: 

-4- 	-4- 	4- 
(k 	k o  .)• r F4) . 	 e 	j 	j 

J 	J 

ti 

é definida como a funçào envelope correspondente ã subzona 2 3.. 

pouco 

(2.11) 

, 

(2.12) 

(2.13) 

Anali 

sandoa-~ . 2.13,,,podemosobservarqueasfunçõesF.(r) va 
riam suavemente com ít, numa distãncia comparãvel ao parãmetro de rede, 

uma vez que as mesmas contém somente ondas planas de grande comprimen 

to de onda. 

Fazendo uso da periodicidade de E(t),  pode ser demons 

trado que: 

E(-iV) 	= Ec ( - ) 	 (2.14) 

E 	
o 

c (-iV) Fy) 1p c, t_ (it. ) . 	(È) E c (t oi -iV) Fi (7). 	(2.15) i 	, 9i  
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Substituindo 2.15 em 2.12, obtemos 

(E (oj t . - iv) + V(7-.) - E) F(È) . O, 	j 	1, 2, ..., v. (2.16) c 	. 	 J 

Comoobservamosanteriormente,asfunçõesF.), por hipótese, variam 

suavemente com 	Desta forma, E(01._  r.: - - iv) em 2.16 pode ser aproxima 
c 

da pelos primeiros termos de sua expansão numa serie de Taylor em tor 
— 

no de o que resulta numa equação de massa efetiva para cada fun 

ção envelope. 

Do exposto acima, fica claro que, dentro da aproximação 

de que o potencial seja suficientemente fraco para que a taxa de tran 

sição intermTnimos seja desprezTvel, cada uma das funções 

(2.17) 

e uma auto-função do Hamiltoniano 2.1. Na maioria das aplicações prâti 

cas (p.ex.; Si e Ge), os mTnimos da banda de condução do material hos 

pedeiro ocupam posições equivalentes na primeira zona de Brillouin, de 

maneira que as Auto-funções 2.17 apresentam a mesma energia, ou seja, 

existem v soluções degeneradas para cada Auto-valor de 2.1. 

Para finalizar a formulação do problema, resta estabele 

cer uma forma apropriada para o potencial V( -rt) associado ao Ton de im 

pureza. A grandes distâncias do centro de impureza, isto é, distâncias 

vãrias vezes maiores que o pargmetro de rede, o Ton de impureZa 	pode 

ser modelado por uma carga positiva pontual, que produz um 	potencial 

coulombiano "enfraquecido" pela polarização do semicondutor, ou seja 

e2  
V(r) 	 (2.18) 

Kr 

onde K -é a constante dieletrica estâtica do semicondutor. Próximo 	ao 

centro de impureza, o potencial assume uma forma complexa, a qual depen 



de da distribuição dos eletrons das camadas internas do átomo de impu 

reza. Desta forma, quando o estado fundamental se estende por várias 

celas unitárias, como no caso de impurezas rasas, o potencial . 2.18 é 

apropriado para a descrição de F i (rt) praticamente em toda região em 

que esta apresenta valor apreciável, com exceção de uma pequena re 

gião em torno da origem (centro de impureza).. 

A aplicação do formalismo acima aos estados associados a 

urna impureza rasa num semicondutor de "gap" direto (minimo em TC=0) re 

sulta nas seguintes equaçaes: 

Er') = Fo ( -È) Uc,0 (t), 	 (2.19a) 

(- 	V2  - 	Fo (g) . (E- E(0))  F)  
2m* 	Kr 

onde: 

1 . 1 	(
.â2 E

c
(i.%) 

	

) 	a = x,y ou z. 	 (2.19c) 
m* 	112 	âk2 

a 	tc=0 

A Equação 2.19b e a equação de Schrbedinger para um "átomo de hidroge 

nio ficticio, cujo elétron possui massa m* e carga e/K. Consequentemen 

te, o espectro de auto-energias e dado por: 

E = E (0) -
1 	m* e4 	

n=1,2, ... 	 (2.20) n 	c 	2 	n2  11 2  K 2  

A função envelope correspondente ao estado fundamental e expressa por: 

1  	 
e-r/a* F0 (r) 

 - 
	 (2.21) 

. (11-  a* 3 ) 1 1 2  

onde a* e o raio de Bohr efetivo 
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a* = 	K . 

e 2  

No caso de semicondutores de "gap" indireto, a aplica 

ção do formalismo de massa efetiva exige um conhecimento detalhado 

do cómportamento da banda de condução pr6ximo aos seus mínimos. 	A 

banda de condução do Si apresenta seis mínimos equivalentes, 	os 

quais estão situados nos pontos (±k 0 ,0,0), (0,±k 0 ,0) e (0,0,±k 0 ). O 

valor de 1( 0  é dado aproximadamente, por 

, 3 	2ff 	4.71  
N. 0 - 	 (2.22) 

4 a 	a 

onde a é o lado da cela cúbica convencional para o Si. Através 	de 

experimentos de ressonãncia ciclotron, foi constatado que, prOximo 

aos mínimos, as superfícies ,de energia constante são elipsoidais.To 

mando o eixo k
z 
na direção de um mínimo qualquer, a relação de dis 

persão pr6xima a este mínimo é expressa por: 

E(t) . E ot 	4.  112 
	(k z  - k0)2 
	k2 	k2 

 

c o/ 	( 	
x 	) 	 ( 2.23) 
m
t 

onde: 

m = 0
'
9163m 

e 

mt = O '
1905m 

são, respectivamente, e massa efetiva longitudinal e "transversal. 

Nestas condiOes, a equação de massa efetiva para a função envelope 

correspondente a este mínimo particular é dada por: 

I"F(  71 2 	1 	â2 	1  

	

••• ••-... ( — -------, + .--•-- (— -I- --» ''. --..- 	r) = (E-Ec (k 0 )) F(r). 
2 	m 	z2 	..,, 	N,,2 	ay2 	Kr 

- 	t 	ffit '" 	 (2.24) 
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As equações relativas aos demais m -inimos podem ser obtidas a partir de 

2.24, 	permutando 	as coordenadas x, y, z. Como ressaltamos ante 

riormente, devido 	simetria, estas equações apresentam o mesmo espec 

tro de autovalores. Assim, tem-se seis autofunções 

F(i) 	(7; ) 11)c,k• 
oi 

de 	2.1, para cada Autovalor de . 2.24.. No entanto, através de teo 

ria de grupo elementar, pode ser demonstrado que apenas um conjunto li 

mitado de combinações lineares 

6 	„N 	. 
(7,- ) = 	(XY') Fi(r) 	C,k0-(r) 	

(2.25) 
j="I 	 j 

satisfaz as condições de simetria impostas pelo problema. 	Kohn 	e 

Luttinger demonstraram que os coeficientes correspondentes ao 	estado 

fundamental degenerado são os seguintes: 

et ( i) , 	 1- 	(1,1;1,1,1,1), 

j 

a(2) : 	(1,1,-1,-1,0,0), 
j 	2 

a(3) (1,1,0,0,-1,-1), 
2 

(2.26) 

d( 4 ) : 	1  	(1, - 1 ,0, 0,0,0), 

 	(0,0,1,-1,0,0), 

a(6)  : 	1 	(0,0,0,0,1,-1), 
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onde j = 1,2,...,6 correspondem aos minimos (-k 0 ,0,0), (k 0 ,0,0), 

(0,0, k o ), respectivamente. 

A Solução de 2.24, correspondente ao estado 	fundamen 

tal,pode ser aproximada pela seguinte forma funcional 

1 	 x 2  + sy 2 	z' FP) -  	EXPH— 	+ --) ' 2 ) . 	 (2.?7a) 
(TI a 2 b) 112 	a' 	b 2  

Atraves de um cálculo variacional, foram obtidos os seguintes valores 

para a energia e parãmetros a e b correspondentes ao estado funda 

mental 

E 0  . -29,0 x 10 -3  ev, 

a = 25,0 x 10 -8  cm, 

b = 14,2 x 10 -8  cm, 

onde E
c (k o ) foi tomado como o zero de escala de energia. Este resulta 

do, no contexto das hipóteses acima apresentadas, independe da nature 

za do átomo de impureza. Os valores experimentais, por outro lado, pa 

ra impurezas substitucionais de p, As e Sb no Si são, respectivamente, 

-45.5, -53.7 e -42.5 meV,oque demonstra a inadequação de certas hipóte 

ses. Durante longo tempo, admitiu-se que as discrepãncias acima pode 

riam ser corrigidas através da adoção de um potencial mais realista na 

região em torno do centro de impureza. Este tipo de correção não elimi 

na a previsão de um estado fundamental degenerado. No entanto, foi cons 

"tatado experimentalmente que o estado fundamental e o primeiro e segun 

do estados excitados, associados a impurezas rasas no Si, apresentam de 

generescências 1,2 e 3, respectivamente. Este fato veio a demonstrar 

que a referida correção do potencial não era, por si só, suficiente pa 

ra reproduzir a situação experimental. No contexto do formalismo desen 

volvido acima, a degenerescência sêxtupla do estado fundamental é con 

sequência direta da Hipótese 2.8, ou seja, de que a taxa de transi 

çóes interminimos e desprezivel. Eliminando esta aproximação,obtem-se 

uma única equação de massa efetiva, a qual é expressa por: 
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t 	(E_CK-0 . - iv) - E 1- V(4 .F i (it.) = O 	 (2.27b) 
j 

Partindo desta equação, Bassani obteve 'resultados muito pr6ximos 	aos 

resultados experimentais,o que demonstra que as transições inter-minimos 

são as responsãveis por grande parte das discrepãncias acima aludidas. 

Uma anã:Use mais detalhada deste' problema, pode ser encontrada nas re 

ferências. 

Para as nossas finalidades, adotaremos, seguindo Kohn e 

Luttinger; uma abordagem extremamente qualitativa e de acordo com adis 

cussão acima jS superada, para a descrição do estado fundamental e pri 

melros estados excitados de impurezas ràsas no Si. Esta abordagem se 

sustenta em dois fatos: a energia obtida através da Equação . 2.24, pa 

ra o estado fundamental é bastante pràxima ãs'energias medidas experi 

mentalmente para o primeiro e segundo estados excitados; os estados 
-{(1)} ,  { 0 (2) , 4,(3)} e  { 1,(4) , 	4,(6) ,  .p apresentam, respectivamente, 

as simetrias observadas experimentalmente para o estado fundamental e 

primeiro e segundo estados excitados. O argumento bãsico é o de que 

entre as seis funções 4) (2" ) (t) que compõem o estado fundamental degene 
rado, a Unica que apresenta uma amplitude .finita sobre o centro de im 

pureza é 4)( 1 )09. Este estado, portanto, deve ser o'mais sensirvelãfor 

ma assumida pelo potencial na região prExima ao centro de impureza e, 

consequentemente, sua descrição exige um bom conhecimento do comporta 

mento da função envelope nesta região. Para este estado, portanto, o 

potencial na equação de massa efetiva deve ser corrigido. Por outro la 

do, como as funções de onda relativas aos outros cinco estados se anu 

Iam no centro de impureza, estes estados devem ser menos afetados pela 

forma do potencial pr5ximo ao referido 'centro,. valendo para os mesmos, 

portanto, o resultado obtido a partir do Potencial 12.18.. Esta abor 

dagem, mesmo não eliminando a degenerescência entre o primeiro e o se 

gundo estado excitadol, possui a virtude de apresentar estados com si 

1  As energias medidas experimentalmente para este-8 estados sjo muito 
pr5ximas. 
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metrias e energias prOximas a situação verificada 	experimentalmente. 

No que se segue, apresentaremos, para futura utilização, os resultados 

formais obtidos a partir desta:abordagem. 

Inicialmente, visando facilitar os calculos subsequentes, 

adotaremos uma aproximação de isotropia dos mlnimos da banda de condu 

ção, substituindo mz  e m t  em 2.24 por uma Unica massa efetiva m*. 

Desta forma, fixando o zero da escala de energia em E(k0)as  equações 

passam a ser dadas por 

(- 	V2  - 	F(7) = E F(), 	 (2.28a) 
2m* 	Kr 

	

1 	1 / 2 	-r/a" F(r) = 	 e 	H, 	 (2.28b)- 
ira' 

H 

6 

= F(r) 	a(i) 	 (2.28c) 
j=1 i 	Q i 

onde: 

* 	K  11 2 
a H  

m* e' 

O valor de m* e escolhido de tal maneira que 2.24 	e 	2.28a 	apre 

sentem a mesma energia para o estado fundamental, isto é 

2 1E 0 1 K 2 112  
M*  = 	  

e 4 

Em seguida,considerando que a Equação de Massa Efetiva • 2.28a 	e valida 

somente para 	> rs , onde 4/3 n r 3  e da ordem do volume atõmico 'do 

ion de impureza, procura-se determinar F(i--.) que satisfaça 

,2 
(2.29) 

(- 	v2  - 	F(r)  = Eexp F(-1t)  ' 	> rs ,  
2m* 	Kr 
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com a condição de contorno: 

Na equação acima. E
exp 

representa a energia do estado fundamental, me 

dida experimentalmente, para um dado tipo de impureza. Como E
exp 	

em 

geral não é um autovalor de 2.28a, é evidente que F(7) não 	pode 

ser normalizãvel, devendo apresentar uma divergência 	não-integrãvel 

em r=0. Pode ser facilmente demonstrado por substituição direta 	em 

2.29,. que, para grandes valores de r, F(7) apresenta um comportamen 

tá assint6tico da forma: 

e
-r/b* 	

(2.30) 

onde: 

b* _ ( 	h2 	) h / 2  

2m*  l Eexpl 

--
a*H 

( E 0 ) 1 /2
' Eexp 

(2.31) 

Na região 171 < r
s 

através de algumas hipõteses, pode ser demonstra 

do que a função de onda para o estado fundamental apresenta uma forma 

semelhante ao resultado'de massa efetiva. 

- F.t 
	. 
(7) J 	

oj 	
, 1 C. iPt (it ) .int(7) 	

(2.32) in 	 J N 

onde F1nt(7)  varia suavemente com 7. Impondo condições de continuida 

de entre Fint(7)  e o Resultado de 2.29 'em iri = r q' obtgm-se uma 

função evelope corrigida -, cujo comportamento qualitativo estã apresen 

tado.na  Figura 2.7. A Função 2.30 constitui uma boa aproximação 

para a função evelope corrigida na região 171 > r s . Por este motivo, 

nas aplicações das funções de Kohn-Luttinger 2.26 ao cãlculo de ban 

das de impurezas, adotaremos a Forma 2.30 como representativa da fun 

ção envelope corrigida. 
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F(lt) corrigido 

F(1- ) massa efetiva 

r
s 	

- 

Fig. 2.7 	Comportamento qualitativo da função envelope corrigida. 

2.4 - O MODELO DE MOTT-HUBBARD-ANDERSON  

O modelo de Mott-Hubbard-Anderson (MHA) e geralmente acei 

to, entre os diversos modelos propostos ate ó momento (Mott, 	1974; 

Hubbard, 1963, 1964; Anderson, 1958), como o que melhor 	descreve as 

propriedades eletrônicas de semicondutores dopados. No que se 	segue, 

discutiremos, brevemente, os principais aspectos envolvidos na formula 

ção deste modelo, para no final da seção discutirmos o modelo propria 

mente dito. Para simplificar a discussão, nos ocuparemos inicialmente 

com o caso de, impurezas doadoras monovalentes imersas num semicondutor 

dp "gap" direto. 

Como foi visto anteriormente, ,a adição de uma 	impureza 

substitucional doadora a um semicondutor resulta no aparecimento de ni 

veis discretos no "gap" deste material, logo abaixo do minimilda banda 

de condução. Em concentrações muito baixas, ou seja, quando a distãn 

cia m-édia entre primeiros vizinhos é muito maior que o raio de Bohr efe 

tivo associado ao estado fundamental de uma impureza isolada, estes es 
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tados atOmicos podem ainda ser considerados estacionãrios. Nesta situa 

ção, o espectro de auto-energias do sistema &semelhante ao de uma im 

pureza isolada, com a diferença de que .  a cada auto-energia correspon 

dem, agora, N auto-estados, ou seja os orbitais atamicos corresponden 

tes a cada uma das N impurezas. Com  o aumento da concentração de impu 

rezas, esta degenerescencia e removida devido ã interação coulombiana 

interat8mica e, no lugar de cada nTvel, teremos agora uma banda. Embai 

xas concentrações, a largura destas bandas pode ser estimada a partir 

do valor da integral de tránsferencia entre primeiros vizinhos 

0.2 	. 
1)0' ) 1--s".-  (1)(1T - R) d-È 	 (2.33) 

Kr 

onde R 	a distEncia m-edia entre primeiros vizinhos e Er), o orbital 

atamico cuja auto-energia se encontra no centro da banda em 	questão. 

Os estados excitados atOmicos apresentam maior extensão espacial 	que 

o correspondente estado fundamental, de maneira que a banda associada 

a este último estado ser ã mais estreita que as demais. As bandas mais 

largas apresentam uMa densidade de estados media menor, pois o numero 

de estados em cada banda e o mesmo, igual a 2N. Assim, a banda de im 

purezas correspondente ao estado fundamental deve . ser a de maior impor 

'alicia na definição das propriedades eletranicas que dependem da densi 

dade de estados na energia de Fermi. Com  base neste tipo de argumento, 

o modelo convencionalmente adotado considera somente a existência des 

ta banda no "gap" do semicádutor. t evidente que esta 	simplificação 

do probTema merece uma serie de considerações; no entanto, 	adiaremos 

esta discussão para o final desta seção, quando trataremos do caso de 

semicondutores de "gap" indireto. 

A introdução da interação eletron-elétron na anãlise aci 

ma altera significativamente o quadro. Em baixas concentrações, quando 

a largura da banda de impurezas e pequena quando Comparada ã energia de 

ionização de urna. impureza isolada, os estados'atõmicossão quase-estacio 

nãrios e se prestam a uma descrição do sistema em termos de taxas de tran 
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sição. Assim, podemos dizer que o processo elementar de produção depor 

tadores, ou seja, a formação de um par eletron-buraco, envolve a dupla 

ocupação de sitios,e como os estados atõmicos são localizados espacial 

mente e apresentam um tempo de vida relativamente longo, o termo de in 

teração eletron-eletron intra -sftio passa a ser relevante. Nestas con 

diçEes, ao invés da formação de uma 'única banda com 2N estados, o sis 

tema apresentara duas sub-bandas, cada uma com N estados, com seus cen 

tros de gravidade separados de uma energia (U) da ordem da interação 

elétron-elétron intra-sitio media. Em baixas concentrações, esta ener 

gia -pode ser avaliada através da diferença entre a energia de ioniza 

ção (I) e a eletro-afinidade (E) apresentada por uma impureza isolada 

na rede (Figura 2.8). 

U=E-I 

El) 	
E0+ 

Fig. 2.8 - Esquema de bandas de impurezas em baixas concentrações. 

E0 ,e a energia de ionização de uma impureza isolada na rede. 
A curva pontilhada representa a banda de condução do hospe 
deiro. 

As considerações acima implicam que, 	independentemente 

da natureza dos auto-estados do sistema, isto e, sejam eles 	localiza 

dos espacialmente ou não, em concentrações suficientemente baixas, 	o 

sistema se comportara como um isolante, com uma energia de 	ativação 

termica que e, no minimo, da Ordem do."gap"'existente entre as 	duas 

sub-bandas. O termo isolante, no contexto acima, significa que a cor 
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dutividade tende a zero com a diminuição da temperatura. Em particular, 

se os auto-estados forem estendidos, ocorrerá uma transição metal-iso 

lente (MI) com o fechamento do referido "gap". Estas considerações fo 

ram primeiramente formuladas por Mott (1956) para uma rede cúbica mono 

valente, com o intuito de evidenciar a importãncia dos efeitos de cor 

relação na explicação da tranSição metal-isolante em certos sistemas 

cristalinos. Por este motivo, transições com esta caracterlstica são 

normalmente denominadas ' transições de Mott. 

Na mesma linha de argumentos, mas de um ponto de 	vista 

coMpletamente diferente, Mott (1949, 1956, 1968) prop8s um segundo mo 

delo para a explicação da transição metal-isolante em semicondutores 

dopados. Neste modelo, considera-se que apOs a transição MI todos os 

eletrons ocupam estados da banda de condução do hospedeiro. Nestas con 

dições, como os estados de condução 'são estendidos, o principal efeito 

da interação eletron-elétron ser í o de blindar o potencial de impure 

zas. Na aproximação Thomas-Fe;-mi, o potencial atrativo associado a um 

ion de impureza terá, então, a forma de um potencial de Yukawa 

eff 	-e' 	-qr 
— e 	, 	 (2.34a) 

(r) 	Kr 

onde 

2 4ire 2  
q - 	D(EF ) 	 (2.34b) 

e D(E') e a densidade de estadospor unidade de volume na energia de 

Fermi: Este potencial, contrariamente ao potencial de Coulomb, apresen 

ta um número finito de estados ligados, ó qual depende do valor da cons 

tente de blindagem q. Como a densidade de estados na energia de Fermi 

depende da-concentração de eletrons no sistema, existe uma concentra 

ção limite 'abaixo da qual o Potencial 2.34a passa a apresentar esta 

dos ligados. Associando o surgimento destes estados com a fase isolan 

te do sistema, obtem-se a seguinte condição para a concentração criti 

ca da transição MI 
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n 1 / 3  a* " = 0 25 
c 	H  (2.35) 

onde a *  e o raio de Bohr efetivo do estado fundamental associado a uma H 
impureza isolada na rede. A Expressão 2.35 e conhecida como o critério 

de Mott para a transição Ml. Devemos observar que a transição prevista 

por este modelo e completamente distinta da prevista pelo modelo ante 

riormente descrito. Naquele caso, a transição se processa suavemente, 

sem qualquer descontinuidade no número de portadores livres no sistema, 

ao passo que'este último modelo previ uma transição abrupta, com 	des 

continuidade no número de portadores livres e, consequentemente, 	'nas 

propriedades de transporte. Esta questão e tratada detalhadamente por 

Kohn (1967). Apesar de sua simplicidade, este último modelo apresenta 

resultados bastante compatíveis com os experimentais.Na Figura 2.9 e 

apresentado um estudo comparativo, desenvolvido por Edwards e Sienko 

(1978), entre os valores obtidos através da Equação 2.35 e os respecti 

vos resultados experimentais, para vários semicondutores. 	Curiosamen 

te, como veremos a seguir, a condição para que as duas sub-bandas dis 

cutidas no primeiro modelo se superponham e aproximadamente igual 

Condição 2.35. 

Colocando em termos formais os argumentos 	qualitativos 

de Mott, Hubbard (1964) propOs o seguinte hamiltoniano para a 	descri 

ção de um sistema de átomos monovalentes, em baixas concentrações 

	

H . 	t.. a. 	a. 	+ 	n. 	n. 	, 	 (2.36) 
ija 13 la ja 	2 	ia "Ia 1-c5  

onde a
+ 

(a. 
0
) e o operador de criação (destruição) para eletrons com 

	

ia 	3 
"spinfia no estado i(j), U e o termo de correlação eletrõnica intra-ata 

mica, n ia  e o operador nãmeró de ocupação para elétrons com n spin" a no 

estado i,et 	e um elemento da matriz de transferencia. A base de au ii  

toLfunções de um elétron utilizada para a representação do hamiltonia 

no em segunda quantização e constituída por orbitais atómicos 	centra 

dos nos'sitios que compõem o sistema. Neste modelo, se dois 	elétrons 

de nspinu opostos ocupam o estado atómico relativo a um mesmo sitio, 	a 
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energia do sistema e elevada de U. Ate o presente momento se 	desco 

nhece a solução exata deste hamiltoniano. No entanto, existem 	virias 

soluções aproximadas, as quais apresentam duas sub-bandas (Hubbard, 

1963, 1964a, 1964b), como AO modelo 	discutido anteriormente,com 

seus centros de gravidade separados por uma energia da ordem de U. 	A 

Figura 2.10 apresenta um esquema-do tipo de soluções que se obtem a par 

tir do hamiltoniano de Hubbard, no que tange largura das sub-bandas 

em função da distancia media entre os ãtomos de impureza. 

—5.0 

— 5.5 

1000 

n c  aH
*

=0,26 

e 
o 
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Fig. 2.9 - Raio de Bohr efetivo em função da concentração cri 
tica para diversos materiais.. 

FONTE: Edwards et al. (1978. 
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u  
e ri er 

I 

I  

Fig. 2.10 - Largura das sub-bandas obtidas a partir do modelo de 
Hubbard em função da distancia media R entre impure 
zas. 

B e B' indicam respectivamente a largura da primeira 
e segunda sub-banda para um valor qualquer de R. 

Pode-se observar que o resultado limite para baixas con 

centraçõeS são dois níveis separados de uma energia igual a U, o que 

corresponde justamente ao esperado para uma impureza isolada. Para ai 

tas concentrações, as duas sub-bandas se superpEem completamente,o que 

tambem se espera que ocorra no sistema físico real. Desta forma, o mo 

delo de Hubbard apresenta resultados que são, a princípio, qualitativa 

mente corretos nos limites de altas e baixas concentrações. A concen 

tração crítica, na qual o "gap" entre as sub-bandas desaparece', pode 

ser obtida a partir de uma abordagem extremamente qualitativa. Para um 

semicondutor de "gap" direto, a base apropriada para expressar o namil 

toniano de massa efetiva em segunda quantização e constituida a par 

tir da função envelope associada ao estado fundamental de uma impureza 

isolada 

1 	1 / 2  -r/a*  
F0( -È) 	( 	) 	e 	H • 	 (2.36) 

*3 7r a
H 
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Nestas condições,. de acordo com as Expresses C.40 e C.26b, 	obtemos 

onde 

II 	5  v v 	--v o  , 
8 	• 

-R../a* 
= T(R

i 	 l j
) = V o (l+R../a) e 	ij 	H , 

j n 

(2.37a) 

(2.37b) 

V o  = e 2/KaA eRij  = 	- 	. 

De acordo com a Figura 2.9, se supusermos que as sub-bandas apresentam 

larguras iguais para qualquer cOncentração de impurezas, o valor de E r;  

Pode .ser, aproximadamente, expresso por 

E
G 

= U-B. 

Desta forma, a condição para o desaparecimento do "gap" é dada por 1 , 2  

B/U = 1. 	 (2.38) 

Por outro lado, considerando que dependência da largura das sub-bandas 

com a concentração de impurezas se mantém inalterada para diferentes 

valores de U, podemos estimar a largura das mesmas através da expres 

são: 

= 2Z T(R), 	 (2.39) 

i Vide -Seçao 3.4 

2  Hubbard (1964) através de um formalismo denraitos-corpos obteve V/B= 
1,15; 
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onde Z e o nUmero de primeiros vizinhos e R é a distãncia media entre 

primeiros vizinhos. Para uma rede desordenada Z = 6 e R pode ser esti 

mado através da relação:.  

4 	,R % 3 
(2.40) 

3 	2 

onde n e a concentração de impurezas. Substituindo as Equações 	2.39, 

2.37b e 2.37a na Equação 2.38, obtemos a seguinte equação transcenden 

tal: 

, (1 +R/a) 	 5/96  

cuja solução e dada por: 

R/a 94 = 4,69 . 	 (2.41) 

Através das Equações 2.40 e 2.41, obtemos 

n 1 / 3 	= 0,26 . 	 (2.42) 

0 resultado acima deve ser comparado com o critério de 

Mott, Equação 2.35. A boa concordãncia entre ambos e destes cornos re 

•ultados experimentais, no que tange ã concentração critica,coloca cer 

tas dóvidas sobre qual a figura mais apropriada para a descrição da si 

tuação ftsica próximo ã transição. No entanto, como veremos na próxima 

seção, a anãlise das propriedades de transporte evidencia urna situação 

física mais compativel com o primeiro modelo, de forma que este e nor 

malmente aceito como o mais apropriado. Mesmo assim, este fato não es 

clarece Completamente a situação, pois permanece a dúvida sobre o sig 

nificado da concentração prevista pelo critério de Mott. •E interessar 

te notar que, até os dias de hoje, encontra-se na literatura um grande 

número de trabalhos sobre a transição MI em semicondutores dopados, 

na linha do critério de Mott (Takeshima, 1978; Krieger e Nightingale, 

1971; Neethinlagarajan, 1981). Ao nosso ver, a concentração prevista 
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pelo critério de Mott não se refere 	transição metal-isolante,mas sim 

ao momento em que a banda de impurezas começa a se separar da banda de 

condução. Esta interpretação se apaia nas seguintes considerações. 	O 

modelo em questão associa o inicio da fase isolante do sistema 	ao 

surgimento de estados ligados,associados ãs diversas impurezas, 	as 

quais são tratadas isoladamente. No entanto, devido á interação coulom 

bianainteratõmica, o estado atõmico associado a uma impureza não deve 

ser estacionãrio; portanto,deve apresentar certa largura. Desta 

forma, ao invés dó surgimento de um conjunto de estados atômicos dege 

nerados, deveremos ter o surgimento de uma banda, com seus estados pos 

sivelmente delocalilados. Na Seção 2.6 retornaremos a esta questão. 

Até este ponto, não fizemos qualquer menção explicita so 

bre os efeitos ocasionados pela desordem, ou seja, pela aperiodicidade 

do potencial devida ao arranjo irregular dos ions de impureza. No en 

tanto, como veremos a seguir, estes efeitos possuem uma importáncia tão 

fundamental quanto os de correlação, na formulação de um quadro coeren 

te para a explicação das propriedades eletrõnicas de semicondutores do 

pados. 

Um sistema desordenado de impurezas e modelado, em geral, 

por um conjunto de poços de potencial de "profundidade" variável, dis 

tribufdos aleatoriamente no volume do semicondutor hospedeiro. A varia 

ção da "profundidade" dos poços e atribuída a fatores tais como a exis 

tencia de compensadores, distorções da rede, etc. Estas duas caracte 

risticas, aleatoriedade na "profundidade" e na distribuição 	espacial 

dos poços,são respectivamente denominadas 	desordem diagonal e não 

-diagonal e tem influencia direta sobre a natureza dos auto-estados do 

sistema. Acredita"-se que ambos os tipos de desordem possam causar a lo 

calização dos auto-estados do sistema. Com  relação a esta questão, fo 

ram desenvolvidos vãrios trabalhos (Kimball, 1978). Em particular, An 

derson, num trabalho datado de 1958, demostrou que os auto-estados, de 

um sistema com desordem diagonal podem ser localizados. Neste trabalho, 

o sistema foi modelado por um hamiltoniano "tight binding" de primei 

ros vizinhos: 
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H . 1 E. a+  a 	+ 1 	t... a. -!-  a. , 
ia  ia ia 	ij ia ja 

ia 	 - ija . 

i4j .  

(2.43) 

onde as energias E i  são distribuidas homogeneamente num intervalo 	de 

energias de largura W. As auto-energias correspondentes a este hamilto 

niano se distribuem numa banda, cuja largura (B) é dada aproximadamen 

te pela Expressão 2.39. Anderson adotou o seguinte critério de locali 

zação: supondo que em t = O um eletron ocupa um estado localizado ((0), 

cuja dispersão em energia e pequena quando comparada ã largura da ban 

da e centrada na energia Correspondente ao centro da referida banda, é 

calculada a média temporal de 

N ( 0) 1 4)( t)>1 2 . 

	 (2.44)- 

Se esta media for maior que zero, admite-se que o auto-estado 	corres 

pondente ao centro da banda e, consequentemente, todos os demais 	são 

localizados. A Quantidade 2.44 representa a probabilidade de que, 	de 

corrido um tempo t, o elétron ainda esteja no estado (j)(0). Utilizando 

este critério, Anderson demonstrou que para: 

>5 

todos os auto-estados correspondentes ao Hamiltoniano 2.43 são locali 

zados. A diminuição do parãmetro de rede acarreta um aumento da largu 

ra de banda, de maneira que para um dado valor do primeiro a 	relação 

acima deixa de ser satisfeita. Nesta situação, ocorre o 	aparecimento 

de uma região de estados dèlocalizados em torno da energia central da 

banda. Á extensão desta região aumenta com a diminuição do parãmetro 

de rede e eventualmente atinge toda a banda, com o completo desapareci, 

mento dos estados localizados (Figura 2.11). 
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(a) 
	

(b ) 
	

• (c ) 

Fig. 2.11 - Densidade de estados correspondente ao modelo de Anderson. 

As partes hachuradas correspondem ãs regiões de estados lo 
calizados. (a) W/B > 5; (b) W/B < 5; (c) W/B « 5. 

Os sistemas que apresentam potenciais não-periOdicos,por 

tanto, exibem uma característica completamente'nova: a possibilidade 

de que seus espectros de auto:energias . apresentem uma região continua 

em que todos os auto-estados. são localizados espacialmente. Este fato 

-introduz um novo mecanismo pelo qual uma transição metal-isolante pode 

Ocorrer, qual seja, o da passagem do áTvel de Fermi de uma região de 

estados estendidos para uma região de estados localizados. Transições 

com esta caracteristica são denominadas transições de Anderson. 

O modelo MHA consiste, essencialmente, em uma 	slntese 

dos conceitos acima discutidos. Em concentrações muito abaixo da 	con 

centração critica N c , admite-se a existência de duas 	sub-bandas de 

Hubbard no "gap" do material hospedeiro, com seus respectivos auto-es 

tados localizados. Nesta situação, a T=Ok, o sistema se comporta como 

um isolante. A temperaturas finitas, se não existem compensadores,is 

to e, impurezas aceitadoras, o sistema apresenta uma condutividade ter 

micamente ativada, atraves da excitação de eletrons da primeirasub-ban 

da para a banda de - condução. Caso existem compensadores, a energia de 

Fermi se situa pr5ximo ao meio da primeira sub-banda e, em adição ao 

processo acima, existe um segundo processo de condução, o qual se de 

pela transferencia de eletrons, ativada por f5nons, entre sltios 	sim 

plesmente bcupado's'e sitios não-ocupados. Com  o aumento da 	concentra 

ção de impurezas, as sub-bandas de Hubbard se alargam e a segunda sub 

-banda passa a apresentar uma região de estados estendidos. Nesta si 

tuação, o sistema e ainda um isolante a T=Ok: Todavia, a temperaturas 
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finitas, surge um terceiro processo de condução, o qual é devido 	ã 

excitação térmica de elétrons da primeira sub-banda para a região 

de estados estendidos da segunda sub-banda. Aumentando 	ainda 

mais a concentração, atinge-se uma situação em que o "gap" entre 	as 

duas sub-bandas desaparece. Neste ponto, se o grau de desordem 	no 

sistema for baixo, jã não mais existem estados localizados na- se 

gunda sub-banda e o sistema sofre, então, uma transição MI do tipo 

Mott. Caso contrãrio, os estados na parte inferior da segunda sub-ban 

da ainda são localizados até uma dada energia, digamos Ec , de forma 

que . a transição, do tipo Anderson, somente ocorre 	numa concentração 

mais elevada, quando o nivel de Fermi cruza a referida energia 	E. 

Em concentrações ainda mais elevadas, .o nivel de Fermi acaba "entran 

do" na banda de condução do hospedeiro; -  a partir deste instante, a 

condução elétrica ocorre somente através dos estados de condução. 

A contraposição das previsões decorrentes deste modelo 

com os resultados experimentais origina uma série de questões, algu 

mas das quais serão abordadas na Seção 2.5. 

A anãlise e o modelo discutidos acima se aplicam a um 

semicondutor de "gap" direto. No caso, de semicondutores de "gap" indi 

reto, a situação se torna bem mais complicada. As investigações sobre 

este caso ainda são bastante incipientes e raras. No que se segue,pro 

curaremos traçar wn - quadro altamente qualitativo desta situação. Como 

vimos na Seção 2.3, a adição de uma impureza a um semicondutor 	de 

"gap" indireto resulta no aparecimento de estados excitados 	degene 

radas, muito pr6xfinos do estado fundamental não-denegerado. Num siste 

ma com vãrias impurezas, estes .  estados sofrem um processo de alarga 

mento e, devido ã interação elétron-elétron intra-sitio, as bandas re 

sultantes devem se desdobrar em diversas sub-bandas. Em baixas concen 

trações, todas estas sub-bandas devem estar separadas em energia, se 

paração esta que evidentemente dependérã da ocupação média das mesmas. 

No entanto, devemos observar que a ocupação de um sitio por *um tercei 

ro elétron deve envolver uma energia possivelmente maior que 

a energia 	de ionização 	de 	uma impureza isolada, de forma que, 
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nestas concentrações, as propriedades eletrõnicas do sistema são, pos 

sivelmente, determinadas por duas sub-bandas, como no caso de semi con 

dutores de "gap" direto. Em concentrações intermediárias, o quadro de 

ve ser altamente complexo, com diversas sub-bandas se superpondo. 	Em 

altas concútrações, no entanto, o quadro poder, possivelmente, 	ser 

simples. Os resultados da Seção 2.2 nos mostram que, nestas concentra 

ções, o efeito de blindagem eletrOnica deve ser particularmente impor 

tante. Este fato nos induz a especular que, nestas concentrações, a in 

teração eletron-eletron intra-sitio e desprezivel e que o potencial 

de :impurezas e bastante fraco. Nestas condições, a figura apropriada 

para descrever a situação fisica em altas concentrações poderá, possi 

.velmente, ser a de uma única banda de impurezas superposta ã banda 

de condução. 

2.5 - CONSIDERAOES SOBRE O MODELO MHA  

Nesta seção, são 	analisados alguns resultados 	experi 

mentais ã luz do modelo MHA. Esta anãlise e seguida de um questio 

namento sobre algumas das previsões deste modelo, mais especificamente 

sobre as relacionadas com a existência de condução metãlica numa banda 

de impurezas separada da banda de condução (de valência) do material 

: hospedeiro. 

O transporte de portadores em semicondutores é governado 
por diferentes processos de condução, que dependem da temperatura e da 

concentração de impurezas. Na Figura 2.12, que apresenta o coeficiente 

de Hall e a resistividade do Ge:Ga em função da temperatura para amos 

tras com diferentes concentrações de impurezas, vãrios destes mecanis 

mos podem ser visualizados. Este tipo de comportamento e,em termos qua 

litativos, geral entre os semicondutores dopados, tanto do tipo p quan 

to do tipo n. 

Atraves da an'ãlise destas curvas, podemos observar que 

elas apresentam diferentes comportamentos para diferentes regiões 

de concentrações de impurezas. Na Figura 2.13 estio esquematizados os 

comportamentos peculiares a diversas regiões de concentração, seguindo 

uma classificação originalmente proposta por Fritzsche (1958). Nas fai 
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xas de temperaturas em que a resistiyidade apresenta um comportamento 

linear, com inclinação positiva, a condutividade pode ser modelada por 

a = ao e
-co/KT 	

(2..45) 

onde c o  representa a energia de ativação e a o 	uma constante. 	Es te 

tipo de dependc-incia da condutividade com a temperatura caracterrsti 

ca de sistemas que são isolantes a T.OK e que necessitara de urna certa 

energia de ativação para a criação de portadores livres, como por exem 

pio os semicondutores intrinsi cos, onde E 0  estg diretamente relaciona' 

da com o "gap” do material. Um mgximo no coeficiente de Hall, por sua 

vez, é-  tTpico de sistemas que apresentam condução em duas regi6es dis 

tintas. 

A interpretação destes resultados atravgs do modelo MHA 

sugere que a disposi ção das bandas de impureza, para cada uma das re 

gi3es de concentração, é: tal como esta 'esquematizado na Figura 2.14. 

Fig. 2.12 - Coeficiente de lial 1 e resisti vi dacie do Ge:Ga em função da 
temperatura. 

No lado direito de cada curva 6-  apresentada a concentração-o 
de impurezas (em an -3 ) cod.ificada na 	seguinte 	forma: 
44... 10 ),6  E 4,4 x 1016: - 

FONTE: Fritzsche et al. (11960). 



1/T 

- 40 - 

Fig. 2.13 - Comportamento esquemático do coeficiente de Hall e resisti 
vidade em função da temperatura para diversas regiões 	de 
concentração de impurezas. 	• 

I) baixas concentrações, d/a E*1  > 5; 

II) primeira região intermediária, 5 	> 3; 

III) segunda região intermediária, 3 > d/aA > 2,5; 

IV) altas concentrações, Condução metálica ná banda de im 
purezas; 

V) altas concentrações, energia de Fermi "dentro" da banda 
de condução. d e at, são, respectivamente,a distancia me 
dia entre impurezas e o raio de Bohr efetivo associaid5 
ao estado fundamental de impureza. 

Na região de baixas concentrações, I nas Figuras 2.13 e 

2.14, a•energia de ativação E 3 , que aparece em baixas temperaturas, 

e associada a processos de condução que ocorrem na primeira banda. Es 

tes processo são descritos por Mott (1947) como uma especi e de 

tunelamento de eletrons, ativado por fõnons, entre sitios simplesmente 

ocupados e sitios não-ocupados. Para a ocorrência deste tipo de proces 

sos e necessária, portanto, a existência de compensadores, de modo a 

possibilitar a existência de sitios não-ocupados (Mott et al., 1961). 

Medidas experimentais da resistividade em função da temperatura 	para 

amostras com diferentes graus de compensação corroboram este 	fato 

(Fritzsche et,a1.. 1959). Em altas temperaturas, os processos de condu 

ção são caracterizados pela energia de ativação c l , a'qual é atrfbuida 
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ã excitação de portadores do topo da primeira banda de impurezas para 

a banda de condução. Desta forma, em contraçêes Muito baixas, E l  deve 

ser da ordem da energia de iOnização de uma impureza isolada. A exis 

tincia de um único máximo no coeficiente de Hall, nesta região de con 

centrãções, corrobora a descrição acima. 

Na primeira região intermediária, II nas Figuras 2.13 e 

2.14, a presença de dois máximos no coeficiente de Hall indica que os 

processosde condução ocorrem em três bandas distintas. Em conformidade 

com este fato, a resistividade passa a apresentar três energias de 

ativação: as energias E l  e E 3  possuem o mesmo significado que no caso 

anterior, enquanto a energia de ativação E 2 , que surge nesta região, é 

associada ao aparecimento de estados estendidos na segunda banda de im 

purezas e e interpretada como correspondente ã excitação de portadores 

da primeira banda de impurezas para esta região de estados estendidos 

(Fritzsche, 1958). 

Na segunda região intermediãria, III .  nas Figuras 2.13 e 

2.14, as energias de ativação e l  e e2 são ainda observáveis. No entanto,em 

baixas temperaturas, o comportamento da resistividade muda de e-
63/kl" 

(T -1 / 4 ) 
para e 	. Este último tipo de comportamento foi orginalmente obti 

do por Mott (1971), a partir da hipiitese de que os estados na energia 

de Fermi são localizados e de que a densidade de estados nesta energia 

e apreciãvel. Com  base neste fato, aceita-se que a transição MI nestes 

sistemas e do tipo Anderson, pois a existência de uma densidade de es 

tados apreciável na energia de Fermi somente ë possTvel, de acordo com 

o modelo MHA, se as duas bandas de impurezas já. estiverem superpostas, 

como ilustrado em III na Figura 2.14. 
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Fig. 2.14 - Esquema da densidade de estados, segundo o modelo MHA, cor 
respondente ãs regiões de concentrações definidas na Figil 
ra 2.13. 

- Er  representa a energia de Fermi. Nas regiões hachuradas 
o§ estados são localizados. 
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De acordo com a interpretação acima discutida, portanto, 

a transição MI e caracterizada pelo desaparecimento da energia de ati 

vação 62, com a passagem do nivel de Fermi para a região de estados es 

tendidos da segunda banda. Na região de concentrações, logo após a con 
centração critica nc' IV nas Figuras 2.13 e 2.14, observa-se com efei 
to o desaparecimento de e 2 , com a resistividade assumindo um comporta 

mento tipico de metais, isto e, descrecente com á diminuição da tempe 

ratura. No entanto, a persistência de um mãximo no coeficiente de Hal'', 

bem como a de uma pequena região linear com inclinação positiva na re 

sistividade, ambos em altas temperaturas, sugere que, nesta região de 

concentrações, as bandas de condução e impurezas (segunda banda) este 

iam ainda separadas. A existência destas caracteristicas é interpreta 

da como sendo devida ã excitação de portadores entre regiões de baixa 

e alta mobilidades, correspondentes, respectivamente, ã segunda banda 

de impurezas e ã banda de condução. A concentração n cb  em que estas 

particularidades no coeficiente de Hall e na resistividade desaparecem 

completamente e, então, interpretada como o inicio da região metãlica 

propriamente dita, V nas Figuras 2.13 e 2.14, em que o nivel de Fermi 
passa a se posicionar numa região cujos estados pássuem todas as carac 

teristica -s dos estados da banda de condução do hospedeiro (Fritzsche, 

1978). 

Esta concepção de uma banda de impurezas separada da ban 

da de condução, que apresenta condução metãlica tem, no entanto, sido 

questionada por diversos autores (Sernelius e Berggren, 1978e Fritzsche, 

1978). A base de tal questionamento estã na anãlise de outros' resulta 

'dos experimentais. Como foi visto anteriormente, as medidas experimen 

'tais de calor especifico, susceptibilidade magnetica de "spin" e"knight 

shift" apresentam para n » n c  um comportamento semelhante ao que se 

esperaria se todos os eletrons de impureza estivessem ocupando estados 

da'banda de condução; para n n c  apresentam um crescimento "anómalo". 
No entanto, este comportamento anômalo não desaparece ou muda abrupta 

mente em qualquer concentração particular, como por exemplo n cb , mas 

simplesmente desaparece suavemente ã medida que n se distãncia de n c . 

Desta forma, a anãlise destas pPopriedades não oferece qualquer demar 

cação clara que permita identificar, de forma inequivoca, a concentra 
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ção n
cb 

em que a energia de Fermi supostamente "entra" na banda de con 

dução. Mesmo a tentativa, um tanto otimista, 'de definir n cb  como a con 

centração em que estas propriedades, passam a apresentar um comportamen 

to semelhante ao esperado se todos os eletrons de impureza estivessem 

ocupando a banda de condução, leva a uma discrepãncia muito grande en 

tre os resultados (Fritzsche, 1978). Por outro lado, as evidencias ex 

perimentais sobre a existência de n cb , advindas da análise das proprie 

dades de transporte (efeito Hall e resistividade) como discutido acima, 

não são irrefutávels. Kurosawa (1977), por exemplo, demonstrou ser pos 

sivel explicar o máximo no coeficiente de Hall e o crescimento da re 

sistividade aludidos acima sem a hipótese de uma banda de impurezas se 

parada da banda de condução (Kurosawa et alii . , 1977). Além do mais, me 

didas de pieicrresistencia/birrefringencia na fase metálica do Ge:As e 

Ge:Sb demonstram que os portadores possuem massas efetivas com a mesma 

anisotropia que os minimos da banda de condução até concentrações bas 

tante préximas de n c , o que reforça em muito a tese de que não existe 

uma banda de impurezas completamente separada da banda de condução em 

concentrações logo acima de n c  (Cuevas et alii, 1965). 

As consideraçoes acima sugerem que ó conceito de uma ban 

da de impurezas metálica, completamente separada da banda de condução 

do material hospedeiro, e um tanto otimista. Este fato foi o motivador 

da maior parte dos trabalhos desenvolvidos'nesta tese, nos quais procu 

ramos avaliar as consequências de modelos que levam em consideração a 

hibridização entre os estados de impurezas e a banda de condução do hos 

pedeiro.. 

- O MODELO PROPOSTO  

Na Seção 1.2 procuramos ressaltar a boa 	concordánci a 

existente, em altas concentrações, entre as previsões do modelo de ban 

da rígida e os dados experimentais relativos a umaamplagamade proprie 

dades de'semicondutores dopados. Este fato, contrastando com a situa 

ção em baixas concentrações, demonstra que, em altas concentrações, o 

potencial de impurezas apresenta pequena influencia sobre as proprieda 

des eletrônicas do sistema, as quais passam a ser determinadas, basi 
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camente, pelo potencial periódico da rede hospedeira. Ao nosso ver, es 

ta acentuada diminuição na efetividade do potencial de impurezas com o 

aumento da concentração se dáe, fundamentalmente, ã blindagem eletr6 

nica, a qual tem sua origem na interação entre eletrons que ocupam es 

tados delocalizados próximos ã energia de Fermi. 

Estas observações e hipóteses nos levam a considerar G 

seguinte modelo conceituai. No regime de baixas concentrações, o poten 

cial associado a uma única impureza apresenta um número infinito de es 

tados ligados. A cada estado ligado corresponde um banda. Devido in 

teração eletron-eletron intra-sítio, as bandas correspondentes aos ní 

veis excitados devem apresentar um baixo 'índice de ocupação, de manei 

ra que somente a primeira banda possui relevância. Nesta faixa de con 

centraçóes, portanto, o modelo MHA, com duas sub-bandas de Hubbard no. 

"gap" do semicondutor, . constitui 'eventualmente uma boa descrição 

da situação física. Após a concentração crítica n c , quando a 	energia 

de Fermi passa a se situar numa .  região de estados estendidos, a blinda 

gem do potencial de impurezas passa a crescer com a concentração. Nes 

ta situação, o potencial associado a uma única impureza passa a 	apre 

sentar um número finito de ,estados ligados, número este que 	diminui 

com o aumento da concentração de impurezas. Alem do mais, as energias 

de ionização destes estados passam a ser cada vez menores, o que favo 

rece a superposição das diversas bandas de impurezas entre si e destas 

.com a banda de condução do hospedeiro. Desta forma, numa certa faixa 

de concentração acima da concentração crítica, sobrevem uma situação 

possivelmente bastante complexa, a qual depende da inter-relação entre 

a interação eletron-elétron intra-sitio e a blindagem eletrônica. 	Fi 

nalMente, a partir de uma dada concentração, o potencial associado 	a 

uma única impureza passa a não mais apresentar estados ligados,e o sis 

tema ingressa num regime assintoticamente descrito pelo mo 

delo de banda rígida. 

As consideraçôes acima implicam A existencia de uma cer 

ta região de concentrações, na qual o potencial associado a uma impure 

za isolada apresenta um 'único estado ligado. Nesta região de concentra 
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ções, portanto, um modelo constituido por uma banda de impurezas Muito 

próxima da banda de conduçã'o, poderá, eventualmente, reproduzir de mo 

do - satisfatório a situação fisica. Apesar de sua simplicidade,este qua 

dro apresenta diversas possibilidades, de acordo com a efetividade da 

blindagem dó potencial de impurezas e da importáncia que o termo de in 

teração eletron-eletron intra-sitio possa ainda ter nesta situação. O 

objetivo básico do presente trabalho consiste na investigação de algu 

mas destas possibilidade, atraves do cálculo de certas 	propriedades 

fisicas, tais como .calor especifico e susceptibilidade denspin",e 	da 

comparação destas com os correspondentes resultados experimentais. 

2.7 - MEDIAS CONFIGURAC1ONAIS - BANDAS DE IMPUREZAS  

A técnica de Matsubara-Toyosawa(MT) se presta ao cálculo 

-aproximado da média configuracional de certas séries perturbativas de 

ordem infinita, que são comuns em problemas relativos a sólidos não 

-cristalinos (Matsubara, 1961). Nesta seção, alem de algumas definições 

elementares, são apresentadas as idéias básicas desta técnica através 

de sua aplicação a um problema concreto, o cálculo da densidade de es 

tados relativa a um sistema desordenado de átomos monovalentes.' Este 

sistema, quando imerso substitucionalmente numa rede periódica e con 

.venientemente reformulado pela aplicação do formalismo de massa efeti 

va, constitui o ponto de partida para a maior parte das investiga 

çóes teóricas sobre bandas de impurezas em semicondutores dopados. Des 

ta forma, o material contido nesta seção tem duas finalidades: in 

traduzir os pontos básicos da técnica MT e apresentar um modelo elemen 

tar para a descrição de semicondutores dopados, dois tópicos que sergo 

extensivamente utilizados nos próximos capitulas. 

2.7.1 - MÉDIAS CONFIGURACIONAIS  

Um material cristalino e caracterizado por um arranjo de 

finido de seus átomos. Contrariamente, existem praticamente infinitos 

arranjos ou configurações possiveis para os átomos de um material não 

-cristalino. Desta fama, a descrição conveniente das propriedades fi 
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sicas destes materiais deve estar assentada sobre conceitos estatisti 

cos e, consequentemente, a comparação entre resultados experimentais e 

te6ricos deve se dar em termos:de valores médios (Mott e Davis, 1971). 

Seja p(1- 1a. , 	...) & probabilidade de ocorrência 	de 

uma dada configuração xx dos átomos de um material não-cristalino. A me 

dia configuracional de uma propridade qualquer x e, então, definida 

por: 

<x> 	 •..) X (li a , R2a, ...), 
	

(2.46) 
a 

onde Ri a  denota a posição do atomo i na configuração a, e a soma e efe 

tuada sobre todas as configurações possíveis. No caso de N impurezas 

substitucionais, distribuídas aleatoriamente entre os M sTtios da 	ma 

triz hospedeira, Com a restrição de que duas impurezas não ocupem um 

mesmo sítio, a probabilidade de ocorrência de uma dada configuração 

expressa por: 

p (Ri a , R2 a , 

portanto 

(M 	N)! . 

M! 

M' 
<X> = 

£1= 1  

M , 	m. 
(M- N) * x (R 	, 	

' 
R 	..., R, ), 

M! 	2, 1 	£2 	 'N 
21 	£ N 1 	 (2.47a) 

onde os ap6strofes indicam que as somatõrias devem ser efetuadas 	sem 

repetição de índices. Em situações praticas N/M 	10-3  e N 	1020  ato 

mos/cm 3 , o que permite, para amostras macrosc6picis, a adoção de 	uma 

aproximação de meio continuo. O resultado correspondente pode ser obti 

.do diretamente da Equação 2.46, observando-se as seguintes aproximações 

(M 	N)1 	1  
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- 1 	c1-12, 
M 	2 ) 

onde 2 e o volume total da amostra. Nestas circunstãncias, a media con 

figuracional de uma dada propriedade e expressa por: 

 

I ... 	x (í'), -à2, ..., 11 	-'" 	-. 	-* N ) dR 1  dR 2  ... dRN  . 	(2,47b) <X> =.--- 
;?IN 

 

As Expressões 2.47a e 2.47bestabelecem, portanto, uma equivalência, no 

- que tange a medias configuracionais, entre um semicondutor dopado subs 

titucionalmente com N átomos e um sistema de N átomos distribuidosalea 

toriamente no volume 2 deste semicondutor. 

2.7.2 - HAMILTONIANO ELETRÔNICO  

O hamiltoniano de um-elétron para um sistema con N 	áto 

mos monovalentes, distribuidos num certo volume 2, é expresso por: 

-11 2  
H 	\7 2 -1- 	V(r 

2m 	•=1 
(2.48) 

9- 9- 
onde li(r - R.) e o potencial efetivo de interação de um elétron com o 

fon situadá na posição R. 

A exemplo do que ocorre em uma rede periOdica, espera-se 

que o . espectro de auto-energias deste hamiltoniano seja 	constituTdo 

por um conjunto de bandas de energias permitidas, cujos 	corresponden 

tes auto-estados podem ser expressos por uma combinação linear de fun 

-es localizadas, centradas em torno de Cada sitio. Para concentrações _ 	. 

não muito elevadas, em que a largura da primeira banda é pequena quan 

do comparada com a separação entre o nivel fundamental e o primeiro ni 

vel excitado de um dos átomos isolados, as funções correspondentes ao 
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n-ível fundamental 	constituem, .com boa aproximação, um conjunto su 

ficientemente completo para a representação dos estados relativosá pri 

meira banda. No que se segue, tal conjunto será designado por {4 £  ( -1t- )}, 

cujos elementos satisfazem ás seguintes equações: 

[

- T1 2  v 2 _i_ 	71' V(r)] (1)(r) = E0  Eí") , 
2m 

(2.49) 

= 	) 

onde E0  e a energia do estado fundamental. 

A função de Green'correspOndente ao Namiltoniano 2.49 e 

definida por 

(Z-H) G(r,r';z) = Ws--rP) . 	 (2.50) 

Expressando esta equação em termos do conjunto {4) 2, (r)}, obtem-se: 

onde 

G ij
(z) = G0 (z) 6,. 4- G

o 
 (z) 	t. t 	.(z) , 

ij 	 j 

G(z) = 	(1)(r) G(r,r 1 .,z) (1).())'-'1)dr dr' , 

(2.51a) 

(2.51b) 

t. 	= 1 cp lf(r) 	V(4ri.) (I) (r) dr , 
i 	t 

G(z) 	
1 	

• 
Z- E0 

(2.51c) 
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Na derivação da Equação 2.51a foram efetuadas as seguintes 	aproxima 

çóes: 

a) Aproximação de ortogonalidade do conjunto base de funçóes,isto 

e, foi admitido que: 

1 	(1( -1) dr-t = 	. 

b) As integrais de tres centros: 

1 (1)() V(r-k) 4(T-) 

foram desprezadas quando comparadas com tu,:  

c) Foi suposto que os termos 

1 O) 	V(7-41 ) 41(-- ) d'i;t 
X#i 

são independentes de i e iguais, em módulo, ao valor medio do 

potencial a que um elétron esta sujeito devido aos demais. 

As tres aproximaçaes acima são razoaveis para baixas concentraçóes. A 

aplicabilidade das mesmas em concentraçóes medias e altas e 	bastante 

discutivel. Na Seção 2.7.1 sera apresentado um formalismo em que aapro 

ximação a) e contornada, o que tornara sua avaliação mais clara. 

Em termos dos elementos de Matriz 2,51b, a densidade de 

estados relativa 	primeira banda e expressa por 

D(E) = 	—
1 

Im (um 	ï G.„(E+is)) 
s +0+  m 

(2.52) 
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No que se segue, sio apresentados os principais aspectos da técnica MT, 

através de sua aplicação ao cãlculo da media configuracional de 2.52. 

2.7.3 - A TÉCNICA DE MATSUBARA-TOYOSAWA  

Iterando a Expressão 2.51a, obteá-se a seguinte serie: 

G. = G 	+ G2  t. + G 3 	t. t . + G4  y 	t. t 	t . + ij 	o ij 	o 	it  t t l  

(2.53) 

onde, por conveniencia de notação, os elementos de matriz t re 
definidos por 

t i  .. =  

e a dependência de G(z) e G 0 (2) com z foi omitida. As somatõrias na 

Serie 2.53 se estendem sobre os N sitios de impurezas. Tomando i=j na 

Equação 2.53, obtemos a seguinte serie para a função de Green diagonal: 

= Go  +G(3) 	tit  tti  + G40  y 	t. t 	t . + . 

	

t 	it tti til (2.54) 

Á dificuldade bãsica na obtenção da media configuracional de 	resi 

de no fato de que cada parcela da Serie 2.54 envolve termos que depen 

de M de um diferente úmero de sidos, devido -a-  repetição de 	indices 

nas.somat5rias. O metodo MT consiste, essencialmentu, na obtenção 	de 

uma serie aproximada para G ii , em que cada parcela contem termos que en 

volvemummesmo nUmero de sidos. 

Da Expressão 2.53 segue-se que: 

G.. = G +Go 	1 t. G . 11 	o  tÉi 	. 
(2.55a) 
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G . =O 	t 	G . +Go 
	1-1 
t. G.. 	Ríi . 	 (2.55b) 

Ri 	o wi 	ti l 	 ' 

Substituindo 2.55b iterativamente em2.55a, obtem-se a seguinte expres 

são fechada para G ii : 

onde 

1  
Gii 	

z - E - o 	i 

(2.56) 

Gy  y y 
v=i o 

£1 £2 
y t. 	t 	t- 

£ 1£2 	2' • 
v 

(2.57) 

Na serie acima, separando, para cada valor de v, os termos para 	os 

quais Rv  = R I  dos demais, obtemos 

y i y 	tiz. (G0 	G(3)  1 	tn 	tt t  + 	 y 
x+1 2 	2 1 	Otsj tsi 

x1t2  -t t2t3  t23t1  + ...) ttli  + 

- 

+ y Gy  y 	y 	t. 	 . t 
v-2 	£1 £2 	£vi 

(2.58) 

onde foi utilizado o fato de t =O para qualquer L. Comparando a serie RR. 
entre parênteses na expressão acima com a Expressão 2.54, 	concluimos 

que, a menos de uma restrição que se torna desprezível para N suficien 

temente grande, a mesma e igual a G tIti . Por inspeção, pode ser verifi 

cado que através da separação conveniente de outros termos, obtem-se 

uma generalização do tipo de arranjo apresentado para o primeiro ter 
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mo de 2.58 para os termos com um maior número de sítios intermediãrios. 

0 resultado final desta reordenação da serie 2.57 pode ser expresso 

por: 

MT +s , 	 (2.59) 

vMT 	ri t. 	G 	t 	I 	5.1 	+ 
tiíi 	ti t l  t i i 	t5i  "i 	-2, 1 2,1 t2. 1 2. 2  

t . + G
£2£2 £21 

(2.60) 

onde S representa a soma dos termos de 2.57 não contidos em 1‘.11.  e os 

apóstrofes indicam que • as somatórias devem ser efetuadas 

sem repetição de índices. Estes resultados podem ser melhor compreendi 

dos em termos de diagraMas. A Figura 2.15 apresenta alguns diagramas 

representativos dos termos da serie 2.57. Podemos observar que os dia 

gramas da Figura 2.15b podem ser formados a partir dos diagramas da Fi 

gura 2.15a, associando caminhos fechados aos sítios intermediãrios. 

A soma de todos os caminhos fechados associados a um dado sítio inter 

mediãrio 	constitui a função de Green diagonal associada a este sí 

tio, como foi exemplificado na Expressão 2.58. De acordo com esta 	in 

terpretação, podemos dizer que a classe de termos exemplificada na Fi 

gura 2.15b e derivada da classe de termos exemplificada na Figura 2.15a. 

A serie representa a soma dos termos pertencentes a estas duas clas 

ses. A Figura 2.15c ilustra alguns dos termos contidos na serie S. 

Na formulação do metodo MT a "self-energy" 	e aproxima 

da pela serie Ir. Por inspeção, podemos verificar que esta 	aproxima 

.ção implica a desconsideração, além da classe de termos exemplificada 

fia Figura 2.15c, de toda uma categoria de termos os quais originalmen 

tese encontram entre os termos da Figura 2.15b. Isto se deve "a" inter 

dependência entre as definições da função de Green diagonal eda "self-

energy" .. A Figura 2.16 ilustra alguns termos desta caterogia. 
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Fig. 2.15 - Representação diagramítica dos termos de 

A correspondencia com a serie e feita 	atra 
ves da seguinte convenção 

O 	I. (designa o sitio de partida i), 
Go  

ti 	9, 2 : Go ttit2  , 

ti 

(Y E 

  

Fig. 2.16 - Exemplo de termos não inclusos na serie X MT . 

Umaanalisedetalhadada r MT foge 

.do escopo deste 'trabalho. No entanto, devemos observar que esta apro 

ximação somente se justifica para as configurações que apresentam uma 

distribuição de sitias razoavelmente homogênea. Caso a distribuição 
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não seja homogêna, o nümero de pares cuja separação é pequena quando 

comparado com a separação media deve se tornar apreciãvel, de 	modo 

que a classe dos termos que envolvem múltiplas transferências 	entre 

dois sitios particulares passa a ter um grande peso no valor de 

EfetuandoasubstitwiçãodeX.por .1. 
MT 
 na Equação 2.56 

1 	1 
e tomando a média configuracional da expressão resultante, ob , e_mos: 

,MT <u ..›.- 	  
11 1 	 MT 

.E-E0  - 	> 1  
(2.61a) 

onde 

MT <X. >. 
1 

1 t(11A ) <G >. dÀ + 
tt 1,t 	R, 	1 	t 

   

j 1 

	

	1 ,  t(iti - R- 9„ )<Gu > i,t,il t( -12-z -k 1 )<G 2,1,t1 > i,t,2,1  

til z i gi 

t(R,(41 -R i ) dR 2,  dR 
	

(2.61b) 

Nas express6es acima, os s'i'mbolos 

111 1, 11 29 

denotam mdias condicionais, as quais são definidas por 

ll 	1 d 4- 	 R  
2. - A(R i , R2,...) • m e,.. Is 2 ,—  

2 	• 

No estabelecimento da Equação 2.61a, foi suposto que para uma configu 

ração qualquer 

G 	4- 	- para todo t , 

1 

o 2  
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onde: 

Observe que a aproximação aCima somente se justifica se a distribuição•

de sítios, em cada configuração, e homogênea. Introduzindo explicita 

- mente esta aproximação nas Equaç5es 2.61, obtemos. 

1 	 (2.62a) 

z - Eo 
- 

t(R)t(-R)dtt+ -G-2 (±1 -) 2 	t(11 1 )t(R2 - -,4 1 )t(-;2 )dfl i d-R- 2  + 

dk 	V2 (t) 
(21) 	1-n-d-VA 

(2.62h) 

onde 

V(t) = J  d-R e-i 	t(), 	 (2.62c) 

n 

Quanto ã função de Green não-dlagonal, a partir da Equa 

ção 2.55b, obtemos: 

G 
G. 	 °  13  	G.. 	 (2.63a) .13 	1 - G

O  

onde: 
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X..= t.. + G 	X 	t. t . + G2 	X 	t. t 	t 	. + uno. -12, tj 	o 	. . 	12,  •zAl ,J 

(2.63b) 

Aproximando a Série 2063b através da soma de termos pertencentes . ,ã 

classe de diagramas cuja regra bãsica de formação foi discutida ante 

riormente, obtemos: 

NT t.. + 	X 	t. G 	t . + 	y' t. G 	t 	G 	t.+ 
ij. 	ij 	 12„ zz tj 	•

j 	
iz tz zz i 	£2,1 	2,13 

£Aisi 	 Al , 

(2.64) 

Tomando a média configuracional das Equações 2.63a e 2.63b e fazendo 

uso da aproximação 2.64, obtemos: 

MT G 	<1..›. . 
MT 	O 	13 1,3 

<G..>. 	- ij 1,j 	
MT 

• 1 - G 	<X..>. . O 	11 1,3 

G,ij 	 (2.65a) 

MT 
L. 1J 1,3 

!

V() e • ij dK  

1-n-ã-V(-0 (270 3  
(2.65b) 

Finalmente, fazendo uso da Equação 2.62a, obtemos para a função 	de 

Green não-diagonal: 

  

V() e  

J 1 -nGV(-0 	(2w) 3  
G
N
(R) = 

onde: 

MT 
G
N
(R) .  

1 ,) 

Resumindo os resultados acima para posterior utilização, obtemos 	o 

seguinte conjunto de equações: 



n -ã-  

4.  

V(k) 

dr( V2(t) (2.66a) 

(2.66b) 

(2.66c) 

( 

4 	-4. 

e i" 

l-nG V(k) 

d;Ç̂ 

' 1-11-1§- V(k) 

e
-ik.R 	4  

t(R) 

(210' 

z-E0  
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z 	E 	is 

onde: s 	O+  . 

A Equação 2.66a não apresenta uma solução anal --Ttica ge 

ral. Desta forma, para cada valor de E devemos calcular numericamente 

o correspondente valor de observando que as soluções de interesse 

são complexas. Nos casos em que t(I1) e esfericamente simétrico, V(k) 

e real, de forma que tanto G(E) quanto G(E) *  são soluções da Equação 

2.66a. Assim, através da transformação: 

G = -ro e 	G (0,70 

e da separação da Equação 2.66a eM sua parte real e imaginãria, 	obte 

mos uma equação em r o  parametrizada em O e outra que estabelece a de 

pendencia de E com r o  e O. Assim,variando O no intervalo (0,u) obte 

mos um conjunto de soluções (G(E), E). A densidade de estados por uni 

dade . de  volume e, então, calculada atraves de: 

d(E) = 	1 	mm E -d(E) = n r0 (E) sin(0(E)). 	 (2.67) 
Tr 2 	m 
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2.7.4 - CORREOES DE ORTOGONALIDADE  

Nas Seções 2.7.2 e .2.7.3, fazendo uso da 	aproximação 

"tight-binding", suplementada pela hipõtese de ortogonalidade do con 

junto-base de auto-funções, obtivemos as equações necessãrias para o 

cãlculo da densidade de estados relativa a um sistema desordenado 'cle 

átomos monovalentes. Nesta seção, veremos como estas equações se modi 

ficam quando a referida aproximação e contornada. 

Na aproximação "tight-binding", supõe-se que os auto-es 

tados relativos ã" primeira banda do espectro de auto-energias do Hamil 

toniano 2.48 podem ser expressos por: 

E (r) = 	q)-(;) = /C.E; - 11.) 
	

(2.68) 

onde 4)(7) e o estado fundamental da parte atómica do referido Hamilto 

niano. Esta função e definida pela Equação 2.49. A função de Green 

correspondente ao Hamiltoniano 2.48, definida pela ,Equação 2.50, pode 

ser expressa em termos do conjunto de funções  

G(7. ,r;z) = 
E 
 - 

z-E
I-  44'(7.) 

Através das Equações 2.68 e 2.69, obtemos 

g(z) 	(1).(7.1 ) , 
ij 	IJ 	1 	• 	• 

onde: 

(2.69) 

(2.70a) 

g(z) (2.70b) 

Devermsobservarquedevidoãr 	 ) } , 

g(z) é diferente do elemento de matriz da função de Green entre 	as 1J 
funções ■p.(È) e (1).(7. )'. Substituindo a- Expressão 2.70a na Equação 2.50, 

obtemos: 
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) g.. S
mj in 

S 	- 	g, 4  tad  S in 	Smn  , 
ij 	 . 

1,0m J  
(2.71a) 

onde: 

S.. . 	O'f( -r):) 	 , 	 (2.71b) 

e t
mj 

e definido pela Equação 2.51c. Na obtenção da expressão 
	

acima, 

foram efetuadas as aproximações ii) e iii) discutidas na seção 
	

ante 

nor. Em termos de matrizes, a Equação 2.71a assume a seguinte forma: 

(z-E0 ) g i g - T i g = g, 
	 (2.72) 

onde os elementos de f são tais que 

tmi = (I  - 6mi ) tmi • 
	 (2.73) 

De acordo.com  a hipõtese de que o conjunto de funções-base e linearmen 

te independente, a matriz S deve possuir inversa. Desta forma: 

(z -E0 ) 	i 	. 1 , 	 (2.74) 

e, em termos dos elementos de matriz, obtemos 

(z 	gmn 	y V 	, 	 (2..75a) 

onde 

Vmt  = tmt  - (z-E0) Sm  • 	 (2.75b) 

A Equação 2.75a apresenta a mesma forma que a Equação 2.51a. Desta for 

ma, a obtenção de sua medla configuracional segue exatamente os mesmos 

passos descritos na Seção 2.7.. Nestas condições: 
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z Eo - -
1 

= ng 
g  

dk" 	V2 ( -1")  

(2t) 3 	1-ng V(Ï(") '  
(2.76a) 

onde 

- 	
dt 	V(i(-) e i " 

gN(F2) = 	2  

	

g  	 (2-1*(') 	1 -ri§.  V(i) 
(2.76b) 

V( -1-C) = 	[t(11) - (E-E) 	 , 	 (2.76c) 

z = E + is 	. 

A densidade de estados 

1 
Im 

por unidade de volume e expressa por: 

[1 i m 	G(11", -);E-Fis)]dí*s' 	. 

S+0+  

2.70a na expressão acima,obtemos: 

(2.77) 

(2.78) 

d(E) 	= — 
Ir 2 

Substituindo a Equação 

d(E) 
ir 

	

-4- 	-4- 	4- 
{ 	+11IgN (R) 	S(R) 	dR }. 

No Capitulo 3 serão apresentados e discutidos os resulta 

.dos numéricos relativos a aplicações especificas deste formalismo. 





CAPITULO 3.  

RESULTADOS PRELIMINARES  

Neste capitulo, a tftillo de completeza do.material eons 
tante deste trabalho, apresentaremos uma breve revisão de alguns mode 

los bãsicos para a explicação das propriedades de semicondutores dopa . 

dos, bem como algumas especu1aç6es de carãter geral. 

3.1 . - HAMILTONIANOS  

Na aproximação adiabãtica, o hamiltoniano eletrOnico re 

'ativo a um conjunto de N impurezas monovalentes, imersas substitucio 
nalmente numa matriz semicondutOra de constante dielétrica K, pode ser 

expresso por 

NN 	 N 	N 	
* 	

N 	N 
'fi z 	2 	 - 	 -)- 

H = 	--- V. + 	 y y V(r.-R.)+-
1 
   

1 	J 	 1 J 
i=1 	2m 	1.1 	i=1 j=1 	 2 1=1 j=1 

	

4- 	-4- 

	

1 	„) 

-e 2 

->- 
K ir.-R.1 -  

- 

e 2 

 

(3.1c) 

4- 
onde r. designa a coordenada de um elétron qualquer do sistema;. RJ , a  

posição do j-ésimo "Íon de impureza; V,o potencial de interação elétron 

- .íon de impureza; v,a interação elétron-elétron; V c ;o potencial peri6 

díco a que um elétron na banda de condução do hospedeiro estã sujei 

to. 

-63- 
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Até o presente momento, devido principalmente ao termo 

de interação elétron-elétron e ã desordem na disposição dos átomos de 

impureza, não existe método para a extração de informaç -Oes de 3.1a,que 

não seja aproximado. Tomando como base a visão conceituai discutida 

na Seção 2.6, exploraremos essencialmente duas formas aproximadas de 

(3.1a). 

Primeiramente, trataremos do hamiltoniano de um-elétron: 

eff 

	

H = 	57 2  + V c (i") + y 	(r-R i ) ' 

	

" 	2m 	 i.1 
(3.2) 

que descreve o movimento de um elétron sujeito a um potencial periadi 

co (hospedeiro) e ao potencial devido aos N Tons de impureza, modifica 

do pelos efeitos de blindagem da interação elétron-elétron. O espectro 

de auto-energias do Hamiltoniano 3.2, no que tange as estados de impu 

reza, tem sido extensivamente investigado (Fabbri, 1981, 1984; Ferreira 

da Silva, 1979). Nas prOximas seções deste capitulo, apresentaremos 

uma sTntese dos principais resultados destas investigações. Nos CapTtu 

los 4 e 5, procuraremos estender.° estudo do espectro do hamiltoniano 

3.2, de modo a incluir a banda de. condução do hospedeiro. 

Numa segunda abordagem, através de um formalismo de mui 

tos corpos,procuraremos analisar o espectro de excitações elementares 

associado ao Hamiltoniano 3.1a, levando em consideração somente o ter 

mo de correlação intr-atOmica. Na Seção 3.4, discutiremos a forma as 

sumida pelo Hamiltoniano 3.1a em segunda quantização. 

A maioria dos trabalhos sobre bandas de impurezas em se 

micondutores,"que se utilizam tanto de modelos de um-elétron quanto de 

modelos de correlação, fazem uso da aproximação de massa efetiya. 	A 

aplicação deste formalismo aos Hamiltonianos 3.1a e 3.2, 	no entanto, 

merece algumas observações, as quais procuraremos exemplificar através 

do caso deste Ultimo hamiltoniano. A aplicação do formalismo de massa 

efetiva ao Hamiltoniano 3.2 segue os mesmos passos delineados na Seção 

2.3. Os resultados podem ser resumidos nas seguintes equações: 



(3.4) «1 , 
1 	Veff (;'- j )1 
j=1  

1 	Veff(--Ri )1 
j=1 

- 65 - 

onde 

V . 1'\  --1-12 	1-  

0 

13 
F 	(E, -1*-) 

dispersão 

= E 

= 	1,2,..., 	v, 

- E 	Fo (E,-i") 

relativa 

(3.3a) 

(3.3b) 

, 	(3.3c) 

banda de condu 

v 2 	 Veff (7"--4-i ) c 
2m 	 j-1 

= F o (EM no(; ) 

E c ( -1'<" O-iV) 	-1- 	Ve ' l (ItR.) 

[ 	

N 	. 	„ 	, 

j=1 	
a 

E(i)  representa a relação de 

ção do hospedeiro; -13"
'  

( 	11) -÷ e F são, respectivamente, o vetor de onda, 
O 	ko_ 	6 

a função de Bloch e a funçao envelope correspondente ao 13-ésimo minimo, 

v a o nómero de mínimos; EE, --r). ) a uma auto-função do Hamiltoniano 3.2,•

cuja auto-energia é E. Devido disposição simétrica dos mínimos . da 

banda de condução na primeira zona de Brillouin, as Equações 3.3c apre 

sentam v soluções distintas (uma para cada mínimo) para cada auto--ener 

gia do Hamiltoniano 3.2. Consequentemente, a densidade de estados as 

saciada ao Hamiltoniano 3.2 ser a v vezes maior que a densidade de es 

tados associada ao hamiltoniano de massa efetiva correspondente 'a um 

dos mínimos. De acordo com o discutido na Seção 2.3, as Equações 3.3c 

somente serão validas se o potencial de impurezas for suficientemente 

fraco para que tanto a taxa de transições intermínimos quanto a taxa 

de transições interbandas sejam despreziveis quando comparadas com a 

taxa de transições intramTnimos. Essa primeira condição pode ser for 

malmente expressa por: 

onde 1: e1: são vetores de onda próximos aos minimos a e í3, respecti 

vamente; k' e k são vetores de onda próximos a um mínimo qualquer e 



- 66 - 

.-4- 
1 	

e
ik.r 

U-÷(r) (3.5) 

é a função de Bloch correspondente ao estado t. Através das proprieda 

des de tranlação das funcões de Bloch. a Condicão 3.4 pode ser coloca 

da na forma 

r eff 	
crt)>12 

a 	R 

e . 	. • 113  2  
-4- 	eff 

	

I<T-< ,  (R)i V() 	I 4)"ÈCr)>1 2  

« 1 	(3.6) 

O segundo termo no lado esquerdo da expressão acima e justamente a re 

lação de amplitudes para o caso de lima única impureza. Assim, se o po 

tencial associado a uma única impureza satisfizer a condição equivalen 

te a 3.4, a Desigualdade 3.6 pOder -a- sercolocada na seguinte forma: 

N  
e 	B. 	a 	j 

j=1 

2 

< 1 . (3.7) 

for 

numa 

Se a 

aproximadamente 

/ 	e 	 J 
j =1 

distribuição dos átomos 

homogênea, 

12 

de impureza na rede do hospedeiro 

como possivelmente deve ser 	o 	caso 

amostra real, a Condição 3.7 e satisfeita..A análise da amplitude para 

transições inter-bandas conduz a uma condição semelhante ã 3.7. Desta 

forma,. numa primeira avaliação, podemos dizer que a validade do forma 

lismo de massa efetiva para o caso de vãrias impurezas estã condicio 

nada ã validade do referido formalismo no caso de uma única impureza. 

Este fato se manifesta, também, no cálculo da densidade de estados as 

soéiada ao Hamiltoniano 3.2. Se a concentração de impurezas for sufi 

cientemente baixa. para que a largura da primeira banda do espectro de 

auto-energias de 3.2 seja pequena quando comparada com a separação en 

tre o estado fundamental e o primeiro estado excitado da parte at8mica 
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deste mesmo hamiltoniano, podemos, a partir das funções 	corresponden 

tes ao estado fundamental da referida parte atõmica, "construir" 	uma 

base suficientemente completa para á descrição dos estados associados 

primeira banda e calcUlar sua densidade de estados. A parte- atõmica 

de 3.2 -é.  justamente o hamiltoniano para uma impureza discutido na Se 

ção 2.3, cujo estado-fundamental, de acordo como formalismo da massa 

efetiva, degenerado e constitUTdo pelas funções: 

F0 (;) 1Pto  (-1t ), 	0 -4 1, 2, ..., m, 	 (3.8a) 

onde: 

[

- T12  V2  +V  eff (itlF0M = (E Ec (to )) Fo ( -)^) . 
- 2m* 

(3.8b) 

Por outro lado, podemos obter a densidade de estados associada ã 	pri 

meira banda de 3.2, através do hamiltoniano de massa efetiva 

.h2  V2  4- 	V eff  ( --y); - 
2m* 	 J 

j=1 
(3.9) 

lembrando que a cada auto-energia deste hamiltoniano correspondem 	v 

auto-estados do Hamiltoniano 3.2. O conjunto-base de funções apropria 

do para a descrição dos estadós associados ã primeira banda do Hamilto 

'niano 3.9 pode ser formado a partir da auto-função correspondente ao 

estado fundamental de sua parte atõmica, ou seja, a função F c (). Atra 

v-és deste conjunto de funções, podemos calcular densidade de estados 

correspondente ã primeira banda do Hamiltoniano 3.9. Multiplicando es 

te resultado por v, devemos obter a densidade de estado - corresponden 

te ã.  primeira banda do Hamiltoniano 3.2. Na prOxima seção, demonstra 
remos que os resultados obtidos através destes dois procedimentos são 

completamente equivalentes, quando se consideram validas as hip8teses 
do formalismo de massa efetiva. 
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Na Seção 2.3, tivemos oportunidade de observar que os re 

sultados obtidos a partir da aproximação de massa efetiva, no caso de 

uma impureza, não reproduzem a situação experimental em semicondutores 

de "gap" indireto. Ressaltamos que as falhas desta aproximação 	resi 

dem, principalmente, na hipótese de uma taxa de transições 	intermlni 

mos desprezTvel e, secundariaMente, no modelamento do potencial de im 

'pureza. No caso de várias impurezas, o potencial associado a uma úni 

ca impureza encontra-se blindado, devido a certos efeitos da interação 

el -étron-elé. tron. Desta forma, dependendo da intensidade desta blinda 

gem, a qual depende da concentração de impurezas, a hipótese de uma ta 

xa de transição interminimoS desprezível poderá-  ou não ser satisfeita. 
Na faixa de concentrações em que esta hipótese não se verifica, asEqua 

ções 3.3c não são válidas. Em seu lugar deveremos ter uma única equa 

ção, formada a partir de combinações lineares destas equações, tendo 

as funções de Bloch associadas.a cada minimo como pesos (analogamente 

ã Equação 2.27b). Nesta situação, acreditamos que seja mais 	prático 

trabalhar diretamente com o H -amiltoniano 3.2, utilizando um 	conjunto 

de funções-base formado a partir dos auto-estados de menor energia de 

sua parte atômica. As funções de Kohn-Luttinger, apresentadas na 	Se 

ção 2.3 e' obtidas de uma maneira totalmente empirica, 	constituem 
possivelmente, uma boa aproximação para estes auto-estados. 	Ao longo 

deste trabalho não realizaremos qualquer estudo detalhado sobre a re 

gião de validade das Equações 3.3c. Nos modelos de hibridizaçio apre 

sentados no Capitulo 4, nos limitaremos a uma investigação de diversas 

possibilidades associadas a esta questão. 

3.2 - MODELO DE UMA BANDA 

Esta seção tem por objetivo ilustrar os resultados obti 

dos através do formalismo MT, no caso em'que o sistema de impurezas é 

modelado por um hamiltoniano que negligencia completamente a interação 

el'étron-eletron. Inicialmente, no entanto, demonstraremos a equivaren 

cia, a que aludimos na seção anterior, entre os resultados obtidos a 

partir do hamiltOniano "real" e do Hamiltoniano de massa efetiva. 



- 69 - 

Tendo em vista a simplificação da discussão, considera 

remos que os mTnimos da banda de condução do hoSpedeiro são isotrõpi 

cos. Nestas condições, os dois hamiltonianos são, respectivamente, da 

dos pelas Expressões 3.2 e 3.9. Considerando vãlidas as hip6teses uti 

lizada no desenvolvimento do formalismo de massa efetiva (Seção 2.3), 

o estado fundamental da parte atõmica de 3.2 e.degenerado e composto 

pelas funçães: 

= Fo (") k 	(l"), 	
0 = 1, 2, 	v 	 (3.10a) 

0 	 0 

onde: 

F0 (r) = 
	

1  l ila  e-r/a°  
Tra 30  

112  I(  a o  = 
m* e2  

e v e o número de minimos. 

Utilizando como base o conjunto de funções 

(4' 
t)= 	- P£) 

4) 0t 	0 

(3.10b) 

(3.11) 

onde R denota a posição de uma impureza na rede, os elementos de ma 

triz da função de Green associada ao Hamiltoniano 3.2 satisfazem,apro 

ximadamente l , a seguinte equação 

G7(z) . G (z) 6.. 6 	G (z) 	te.'Y G-Y 1  (z) Gij 	o 	ij aOo 	 12, 	 ' 
(3.12a) 

1  Vide Seção 2.5, 
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onde:.  

G0 (z) - 	1  
z-Eo 

(3.12b) 

ay 	* 4- 	eff -3- -3-  
t. 	= J (1) 	(r) V 	() 	(-1t) dit" . 	 (3.13c) 
1£ 	ai 	 1 

No Apêndice C e demonstrado que, coerentemente com as 	aproximações 

adotadas no formalismo de massa efetiva, os elementos da matriz 	de 

transferencia podem ser expressos por: 

onde: 

ay _ 	-(R.-R ) 
t. -ea 	t t. 
it 	 1£ ay ' 

t.t(t ) 
it 	 = 	Fo (ít ) Veff (i. );.) Fo (÷r+ -R i  - ÷R) dr . 

(3.13a) 

(3.13b) 

SUbstituindo o Resultado 3.13a na Equação 3.12a, segue-Se que: 

G(z) = G (z) S.. 	+ y 	G(z) 
13 	013 ,0(13.1£ 	R.j 	• 

(3.14) 

Iterando a expressão acima e supondo que a serie resultarite e 	conver 

gente, obtemos: 

aO 	aa 
G íj (z) = G. 	S ij af3 ' 

(3.15) 

o que demonstraacompleta independência dos diversos minimos entre si,no 

que tange ã definição da densidade de estados associada ã primeira ban 

da do Hamiltoniano 3.2. As equaç6es para os diversos 	estão na for 
1J 
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ma apropriada para o cálculo de sua media configuracional atraves do 

formalismo MT. A transformada de Fourier dos el'ementos da matriz de 

transferência é expressa por 

VeV) = df2 	e ir(ej 

Como t() e 	 esfericamente simetrico, segue-seque: 

onde 

vcV ) = V (1 1-14(.0t 1) 

J 	

.4. 	. -4- -4- 	_. 
V() = 	dR e 	. 

(3.16a) 

(3.16b) 

Substituindo este resultado na Equação 2.66a, obtemos a seguinte equa 

ção para a.  media configuracional de G il 

z-E— = n Ga j di 	1/ 2 ( I t- -1)("ot  I ) 

(21-)(- ) 3 	1-n Ga V (It - ka l) 
0 

(3.17) 

Atraves de uma simples transformação na variãvel de integração;podemos 

observar que a media configuracional da função de Green diagonal rela 

tiva a um dos mTnimos, independe deste particular mlnimo, ou seja 

-07 - 
G = G , a = I, 2, 	 (3.18) 

Desta forma, a densidade de estados por unidade de volume relativa 	-ã 

primeira banda do Hamiltoniano 3.2 e expressa por: 

d(E) = n 	( 12-1 11 [lim Ga (E+ is)]) 
a 
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- = n v 	1 	 (E+ is)]). 
ir 	sO+ 

(3.19) 

Quanto ao Hamiltoniano 3.9, o estado fundamental de 'sua 

parte atõmica é não-degenerado e a auto-função correspondente e dada 

pela Expressão 3.10b. 0 conjunto-base apropriado para a descrição dos 

estados relativos ã sua primeira banda e composto pelas funções: 

Fo (r - 	. 

Nestas -condições, os elementos da matriz de transferência são dados pe 

la Expressão 3.13b e os elementos de matriz da função de Green associa 

da ao Hamiltoniano 3.9, satisfazem a seguinte equação: 

O'eXz) = G (z) S. + G (z) 	t. d(z) . ij 	o 	ij 	 l O t (3.20) 

Comparando esta equação com a correspondente equação paraG aa (z), coij 	n  

cluimos que: 

m.e. 	— G 	= G , 	 (3.21) 

onde Gm ' e * denota a media configuracional de G(z). Assim, a densi 

dade de estados associada é primeira banda do Hamiltoniano de massa 

efetiva 3.9 e expressa por: 

d me - . n (
11

-1 1  [lin] G (E+ is)]). 	 (3.22) 

s4-01-  

Lembrando que a cada auto-estado do Hamiltoniano 3.9 correspondem v au 

to-estados do Hamiltoniano 3.2, fica portanto demonstrada a eqUivalen 

cia entre esta abordagem e a anterior, no que tange ao cãlculo da den 

sidade de estados associada é priMeira banda do Hamiltoniano 3.2. A ti 

tulo de observação, devemos notar que os resultados obtidos na primei 

ra abordagem, a- partir do conjunto degenerado de auto7funçb-es 	3.10a, 
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não se alteram. se  adotamos um outro conjunto qualquer, constitjdo a 

partir de combinações lineares (linearmente independentes) destas fun 

ções. Desta forma, a wtilização das funções de Kohn e Luttinger, as 

quais satisfazem as condições de simetria impostas pelo cristal, não. 

altera a demonstração acima. 

No caso em que a interação eletron-elêtron e completamen 

te negligenciada, o potencial efetivo na Equação 3.2 assume a forma 

3.1b. No Ape-ndice C , estão apresentados os cãlculos dos elementos da 

matriz de transferenci e de sua transformada de Fourier. (Expressões 

3.13b e 3.16b, respectivaMente). De posse destes resultados, resolven 

do a Equação Integral 3.17 para -G-  obtemos, através da Equação 3.19, a 

densidade de estados associada ã primeira banda do Hamiltoniano 3.2. A 

Figura 3.1 ilustra 2  os resultados para diversos valores da concentração-

adimensional de impurezas definida por: 

p = 3211-  n 

Os-resultados equivalentes para o caso em que são considerados os efei 

tos de não-ortogonalidade do conjunto de funções-base 3.10b(ou3.10a)' 

estão ilustrados na Figura 3.2. Devemos observar que a introdução dos 

aludidos efeitos causa uma inversão no comportamento da "cauda" da ban 

da, a qual passa a se estender para a região de altas energias: Ape 

•sar de sua importãncia na definição das propriedades eletr5nicas dosis 

tema, não existe, ate •o momento, um consenso sobre qual dos resultados 

melhor reproduz .a situação real (Majlis et al., 1978; Mott, 1978). 

2  Neste capítulo, em todas as figuras relativas a densidades de esta 
dos, a unidade de energia é igual a um Hartree efetivo, que por sua 
vez á igual a duas vezes a energia de ionização de uma impureza iso 
lada. 

3  Neste caso, deve ser resolvida a Equação Integral 2.76a. O calculo 
dos elementos da matriz de "overlap" está apresentado no Apándice C. 
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Através da densidade de estados, podemos calcular certas 

propriedades. As expressões para o calar especTfico eletrõnico a bai 

no Apêndice 

C v 

X = 

onde 	F' 

2 

xas temperaturas 

são, respectivamente,expressas 

e para a susceptibilidade de"spinu a T=Ok, 	deduzidas 

A, são aplicãveiS ao presente modelo. 	Estas 	propriedades 

por 

- 2u2  d(E)T (3.23a) 

(3.23b) 

(3.24) 

3 	(3,  	F  

211 20  d(EF ) 

a energia de Fermi, é calculada através da condição 

E
F 

d(E) 	= 	n. 

O fator 2, na expressão acima é devido ã degenerescência de nspin g.'. 

Nas Figuras 3.3 e 3.4, os resultados obtidos para estas 

propriedades são comparados cornos respectivos resultados experimen 

tais, no caso do Si:P. Podemos obserVar que estes resultados estão mui 

to aquém de ser considerados razoãveis. Este fato não causa qualquer 

surpresa. De acordo com a discussão da Seção 2.6, a Hamiltoniano 3.2 é 

inadequado para descrever as propriedades de um-elétron do sistema 'em 

toda a região de concentrações de interesse. Em concentrações baixas 

e médias, o termo de correlação intra-atõmica deve ser particularmente 

importante, enquanto em altas concentrações os efeitos•da blindagem 

eletrõnica sobre o potencial de impurezas,bem como os estados da ban 

da de condução devem ter um papel dominante. 
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Fig. 3.3 - Coeficiente linear do calor especTfico a baixas temperatu 
ras, em função da concentração de impurezas, para o Si:P.—  

- Os pontos representam os resultados experimentais. Curva 
1: modelo de banda rTgida (Ape-ndice A). Curva 2: presen 
te modelo com correções de não-ortogonalidade. Curva 3: 
presente modelo sem correções de não-ortogonalidade. 
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10{ -t- 	---1_ I  

I 	. 

rl (c *2  ) 

    

    

Fig. 3.4 - Susceptibilidade do "spin" a T = OK, em função da 	concen 
tração de impurezas, para o Si:P. 

- Curva 1: presente modelo sem correções de não-ortogonali 
dade. Curva 2: presente modelo com correções de não-ortõ 
gonalidade. Curva 3: modelo de banda rigida. 
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3.3 - BLINDAGEM 

A utilização de.um  hamiltoniano de um-elétron para a des 

crição de um sistema de eletrons interagentes, constitui uma enorme 

simplificação do problema real. No entanto, certos efeitos da interação 

eletron-eletron podem serincorporados a este hamiltoniano atraves de 

uma escolha realista do potencial media a que um elétron esta sujeito. 

O formalismo Hartree-Fock 	constitui o esquema mais apropriado para 

a obtenção deste potencial. No entanto, a aperiodicidade do 	potencial 

de impurezas,bem como o grande número de eletrons evolvidos, torna proi 

bitiva a aplicação deste formalismo a uma amostra real. Aplicações a 

aglomerados com um pequeno número de atomos de impureza, todavia, apre 

sentam resultados bastante promissores (Ferreira da Silva, 1979; Fabbri, 

1984). Neste trabalho, nos limitaremos a correções bastante simples do 

potencial de impurezas, obtidas através de teoria de perturbação. Estas 

correções se fundamentam no conceito de blindagem. 

Quando uma carga pontual e introduzida num material qual 

quer, os eletrons se rearranjam espacialmente, de maneira a equilibrar 

o potencial na região afetada pela referida carga. Esta redistribuição 

dos eletrons possui o efeito liquido de enfraquecer o potencial coulom 

biano associado -a-  carga pontual. Este efeito denominado blindagem. 

Num semicondutor, a blindagem do potencial associado a uma 	impureza 

apresenta duas contribuições: uma advinda dos demais eletrons de 	impu 

reza e outra advinda da polarização da rede semicondutora. Esta última 

contribuição, em todo o formalismo apresentado neste trabalho, g repre 

sentada pela constante dieletrica K do hospedeiro. No que se segue, dis 

cutiremos a contribuição advinda dos eletrons de impureza. 

Nas concentrações acima da concentração crTtica N
c

, 	os 

auto-estados do sistema em torno da energia de Fermi são estendidos. -Na 

região de altas concentrações, estes estados diferem pouco dos estados 

de Bloch da banda de condução do hospedeiro, o que possibilita a utili 

zação de teoria de perturbação para a descrição dos mesmos. Para o cl 

culo da blindagem do potencial de impurezas, e didatico imaginar 	que 

o sistema seja 	formado a partir do seguinte processo hipotetico. 
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Inicialmente são introduzidos N eletrons no cristal semicondutor. 	Es 

tes eletrons passam a ocupar os estados de Bloch em torno dos mlnimos 

da banda de condução. Posteriormente São introduzidos os N Tons subs 

titucionais de impurezas, o que acarreta uma redistribuição espacial 

dos eletrons. De acordo com esta figura; o hamiltoniano de um-el5tron 

pode ser expresso por: 

ts 2  
H = 	V2  +.Vc () 	V(í't) , 	 (3.25a) 

fli 

2 

V(7') 	 _ 	(5\f() 	 (3.25b) 
K 	J . ]  

onde 61.1(it. ) e o potencial induzido pela resposta dos eletrons ao poten 

cial dos lons de impureza. Os novos auto-estados do sistema podem ser 

expressos em termos dos correspondentes ao sistema não-perturbado, ou 

seja, os estados de Bloch, cujos vetores de onda se situam preximos 

aos mi- nimos da banda de condução do hospedeiro. Assim, de acordo com a 

hip5tese de que os novos auto-estados diferem pouco dos antigos, temos: 

= 	4- 	X 	cr,11) 1-,-, ( -rt ) • 
	 (3.26) 

j c 

Atraves:de teoria de perturbação, mostra-se facilmente que, em primei 

ra ordem, os coeficientesC+ são expressos por 
k' 

V+ -)- k'k  
C-' 	 , 4- 	- 	 (3.27a) - 	k E4 	E-4- 

k 	k' 

onde 

V+,--4. = 	kp-/.' (7"s) Vírt) 	111( -14--) dit . 
k k 	È ,  

I 	

(3.276) 
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Introduzindo este resultado na Expressão 3.26,segue-se que: 

ft(7) 	Ipt(() 	 vt,t 
± 	E÷ 	

(3.28) 
E  

k 	k' 

Como na Seção 2.3, desprezaremos as transições interminimos, de modo 

que a somatõria na expressão acima se refere somente aos estados prOxi 
mos a um dos minimos. Adotando um procedimento semelhante para os de 

mais auto-estados, obtemos a Seguinte expressão para a densidade de car 

ga induzida 

ind 
P 	(r) = - ev 	(1.( t)i 2  - ilP0r)1 2 ) f(Et) 

	

-ev y 	y, 	 (7.) 4) •;-(7s 

	

t 	• 

f (Et) - f(E) 

- E->- 
k 	k' 

(3;29) 

onde f(E) , e a distribuição de Fermi-Dirac e v e o número de minimos da 

banda de condução. Por outro lado, através da equação Poisson temos 

que 

v 2 	_ - Awe  p ind
(

?,- )  
(3.30) 

Substituindo a Equação 3.29 na Equação 3.30 e tornando a 	transformada 

de Fourier, obtemos 

C1 2à 	+4"2  V 	 4.41.-it-I t> V-4.  X 
K2 	4- 4.  4- 	

qi 
4-   
k k'Ac q' 

f(Et) - f(Et3 
K  X 	 (3.31) 

E+ - 
k 	k' 
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onde 6V-5,  e 1,4 são, respectivamente, as componentes de Fourier de 6V(i) 

e V(). Neste ponto, efetuaremos a aproximação de que uma dada compo 

nente de Fourier de 6V( -1'-') depende somente da correspondente componente 

de Fourier de V(7;). Esta aproximação e denominada RPA ("RandomPhase 

Approximation").Uma discussão detalhada sobre ela pode ser encon 

trada em Ziman (1972). Da Equação 3.25b segue-se que: 

o 
= V÷ + (511-›- , 	 (3.32) 

g 	g 	g 

onde: 

= 4Tre
2N
v 	iq.R. 11.4-   

q 	2 •_, Kq J-1 

Através das Equações 3.31 e 3.32 e da aproximação RPA,obtém-se: 

o 
V- 

-  	 (3.33a) 
e(4) 

onde: 

.4 	 f(E4-1,) - f(E-1);,) c(4)  . 1 	47te  v 	 1<t ien.rri)K- 5, 12 	R  	(3.33b) 

"22 	t$ A- k E-E 1 

Utilizando a Forma 2.11 1  para as funções de Bloch prOximas a um 	dado 

Aulnimo, obtemos 

euei)  . 1  _ 4-Fre 2  v y f  ( 	 - f ( E_) 

Kq 2 	2 14(- 	Er<:- Et_-4 

'Esta forma é compatível com a utilizaçãO.df uma expansão quadrática 
para E7*. 
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A f6rmula acima é conhecida como .a expressão de Lindhard para a blinda 

gem devida a um gás de elétrons. Como as somatõrias na Equação (3.33b) 

envolvem somente valores de t,e ts pr5ximos a um dado minimo, a Expres 

são 3.34 terá validade somente para pequenos valores de -4. Introduzin 

do na EquaçãO 3.34. as aproximações: 

- 	= 	(vt E), 

af(c) 
f(Et) 	f(E-k-q 

 
4-) =(q • (7t E.)) 

E4- 

segue-se que: 

4ue 2 	f 

	

= 1 + 	(- 	Do(E) dE 	 (3.35) 
âc 

onde: 

	

Do (E) = 2— 	(5(E-Et) 

é a densidade de estados por unidade de volume associada á banda 	de 

condução do hospedeiro. Desta forma, observando que em baixas tempera 

turas (- âf/âE) é praticamente igual a uma função delta de Dirac cen 

trada na energia de Fermi E F , obtemos: 

	

C(7:1») =I 4. 	, 	 (3.36a) 
ci 2 

onde: 

	

ilue2 	1/2 
(3.36b) = (— Do(EF)) 
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e definida como a constante de blindagem. Introduzindo a 	Expressão 

3.36a na Equação 3.33a e tomando a transformada inversa, obtemos a se 

guinte expressão para o potencial de impurezas blindado: 

" 	2 	N 
( = g—) 	e  , 	 . 	 3.37)  

K 	j=1 	Ir-R-I J  

- GENERALIZACAO PARA BANDAS DE IMPUREZAS 

Os resultados acima foram obtidos através de teoria 	de 	• 

perturbação em primeira ordem, e se aplicam a uma situação em que o po 

tencial de impurezas blindado e . suficientemente fraco para não causar 

'alterações substanciais na densidade de estados associada ã banda de 

condução do hospedeiro. Desta forma, a validade das Expressões (3.36b) 

á (3.37) se restringe região de altas concentrações, região esta que 

definiremos como tendo inicio numa dada concentração r-1- . Na dedução dos 

referidos resultados, ficou patente que o efeito de blindagem e devido 

aos eletrons que ocupam estados prõximos ã energia de Fermi do sistema. 

Na região de concentrações compreendida entre riC e F, os estados em 

torno da energia de Fermi são delocalizados e, portanto, devem causar 

alguma blindagem do potencial de impurezas. Desta forma, parece 

plausível generalizar os resultados da seção anterior para esta região 

de concentrações, de tal forma que o potencial de impurezas 	blindado 

apresente uma forma semelhante ã 3.37, mas com a constante de 	blinda 

gem expressa por: 

2  = C d(E-) , 	 (3.38) 

onde d(F
F  ) e a densidade de estados na energia de Fermi apropriada ã - 

região compreendida entre nc  e ,sendo C uma constante. 

Devemos observar que estas hipOteses nos levam 	natural 

mente ao modelo discutido na Seção 2.6. Para concentrações acima 	de 

nc' o potencial associado a uma impureza 



- 85 - 

-e2 	e-xr 
	

(3.3,9) 

passa a apresentar um ndmero cada vez menor •de estados ligados; a ca 

da um destes estados esta associada uma banda. Para uma dada 	concen 

tração, digamos n2 , o potencial de impurezas passa a não mais 	apre 

sentar estados ligados, mas deve apresentar ressonancias que ainda mo 

dificam de forma apreciavel a região inferior da densidade de estados 

associada banda de condução do hospedeiro. Finalmente, a partir da 

concentração -1:1, os efeitos do potencial de impurezas sobre a referida 

densidade de estados podem ser desprezados. As considerações 	acima 

implicam a existéncia . de  uma concentração n l , de maneira que na 	re 

gião delimitada por esta e n 2 , o Potencial 3.39 apresenta um único 

estado ligado. E nosso objetivo descrever esta região de concentra 

çaes através de um modelo que considere uma banda de impurezas hibri 

dizada com a banda de condução. 

Dentre as diversas possibilidades para a definição de um 

valor para a constante C na Expressão 3.8, - a que mais nos parece plau 

sivel e estimar o valor de n 2  através da analise dos resultados expe 

rimentais e determinar C de tal modo que, nesta concentração, o Poten 

cial 3.39 deixe de apresentar estados ligados. No entanto as Equações 

3.37 e 3.38 definem numcalculo auto-consistente, uma vez que a den 

sidade de estados na energia de Fermi depende do Potencial 3.37 e vi 

ce-versa. Um calculo desta natureza, para um modelo que considere uma 

banda de impurezas hibridizada com a banda de condução, constitui uma 

tarefa um tanto complicada. Desta forma, optamos por um esquema alter 

nativo, o qual esta baseado no calculo autoconsistente para uma banda 

e no fato de que a Expressão 3.38 estabelece uma relação entre a cons 

tante de blindagem e a concentração de impurezas. Em Ferreira da Si! 

va et alii (1983) é proposta uma abordagem distinta da que estamos 

considerando para o tratamento da interação elétron-elétron. 
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3.3.2 - CALCULO AUTOOONSISTENTE DA DENSIDADE DE ESTADOS.MODELO DE UMA 
BANDA 

De acordo com a discussão das seções anteriores, o hamil 

toniano de um-elétron para um sistema de impurezas substitucionais,quan 

do são considerados efeitos de blindagem sobre o potencial de impure 

zas, 	expresso por: 

H = 	V2  4.  We Ctt ) 
2111 

n 2  n- 	I 
) 	 '"" 

j=1 	K 	1 -r5"--àji 
(3.40a) 

onde: 

X 2  = C d(E) 
	

(3.40b) 

No que se segue,apresentaremos os resultados do cálculo autoconsisten 

te da densidade de estados associado ã primeira banda deste hamiltonia 

no, no caso de um semicondutor de "gap" direto'. Para efeito do cãlcu 

lo da densidade de estados, o Hamiltoniano 3.40a e completamente equi 

valente ao hamiltoniano de massa efetiva (Seção 3.2) 

.2 	I 
H - = 	v  2  4. 	) 	 
e 2111 * 	j=1 	K 

(3.41) 

O conjunto-base apropriado para a descrição dos estados 

associados ã.  primeira banda do Hamiltoniano 3.41 e constituido a par 

tir dá função correspondente ao estado fundamenta .] da parte atõmica 

H
a

= (3.42) 

5  Trabalho desenvolvido conjuntamente com M. Fabbri e A. F. da Silva. 
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do referido hamiltoniano. Esta função não apresenta uma forma analiti 

ca conhecida. No entanto, pode ser aproximada através de umahidrogenOi 

de is 

a 3   
- 	

1/2 
e
-ar

, 
ir 

- cit _ 
) (3.43) 

onde a é tratado como um parãmetro variacional ., a ser determinado pela 

condição 

1- 	= â (<4) b 1Nalgv) = 0 	 (3.44) 
aa 	âa 

A expressão para -Éct  pode ser facilmente calculada e é dada por: 

_ 	112_2 	e' 
E
a 

- 	
4a3 	

(3.45) 

	

2m* 	K 

Através da Equação 3.45 e definindo: 

m* e 2  
ao - fi2 K  

a Condição 3.44 pode ser colocada na forma: 

2y+3O  4y - 	 - 1 , 	 (3.46) 
(2y4-E3) 3  

onde: 

	

= a/ao, 	 (3.47a) 

	

= À/ao 	 (3.47h) 

A condição para que o Hamiltoniand 3.42 deixe de apresentar estados li 

gados é expressa por: 
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(3.48) 

que, através das Equações 3.46 e 3.45, se reduz ã seguinte equação: 

= 	• 
	 (3.49) 

A transformada de Fourier dos elementos da matriz de transferência cor 

respóndentes ãs Funções 3.43 e ao Hamiltoniano 3.40a -e expressa por 

(Apêndice C ): 

32.na' 	1  
V(k) = -V o  

(a2 41( 2 ) 2 	( a_i_x )2+k 2 

onde: 

11 2 a 2 

V o  - 	 • 
m* 

De posse.destes resultados, efetuamos um cãlculo 	autoconsistente da 

densidade de estados para diversos valores da concentração de 	impure 

zas. A Figura 3.5 ilustra os resultados obtidos para C = 47 -re 2 /K. A Fi 

gura 3.6 ilustra a dependência da constante de blindagem com a concen 

tração de impurezas, para diversos valores da constante C. Devemos ob 

servar que esta dependência -é.  essencialmente linear.' Para cada valor 

da constante C, detectamos a existência de uma concentração limite, a 

partir da qual o processo iterativo passa a divergir. A Figura 3.7 ilus 

tra o comportamento desta concentração limite com a constante C. • 
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-0.8 	 -0.6 	 -0.4 	 -0.2 	 0.0 	 0.2 

E 

Fig. 3.5 - Densidade de estados por impureza para diversos valores da 
concentração de impurezas (modelo blindado autoconsistente). 

As setas indicam a posição da energia de ionização de 	uma 
impureza. O limite inferior da banda de condução foi tomado 
como o zero da escala de energia. 
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LO 

03 

0.0 0.5 	 .•. 

Fig. 3.6 - Constante de blindagem em função da concentração de impure 
zas para diversos valores da constante C. 	 — 

Os valores da referida constante estão em unidades de e 2 /K. 
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Fig. 3.7 - Comportamento da concentração limite em função 
da constante C. 
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3.3.3 - MODELO PARA A CONSTANTE DE BLINDAGEM 

No que se segue,procuraremos esboçar, através de uma rãpi 

da anãlise, algumas das características esperadas para um modelo cons 

tituTdo por uma banda de impurezas hibridizada com a banda de condução. 

A partir destas caracterTsticas, procuraremos inferir o comportamento 

aproximado da constante de blindagem com a concentração de impurezas. 

Nesta anãlise faremos uso das definições introduzidas na Seção 3.3.1. 

Na região de concentrações delimitada por n c e n2, o po 

tencial associado a "uma impureza apresenta estados ligados, de maneira 

que e razoãvel supor que, nesta região de concentraçUes, a contribui 

ção dos estados de impureza seja dominante na definição da densidade de 

estados total do sistema. Nu" outro lado, na região de altas concentra 

Oes, que tem inicio na concentração in, o potencial de impurezas se en 

contra suficientemente blindado para não produzir alterações significa 

tivas na densidade de estados associada ã banda de condução do hospe 

deiro. Desta forma; nesta região de concentrações, a densidade de esta 

dos total do sistema serbasicamente, determinada pelos estados de 

condução não-perturbados. 

De acordo com estas considerações e cornos resultadosdasse 

ções anteriores, podemos inferir que na região de concentrações com 

preendida entre n c e n 2  o comportamento da constante de blindagem com 

a concentração de impurezas e aproximadamente linear. Na região de con 

centrações acima de I, a constante de blindagem apresenta um comporta 

mento semelhante ao da densidade de estados na energia de Fermi asso 

ciada ã banda de condução não-perturbada, isto e, cresce com n 1 / 6  (ve 

ia Apendice A). Finalmente, na região compreendida entre n 2  e -lí, o re 

ferido comportamento deve passar suavemente de n para n'/a. A Figura 

3.8 ilustra qualitativamente a situação esperada.. 

Este modelo para o comportamento da constante de blinda 

gem com a concentração de impurezas é utilizado nos cãlculos do Capitu 
lo 4. 
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ft 

Fig. 3.8 - Comportamento qualitativo da constante de blindagem em fun 
ção da concentração de impurezas. 

3.4 - O HAMILTONIANO DE HUBBARD 

Nas Seções 2.4 e 2.5, foi visto que o Hamiltoniano 	de 

Hubbard reproduz, qualitativamente, a situação física em 	semiconduto 

res dopados, no regime de baixas concentrações. No que se segue,' apre 

sentaremos a derivação formal deste hamiltoniano e discutiremos virias 

soluções aproximadas para ele. 

Para concentrações não muito elevadas, em que a largura 

da primeira banda do espectro de excitações elementares do Hamiltonia 

no 3.1a e pequena quando comparada com a separação em energia entre o 

estado fundamental e o primeiro estado excitado áo .  hamiltoniano atõmi 

co:• 

+ V() + 
c 

2m 
(3.49) 

o conjunto de .autofunções de uni-elétron, constitufdo a partir do esta 

do fundamental associado a cada impureza isolada, se coloca como umcon 

junto suficientemente completo para a descrição de uma parcela dos au 

toestadoS de muitas partTculas do Hamiltoniano-3.la e, consequentemen 
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te, de uma parte do espectro de excitações elementares deste mesmo ha 

miltoniano. No caso de semicondutores de "gap" direto (mi - rififi° em 

este conjunto e constituido pelas funções 

q(r) = F 0 (7-R) U0( -rt ) 	 (3.50) 

onde F e,() e o estado fundamental do hamiltoniano de massa efetiva as 

sociado ao Hamiltoniano 3.49,e u o () 'e a parte periõdica da função de 

Bloch associada ao mlnimo da banda de condução do hospedeiro. Utilizan 

do este conjunto de autofunções para expressar o Hamiltoniano 3.1a em 

segunda quantização ., obtemos: 

r 
H = y tii  a i , a i , 	L 	v 

.2 ijkt 
00' 

onde: 

t. li (1) 1:() 
1 	. 2m 

G.2  +V c Cl") 

v ija  = 	 viit- 14: 2) 

4.  
a io  a io , 	ako , 

. 

' 	
J 	J 

k(r2) 	Oz írt- i) 	d71 	dr2 , 

(3.51) 

(3.52a) 

(3.52b) 

e(a
o  
. ) e o operador de criação (destruição) para eletrons coespirV lo i 

o no estado 4,(). 	importante ressaltar que esta representação somen 

te e vã- lida, complementando a condição acima Colocada, para a 	região 

de concentrações em que o "overlap" entre as funções 	) é tal que: 

(t) i (r) (1) ,j  (r) d -  « 1 , S. = j " 7 . 

de modo a não invalidar as relações 'de anticomutação para os operado 

res de criação e destruição. 
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No regime de baixas concentrações, o termo v..
1  .. apresen 111 

ta um valor absoluto maior que os demais termos da mesma 	categoria, 

como pode ser avaliado atraves da Expressão 3.52b. Quanto maior for a 

distancia media entre os sTtios de impurezas, mais acentuada ser a esta 

diferença. Desta forma, para concentrações não muito elevadas, o Hamil 

toniano 

H = 1. t. at
a  a 
	+ --Y-- y 	n 	

' 	
(3.53) 

i 	ja 	2 io  ia  

onde: 

U = v.... 
1111 , 

pode ser considerado como uma aproximação razoavel para o Hamiltoniano 

3.51. O Hamiltoniano de Hubbard 3.53 constitui o ponto de partida 

para os modelos de correlação analisados ao longo deste trabalho. Este 

hamiltoniano encontra aplicação numa grande variedade de situações fT 

sicas. Um apanhado sobre estas pode ser encontrado nos artigos de 

Mott e Zinamon (1970) e Doniach (1969) 

Para a obtenção do espectro de excitações elementares as 

sOciado ao Hamiltoniano 3.53, interessa o cSlculo da função de Green: 

G(E) = 	Gi 	 (3.54). = 	«aia  ;a io»E  , 
ia 	ia 

onde, de acordo com o formalismo apresentado no Apendice B, 

4- 
E G.

ia 
 . <Ur. 

0 
,a
JG

. 3> 5 	 (3.55a) 
j 	1  

T. 	= 	1 	 (3.65b) 
lo 	1 -L/E •0 
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A partir da Equação 3.55b, segue-se que: 

11 
T• = - a • = a. + 	--- a • • 	 (3.56) ic 	io 	o 	 1 0 1-LiE 	 1-L/E E 

O comutador de a io com H pode ser facilmente calculado e 

é expresso por: 

L a ia  .= 	t12,*a2,o + U a. 	n. 	. 	 (3.57) io 1-c 

Através das Equações 3.57 e 3.56, obtemos: 

T.
1G 

= a . + y _Lt TRc + 	(a . n 1-G  ) 	 (3.58) 
IG 	 10 2, E 	E 1-L/E 

Para a obtenção 'de uma equação fechada para o 	operador 

T. devemos, de alguma forma, obter uma expressão para o Ultimo termo la 
da Equação 3.58. No limite atamico, isto é", quando 

t.• = t 1
.
1  
. 	 ' = E. 6.. 	 (3.59) 13 	13 	13  

pode ser verificado que: 

Ln. 	= O 	 (3.60a) 1-o 

e 

1 	 1  (a.
o 1 

n.
-0 c 14/E  = 	 a io  =n 	Tio 	 (3.60b) 

l  

Desta forma, no limite de baixas concentrações, -e razoãvel supor que a 

Condição 3:60a é satisfeita aproximadamente. Introduzindo esta aproxi 

mação na Equação '3.58, segue-se que: 
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Un. 	E. 	 t., 
(1- 	1-G  - --1) T. 	... a. 	 (3.61) 

E 	
E 	lc 	io 	2.#i E 	£(3  

Efetuando o comutador desta expressão com a -13-. 0 , obtemos: 

(E - Un. 	-E.) G. 	. (5.. + y 	t. 	G . , 	 (3.62) 
1-0 	1 	lja 	13 	12, 32,jo 

2M 

. 	- 
onde o operador G iicy  é definido por: 

+ 1 
ig, a 

ljG 

A media termodinámica deste operador será denotada por 
Gijc. 
	Para ob 

ter uma expressão fechada para G, a partir da Equação 3.62, teremos 

de aproximar a media termodinãmica de certos produtos de operadores, 

tais como: 

- 
n. 	G 
1-c nmc 

Dependendo de como e realizada esta aproximação, emergem diferentes re 

sul tados. 

a) Hartree-Fock - 

Se efetuarmos a aproximação: 

<n. 	G.. > = <n. 	> G.. 
1-0 130 	1-0 	130 

diretamente na Equação 3.62,obteremos o resultado tradicionalmente 	co 

nhecido por Hartree-Fock 

G. 	- 	1 	(ô. 	+ 	t. 	G 	). 	 (3.63) 
liG 	E-E. - 	U<n. 

0
> 	1 i 	t¡i 

1- 
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Nos casos em que configurações especiais de n spinu e flutuações do poten 

cial não são importantes, podemos adotar as seguintes aproximações: 

<n.  
1-cs 

E - E i 	0 5  

para todo estado i, de modo que 

E-E - U<n-o> 
(cs.. + 	y 	t. 	G . ) . 

ij, 	it tjo 
(3.64) 

Observando que a solucão oara um sistema sem correlação (U.0) apresen 

ta a forma 

G9. =--L_ (a. 	t. G° . )  
130 	

(3.65) 
1 2, 	2-3G ) E-E0 	t#r 

podemos relacionar os dois resultados atraves da transformação: 

G 0 (E) = G l
o 
 ia (E-1-U<n-o>). 
	 (3.66) 

Através da Equação 3.66, podemos observar que a densidade de estados, 

obtida a partir desta aproximação, consiste em duas sub-bandas, uma pa 

ra cada orientação det'spin", centradas nas energias E 01-11<N> e E o+U<n 4. >, 

respectivamente. Desta forma, esta aproximação não prevê a existencia 

de uma transição metal-isolante para um sistema paramagnetico. Cumpre 

observar que o resultado acima e, naturalmente, 'o mesmo que se obtem 

através de um Hamiltoniano Hartree-Fock, isto e, 

HHF = 	(t '9, 	Y . 	v .v 	(.5 	, 

	

- 	2 	ijjt 	. i .jtj oo" - "j0 1> i a io a to , 

quando desprezamos a interação entre elétrons em sitios (estados) dife 

rentes. 
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No limite atOmico, a Equação 3.63 assume a forma: 

S. 
G 	 (3.67) • . 	- 
1j0 	E-E. - U<n i _ cy > 

Preve-se, portanto, a existencia de dois raveis,• 	com 	energias 

E. +U<n> para elétrons com spin + e E.+U<n,
+ 
 > para eletrons coespin" 

. 	1 
+. Este fato é" uma consequência direta da filosofia da 	aproximação 

Hartree-Fock•, que trata a interação elétron-elétron através de uma mé 

dia. Observe que o termo U<n> representa a interação media a:que 

um eletron de nspinu a esta sujeito devido ã ocupação da impureza i por 

eletrons denspinn-u. No entanto, por motivos 6bvios, o limite correto 

deve consistir em dois nlveis, com energias E i  e E i +U, que podem ser 

ocupados indistintamente por elétrons + ou +. Destas observações, pode 

mos inferir que a aproximação Hartree-Fock não representa uma boa solu 

ção do modelo de Hubband. 

b) Hubbard-I 

A partir da Equação 3.62 obtemos: 

1  k. 4 	 ((S. 	-I- 	X 	t• 	) • 
l '/ICY 	E-E. - Un. 	ij 	12, 	2,jcs 

1 	1-G 

(3.68) 

Por outro lado, temos a seguinte identidade: 

1 

1.1 n. 1 

1 U 	2 	2 
(1 1- 	 n. 	+ ( —) n. 	+ 	(3.69) 

1 E-E. 	E-E. 	1-(5 	E-E. 	1-CY  

	

1 	 1 

Através das propriedades dos operadores de criação e destruição, pode 

ser 'facilmente demonstrado que para qualquer inteiro R. 

n. 	= n. 
T-cs 	1-c 
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Substituindo este resultado na Equação 3.69, segue-se que: 

1  

E-E. - U n. 
1 

Un.- 
1 (1 .+ 	1-5 ). 

E-E. 
1 	1 

e, consequentemente 

Un. 
&". 	= 	( 1 	1-G 	) ( 6 .4 	 ) 	(3.70) 
ijc 	E_E. 

  

Desta forma, a partir.da equação acima e da aproximação 

- 
<n. 	G . > = <n. >G . 

1-c R.jc 	1-c 	£ja 

obtemos o seguinte resultado 

1 
G. 	- 	 (1 +  	(6.. + y 	t. 	G . 

1 4a 	E-E. 	
ij 	 tj0 

.1 

ou, alternativamente, 

(E-E.) (E-E.-U) 
1 	

 G
10 	S. 4 	G . 	. 	 (3.71) 

>) 	1 4 4Ja 
1 	1-C 

Este resultado e conhecido como a solução Hubbard I Ora o Hamiltonia 

no 3.53, 

Definindo 

(E-E.)(E-E.-U) 

> 
(3.72) 

e observando que 
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(Z- E,) G9. 	+ 	1 	t. 	G. 	 (3.73) 
lja 	ij 	 £ja 

ft 

e a equação para U = O em termos dá "energia" Z, podemos relacionar as 

soluções de 3.71 e 3.73 através da transformação E = E(Z). A Figura 

3.9 apresenta, esquematicamente, a relação entre as duas soluções, on 

de foi admitido que 

E. .= E 
i 	o' 

<n. 	> 	<n- a>. 
1- a 

Podemos observar que nesta aproximação ocorre um desmembramentodaban 

da sem correlação para uma dada orientação de "spin" em duas sub-ban 

das. Uma peculiaridade desta aproximação é que as duas sub-bandas num 

ca se superpõem, de modo que esta aproximação não previ uma transição 

metal-isolante nos moldes discutidos por Mott (Seção 2.4). 

Pode ser facilmente verificado que as equações que 	re 

lacionam as sub-bandas com a banda sem correção são expressas por: 

E 	Z+ U ± 
	U. 2  

	

+ 	ç 	) + UZ <n- a> , 	 (3.74a) 
í 	2 	- 	2 

p+  (E4. (Z)) = p 0 (z) = liM 	1  IM d_ria (Z+ is)), 	(3.74b) 

onde os subscritos "+", "-" e "o" referenciam, respectivamente,assub 

-bandas superior e inferior e a banda sem correlação. Considerando uma 

solução paramagnetica, isto é: 

<n - o> = <na> . 1/2, 

o número total de estados em cada .uma das sub-bandas pode ser expres 

so por': 

6  Vide Equação 3.54. 
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Fig. 3.9 - Relação entre o espectro de excitações elementares obtido 
a partir da aproximação Hubbard-I e o espectros de auto 
-energias do hamiltoniano sem correlação. 
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J Zi 

Z2  
dE +  

N, = 2N 	p± (E) 	= 2N 	p 0 (Z) 	dZ , 	 (3.74c) 

JE 	 dZ 

onde E e E representam os limites superior e inferior das sub-bandas, 

Z2 e Z I ,o mesmo para a .banda sem correlação;e N,o ni -aero de 	eletrons 

no sistema (igual ao nimero de Htomos de impureza). A partir da 	Equa 

ção 3.74c e da condição de normalização: 

I Z2 p 0 (Z) dZ = 1 

ZI 

demonstra-se que: 

N(1 ± (L 2  - L1)), 

onde: 

O 
(Z-U)/2 + U<n-o> 

L 1  = 	po(Z)   dZ > O , 

Z1 	/(W---:1) 2  +UZ<n-o> 
2 

Z2 

J 
L2 = 	P0(Z) 	(Z - U)/ .2 -1-  U<n  -o>  
	  dZ < O. , 

O 	• 	// (!-1-11 ) 2  1-  UZ<n -o> 
2 

A partir deste resultado, pddemos concluir que esta aproximação prevê 

uma transição do tipo Mott somente para os sistemas em que a banda 

sem correlação e simétrica (em relação a E0 ). Nos sistemas em que esta 

condição não se verifica, dependendo do grau de assimetria, a densida 

de de estados na energia de Fermi ou será sempre finita,ou passar ã de 

valores finitos a zero,e dal novamente para valores finitos. 

No limite atómico, a Equação 3.71.asSume a forma: 



y n. e i a 
- ia a  < 

e -(E ia - "ia )  
a 

pn
ia

) 

(3.76) 
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. 
1.—<n. 	> 	<11

i 	
> 

-a  i-o- G = -- + 	- ija 	E-E i 	E-E.-U i 

(3.75) 

Prevé-se, portanto, a existencia de dois niveis, os quais podem 	ser 

ocupados tanto por um eletron com ilspinn a quanto por umeletroncomuspin" 

-a. Lembrando que <nia>  pode ser interpretado tanto como a ocupação 

media da impureza i por eletrons com nspin u a quanto como a probabilida 

de de ocorrência deste evento, podemos interpretar facilmente os fato 

res que aparecem associados a cada mivel, na Equação 3.75. Um eletron 

com spin o poder ocupar o estado i com energia  se este es 

tado não estiver ocupado por um elétron comnspin n -a, ou seja, com uma 

probabilidade 1 -<n>. Da mesma forma, somente poder ã ocupar o esta 

do i com al(?)Iyia IE.+U, se o.referido estado jã estiver ocupado por um 

elétron de spin -o, ou seja, com uma probabilidade <n i _ o>. 

A demonstração de que este resultado representa, efetiva 

mente, o limite atOmico correto pode ser efetuada nos seguintes ter 

mos. No limite atOmico, o sistema pode ser modelado por um 	conjunto 

de lons de impureza não-interagentes, que somente trocam 	partículas. 

A ocupação media de cada ion e expressa por: .  

Onde E ia  e n.
i 
 denotam, respectivamente, a energia e o nõmero de 	ele 
a 

trons dos poss -iveis estados de muitas particulas, associados a cada mm 

pureza. De acordo com as hip5teses utilizadas no estabelecimen 

to do Hamiltoniano de Hubbard, a base de funções de um-elétron a ser 

utilizada na representação destes estados deve ser constituida somen 

te pelo estado fundamental de uma impureza isolada. Nestas condições, 

os possiveis estados de muitas particulas são .caracterizados por: 
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n.- .= O , 	E 	= O , 

	

11 ' 	 11 	. 

n .2 = 1 , 	E
12  
• =.E 	(para"spinu + ou +) , 

 i. 

n
i 3 

= 2 , 	E13 
	1 
= 2E. + U .  . 

Introduzindo estes valores na Equação 3.76, obtemos 

	

=<n->. 
	 1 + e-0(E +U-1) 	

(3.77) 

1 4- 1  el3(b i -P). 4- 1  ei+U-11)  
2 	 2 

Por outro lado, a partir da Equação 3.75 3  segue-se que: 

1 - <n. 	> 	<n. 	> 

	

1-a 	 1-0 <r) . 	> - 	 -1.-  1 - a 
0(E.-14J-11) 

1 -I- e" E i -P) 	1 + e 	1 

e, consequentemente, 

2 - <n.> 	 <n.> 
1 	 1 

<n.
1
> - 	 +  	, 

	

1 4- e0(Ei-p) 	1 + eo(E i
+U-u) 

(3.78) 

onde: 

(n.› = <n. > + <n. 
1 	10 	1-a 

ResolvendoaEquação3.78para<n.>, obt -em-se exatamente a Equação 3.77, 

quedemon.stra a completa equival -ãncia entre os dois resultados. 

c) Kishore 1 

Considerando queo operador n i _ a  comuta com o Hamiltoniano 

H, pode ser demonstrado que: 
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. 	-1  

	

--- Im . (um 	<n. 	G.. (E-ds)>) 
s->.0+  u 

	

dE = <n. 	n. > , 	(3.79a) 
1 + ef3E 	 1-0 'a 

- -0. 

- 	Im i (lim 	<(1-n i-a ) Giic (E+is)>) 

	

S O 	dE= <(1-ni-a)  n
i 1 	 a > 

(3.79b) 

de forma que os integrandos acima se referem -à.  densidade de estados de 

quase-partículas associada a sltios dupla e, simplesmente ocupados, 

ou seja., --a segunda e ã primeira sub-banda, respectivamente. 

Multiplicando a Equação 3.70 por n, obtemos: 

n. 	= 	1 	 - 

	

(n. 	ó.. + n. 
0 1-G 	1J0 	

E-E .-11 	
lj 	. 	132 	1- 	„)G 

1 

1  

	

(n. 	6. : 	y 	t. 	n 	' G. 
E-E 1 -U 	

1 - 0 	13 	1.2. £-0 2,30•2,í1 

(3.80) y t.a (n i - o -nst - o ) kja ). 

Efetuando a mesma operação com (1-n 1 _ 0 ), segue-se que: 

• 	
1

) 	
l 	

= 	(( 1 - n. 	) s. 	t. (1 -n. 	) 	) 
-G 	jo 

	

1-0 	2,jo 
1 

= 	 a4, + y . tit (1-n t-c )  G R.ja 

y t. 	Gzio ). 	(3.81) 
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Definindo as equações 

-+ 
G.. 	= n. 	G.. 	, 	 (3.82a) 
lja 	1-cy lja 

EToj  1 = (1-n. 	) C., 	 (3.82b) 
i -0 

e substituindo-se as Equações 3.80 e 3.81, obtemos: 

-+ 
(E -E. -U) G. 2 	= n. 	(5 2 , 	y 	t. 	G 2 	1- 	X 	t. (n. 	-n 	) G , 

iJcs 	 ij 	 2,jo- 	I . 	12, 	1 	R, - 0 	2,jcs ,  
32.1   

(E-E s ) 	= (1-n 1 _ 0 ) 	+ y t,,
ja 	 I4 

Tomando a média termodinâmica e desprezando os termos que envolvem, ex 

plicitamente, processos relativos a dois si - tios, as equações acima assu 

mem a forma: • 

(E - Ei - U) 	Gt2 
lja 

(E-E.) 	GI2 	= 
1 	130 

= 	<n. 
1- a 

<1-n. 
1 - a 

> 

> 

, 6., 	+.
1 	

G+ 	
, IJ .0i .  

(5+ 	1 	-t. 	G 
ij 	• 	12, 	ti a 

32,1 
• 

(3.83a) 

(3.83b) 

Estes resultados foram originalmente obtidos por Kishore (1979), 	atra 

siéS de um formalismo denominado "self-consistent many-body theory". 

Consideraremos somente as soluções em que: 

<n. > 	<n > 	 (3.84a) 
la 	G 

E. . E0 	 (3.84b) 

Nestas condições, iterando as Equações (3.83a) e (3.83b)e comparando-as 

com a correspondente série obtida a partir da Equação 3.73, demonstra-se 

que: 
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Gt 
a 
 (E) = <n-a>  

ij  

G-- (E) 	( 1-<11- cP) GC? • (E) 1Ja 	 1Ja 

Desta forma, as.densidades de estados obtidas através des 

ta aproximação se relacionam com o resultado sem corre -ração, através das 

seguintes expressões: 

p 1- (E) = <n-a> po(E - U), 	 (3.85a) 

p(E) = <1 - n-a> p o (E). 	 (3.85b) 

A Figura 3.10 ilustra, esquematicamente, a relação entre estes resulta 

dos. Podemos observar que esta aproximação apresenta duas sub-bandas,cu 

jos centros de gravidade estão separados por uma energia igual a U. A 

largura destas sub-bandas e igual é largura da banda sem correlação e 

não existe qualquer restrição quanto ã possibilidade de superposição das 

mesmas. O numero total de estados em .  cada sub-banda, no caso de mate 

riais paramagneticos, e igual a N, o numero de elétrons no sistema. Des 

ta forma, enquanto existir um "gap" entre as duas sub-bandas, a energia 

de Fermi se situare no extremo superior da primeira sub-banda. Somente 

ap5s o desaparecimento do referido "gap", a densidade de estados naener 

gia de Fermi passarí a apresentar valores finitos. Assim, esta aproxima 

ção é capaz de descrever uma transição.metal-isolante do tipo Mott. 

No limite atOmico, através do conjunto de Equações 3.83, 

obtemos: 

<1-n. 	> 	<n, 
G. 	= G. 	4.  GT, 	- ( 	1-G .  + 	1-G  ) 6 4 , .13a. 	Lia 	ijo E-E. 	E-E 1 -U 	• 

De acordo com a discussão do item anterior . , esta aproximação apresenta, 

portanto, o limite atOmico correto. A primeira aplicação deste formalis 

mo a semicondutores dopados encontra-se em Ferreira e .  Silva et alii (1981). 
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Fig. 3.10 - Relação entre o espectro de excitações elementares obtido a 
partir da aproximação Kishore-I e o espectro de auto-ener 
gias do hamiltoniano sem correlação. 

d) Kishore II 

As aproximações discutidas nos itens b e c acima apresen 

tam naturezas distintas. Enquanto na primeira são efetuadas aproxima 

Oes na medida termodinâmica, na riltima são desprezados termos cujas mé 

dias termodinãmicas são supostamente' pequenas. A aproximação que discu 

tiremos a seguir .mescla estas duas caracterlsticas. 

Através das Equações 3.80, 3.81, 3.82a e 3.83b, obtemos: 

(E-E 1 -U) W. =.n. 	s., + 	t 	n.
G2,jcs'  lju 	1-0 lj 

(E-E 1 ) 	= (1-n
i-0

)
ij 

+ 	
1 

tit (1-n
1-0 ) G 9.ja lja 

2,1 

Tomando a média termodinãmica das equações acima e efetuando a seguinte 

aproximação: 

- <n. 	G . 	<ti ; 	G
£j0 

= <n. 	> (G
+ 	

+ G . ) 
2.3a 	 1-a - 	Xja. 	Zja 
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obtemos: 

	

+= . 	= <n. 	> (6., + 	t. 	(G. + G . )) 	(3.86a) 
1 	G lja 	1-a 	lj 	. 	1Z 	Zja 	Zja 	' Zh 

	

(E-E 1 ) GT : 	- <1-n. 	> (6. + y t.1 	(G-d  + 	)). 	(3.86b) 'Lia 	1-a 	lj 	 R 	ia 	Zja 

Nblimiteatemico,asfur~ -1
j  
:eGT 	apresentam divergencias 	em 
io 	Ijo 

, E.i +U e E.1  respectivamente. Desta forma, na região de concentrações em 

que' 

onde B e a largura da banda sem correlação, e razoãvel supor que o aco 

plamento entre as duas funções seja pequeno. Nestas condições, segue 

,se que: 

	

+- 	 + 

	

(E-E.-1)G.=<n. 	> (6.. + 	t. 	G . ), 	 (3.87a) 
ija 
	

1-cl 	 1£ tja 

(E-E.) GT2 	<1-n. 	>(6. 	+ 	G
Aja ) 	 (3.87b) 

	

ijo 	1-a 	lj 

Considerando somente as soluções para as quais são \ia- lidas as 	Condi 

ções 3.48, podemos observar que estes resultados se relacionam 'com 	o 

resultado sem correlação atraves das seguintes equações: 

	

Po ( 	E-U  ) 	 (3.88a) 
<n-o> 

 E 	 

	

( 	) 	 (3.88b) 



A Figura 3.11 ilustra a situação. Como na aproximação anterior, 	exis 

tem duas sub-bandas para cada, orientação denspin li ,centradas em 	torno 

de Eo e E o+U. Da mesma forma, inexistem restrições quanto ã possibili 

dade de superposição entre as sub-bandas. 
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Fig. 3.11 - Relação entre o espectro de excitações elementados obtido 
a partir da aproximação Kishore II e o espectro de auto-
energias do hamiltoniano sem correlação. 

A partir das Equações 3.88, podemos observar que as lar 

guras destas sub-bandas se relacionam com a largura da banda sem corre 

lação através das seguintes expressões: 

AE = <n-a> 8, 

AE- = <1-n-a> B, 

onde' .6E+ , 6E-  e B representam, respectivamente, as larguras da segunda 

e primeira sub-banda e da banda sem correlação. Desta forma, a superpo 

sição entre as duas sub-bandas nesta aproximação se darã numa concen 

tração superior ã respectiva concentração correspondente ã aproximação 

anterior. O numero  total de estados em cada sub-banda -e expresso por: 



lia 

	

E 2 	 z2  i- 

	

N = N E 	p + (E) dE = N E 	<na> p 0 (E) dE . N 	(3.89a) 
+ 

	

a  El 	 -0 
z1- + 

	

, E 2 	 z2 - 

	

N = fi E 	p_(E) dE 	N E 	<1-n-a> p 0 (E) dE = N , 	(3.89b) 

	

O 	- 

	

'El 	
a 

 zi 

de modo que estes resultados tambem conseguem descrever uma transição 

do tipo Mott para materiais paramagneticos. Através das Equações 3.87 

pode ser verificado que esta aproximação apresenta o limite 	atamico 

correto. Estes resultados foram originalmente obtidos por . 	Kishore 

(1982), através de um formalismo denominado de "Standard BasisOperator 

3.4.1 - RESULTADOS COM O MODELO DE  HUBBARD 

Nesta seção, ilustraremos a aplicação das diversas solu 

Oes aproximadas do Hamiltoniano de Hubbard, discutidas acima, ao caso 

do Si:P. 

Todas discussões e anelises da seção anterior foram de 

senvolvidas para um semicondutor de "gap" direto, utilizando uma fun 

ç'ão-base por sTtio. A generalização daqueles resultados para semicon 

dutores de "gap" indireto, dependendo das circunstãncias, envolve a uti 

lização de mais de uma função-base por sTtio, o que dificulta sobrema 

neira os celculos. Na literatura, encontram-se algumas tentativas nes 

te sentido (Figueira da Silva, 1983; Makler, 1981), mas que 	utili 

zam 	um hamiltoniano de massa efetiva, o que, de acordo com a discus 

são da Seção 3.2, e de dificil justificativa nos casos em que as tran 

sições interminimos removem a degenerescência do estado fundamental 

associado a uma impureza isolada. 

Devido principalmente ãs transições interwinimos, o es 

tado fundamental associado a um . ãtomo isolado de P no Si:P é não-dege 

nerado e encontra-se separado' dos primeiros estados excitados por ape 

nas alguns meV. Nos cãlculos apresentados a seguir ;  ignoramos comple 
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tamente este fato e utilizamos um conjunto-base constituido 	unicamen 

te, a partir da função correspondente ao referido estado fundamental. 

Para bem dimensionar o valor dos resultados, devemos observar que, com 

esta simplificação, estamos desprezando todo um conjunto de estados 

(possivelmente de elevada densidade, pois o primeiro e segundo estados 

excitados no Si:P apresentam degenerescencias 2 e 3, respectivamente) 

situados entre a primeira e segunda sub-banda de impurezas. 

Para a descrição do estado fundamental de uma 	impureza 

isolada, utilizaremos a função de Kohn-Luttinger apresentada na Seção 

2.3. Desta forma, o conjunto de funções-base a ser utilizado no forma 

lismo da seção anterior :  e composto pelas funções: 

1 	
-,) 

 (p4) -  	y F o (r- 	
() 

R.) r 	, 
1 	 1 	k (IQ 

1/ V 	2--1 	• 

F0( —"" ) = (
93 1/2
—t--- ) 	e—ar s 
V 

-1 	m*e2  
0 	2 ' h K 

(3.90a) 

onde R. denota a posição de uma impureza e Ilfe- ( -È) e a função de Bloch 

correspondente ao mlnimo situado em 1: 02,. Nestas condições, de 	acordo 

com a Equação C.28b, a transformada de Fourier dos 	ele 

mentos da matriz de transferencia e expressa por: 

T(k) = 	X v(k -k oz ) , 	 (3.91a) 
v t 

-32u V o a' v(k) = 	 (3.91b) 
(a 2  k2 ) 3  

onde v e o niimero de miniMos. Substituindo este resultado na Equação 

2.66a, obtemos 'a seguinte equação para a media configuracional da fun 

ção de Green diagonal correspondente ao problema sem correlação: 
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z  _ 1 	 dk  

G° j (27r) 3  

(-1  X v( -13-(-r<02.)) 2  
v 

1-nGo 	v(k-k oz ) 
v . £ 

(3.92) 

onde a energia de ionização de uma impureza isolada foi adotada como o 

zero da escala de energia. O integrando na Equação 3.92, somente apre 

senta valores apreci -a-veis quando k esta pr3ximo a um dos vetores i: 0£ . 

Desta forma, subdividindo o espaço de integração em regiões centradas 

em torno de cada vetor "r<-  obtemos, com boa aproximação, 

'•  
1 	nG° 	d,->. k 	v2(r_<) 	. 	 (3.93) z - ,..G. 0--  = —v 	(27)3 1 _n-do v(k)  

v 

Resolvendo a equação acima para -J)., obtemos a densidade de estados por 

ãtomo de impureza por nspin" através da seguinte expressão: 

p 0 (E) =- 	Im (um 	-d°  (E +is)). 
"If 

+0+  

A Figura 3.12 ilustra os resultados para diversos valores de uma 	con 

centração adimensional definida por:. 

32wn  
P 	 (3.94) 

a 3 

Substituindo estes resultados nas Equações 3.74, 3,85 e à.88, obtemos 

os resultados correspondentes -às aproximações b, c e d discutidas na 

seção anterior. As Figuras 3.13, 3.14 e 3.15 ilustram estes resultados. 

No Apendice 8, estão deduzidas as expressões para o calor 

especTfico eletró-nico e para a susceptibilidade denspinncorrespondentes 

a cada uma das aproximações. As Figuras 3.16 e 3.17 ilustram os resul 

tados obtidos para o Si:P. 
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De acordo com a discussão da seção anterior, estes resul 

tados somente são vãlidos na região de baixas concentrações. Devemos 

observar que, nesta região de-concentrações, todos resultados teóricos 

se encontram abaixo dos respectivos resultados experimentais: Ao nosso .  

ver, esta discrepãncia se deve, principalmente, ã ausencia dos estados 

excitados na base de - funções utilizada para o estabelecimento do Hamil 

toniano de Hubbard. Devido ã proximidade destes estados com, o estado 

fundamental, as respectivas bandas devem apresentar grande superposi 

ção, mesmo em baixas concentrações,-que resulta num maior valor da den 

sidade de estados na energia de Fermi e, consequentemente, num aumento 

da susceptibilidade deuspin"e do calor especifico. Este fato.e mais vi 

sivel no caso do calor especifico, que apresenta * maior sensibilida 

de ao valor da densidade de estados na energia de Fermi. Todavia, e im 

portante observar que estes resultados apresentam grande dependencia. 

de parãmetros,tais como o raio de BOhr da função envelope e a energia 

de repulsão intra-atõmica U. Para ilustrar este fato, nas Figuras 3.16 

e 3.17 são apresentados os resultados obtidos a partir da aproxiMação 

Kishore I para dois valores distintos de a o . Desta forma, boa parte 

das discrepãncias acima referidas podem ser atribuidas a imprecisões 

no cãlculo do estado fundamental que, de acordo com o exposto na Seção 

2.3, e bastante qualitativo. 

De todas aproximações, a que parece melhor reproduzir a 

situação experimental, sob todos aspectos (vide Seção 3.4), e . a aproxi 

mação Kishore I. 





CAPITULO  4 

ESTADOS DE CONDUÇÃO - FORMALISMO DE HIBRIDIZACÃO 

De acordo com a discussão do CapTtulo 2, existem diver 

sas indicações experimentais de que,apOs a concentração critica da 

transição metal-isolante, os estados de condução do hospedeiro desem 

penham um papel de importância crescente .na definição das proprieda 

des.eletr8nicas do sistema, Desta forma, torna-se importante estender 

a investigaão do espectro de auto-energias dos hamiltonianos apresen 

tados no Capitulo 3 atê.  energias mais elevadas, de modo a incluir a 

banda de condução do hospedeiro, Neste capitulo, com base no modelo 

conceitual discutido na Seção 2.6 e nos conceitos apresentados ao lon 

go do Capitulo 3, investigaremos, atras de um formalismo de hibridi 

zação, diversos modelos apropriados â região de concentrações em que 

o potencial associado a uma impureza apresenta um único estado liga 

do. 

4.1 - O FORMALISMO DE NIBRIDIZAÇÃO APLICADO  A SEMICONDUTORES DOPADOS  

O estudo do espectro de auto-energias (ou de excitações 

elementares, no caso de hamiltonianos de muitas partículas) de um ha 

miltoniano qualquer envolve a utilização de um conjunto completo de 

autofunçaes de um elãtron. Todavia, o estudo de uma parte especifica 

deste espectro pode ser efetuado, dentro de certas limitações, 	atra 

ves da escolha de um conjunto apropriado de autofunções, que 	seja 

, suficientemente completo para a representação (aproximada) dos 	auto 

estados correspondentes ãquela parte especifica do espectro. Os cã-leu 

los desenvolvidos no capitulo anterior são exemplos deste tipo 	de 

abordagem, nos quais é estudada uma pequena região do espectro, 	cen 

trada na energia correspondente ao estado fundamental de uma impureza 

'isolada na rede. A extensão deste estudo, de Modo a abranger a região 

dé estados de condução, exige a utilização de uma base de funções que 

seja suficientemente completa para a representação tanto dos estados 

de impureza quanto dos estados de condução. No caso de semicondutores 

dopados com impurezas rasas,ásfunçõesde Bloch correspondentes â banda 
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de condução do hospedeiro satisfazem plenamente esta condição, No pr8 

ximo capitulo, apresentaremos resultados baseados inteiramente neste 

conjunto de funOes, ao passo que no presente capitulo, seguiremos um 

esquema alternativo, o qual esta assentado nas seguintes consideraçaes. 

Na região de energias de interesse, um auto-estado qual 

quer, com energia E, pode ser expresso por 

(D
E
(h = X C(E,r(') 	( -1" 
	

(4,1) 

onde 61)Z,04-- )) é o conjunto de funç8es de Bloch correspondente ã banda 
• de condução não-perturbada. Se a energia deste auto-estado estiver si 

. tuada na região de energias correspondentes ã banda de condução não-

.perturbada, apenas um dos coeficientes desta expansão apresentara va 

lor apreciavel, ou seja 

(DE (-;-. ) 	1.p("rt) 
	

(4,2) 

IC(E)1« 1 para 	1.4(-  

Por outro lado, se a energia do auto-estado em consideração 	estiver 

prOxima da energia correspondente ao estado fundamental de uma impure 

za i-sólada na rede, os coeficientes na eSpansão 4.1 devem ser tais que 

ai(E) 
	

(4,3) 
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onde q).¡ Crt. ) E o estado fundamental de uma impureza isolada, situada no 
sitio 	e E

o 
e a correspondente energia. 

1 

As Expressões 4.2 e 4.3 indicam que o conjunto de fun 

ç8es_ 

(4.4) 

se presta, em tese, ã descrição da região de interesse do espectro de 

auto-energias de semicondutores dopados. A utilização deste conjunto 

como conjunto de funções-base introduz significativas simplificações 

formais quando comparada ã utilização do conjunto (n(7. )}. O Conjunto 

4.4, no entanto, mais que completo e as condições para sua utiliza 

ção como conjunto de funções-base não são muito claras. Até o presen 

te momento,desconhecemos'qualquer discussão mais aprofundadasobreesta 

questão. De todo medo, ..a idéia básica é descrever a região do 	espec 

tro cujas energias se situam em torno de E 0 , principalmente 	através 

das funções .4.0t )},e a região.do  espectro cujas energias se 	situam 

na região.correspondente ã banda de condução, principalmente através 

das funções {111M)• Mais adiante, discutiremos alguns aspectos rela 

cionados a esta questão. 

Este tipo de abordagem foi originalmente introduzido 

por Anderson (1961) para o estudo de um sistema semelhante, em certos 

aspectos, ao que estamos considerando, o de impurezas de metais de 

transição em hospedeiros não-magnéticos. Posteriormente, foi generali 

zado por Smith (1968) para o estudo de terras raras e por Kishore e 

Joshi(1970) para o estudo de metais de transição 

4.1.1 - HAMILTONIANO DE ANDERSON GENERALIZADO 

Utilizando como base o conjunto de Funções 4.4, o 	Ha 

miltoniano . 3.1 assume a seguinte forma em segunda quantização: 

H = b . 	+ 	X n. n. 	4- 	 a,- 4- 
130 	ja 	2 fi:5  10 1-0 	k 	kcr ka 



* 
t 	(1).i ( -È) 	.(p() (1-;" , 

Crt. 1 --It 2 ) 	Crt' 2 

4).("),') 
J 	1  

= 

V. 

f 
= 

* 
xp+(rt. ) k 

(1) ;'.  

N 

j=1 

( 7'2 ) 

v 

) d7 d7 .1. 	2 5 

(4.6a) 

(4.6b) 

(4.6c) 

onde: 
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* y (V4..ad+ b. + 	b. a÷ ki Ka ia 	ki la ka ' 
ika 

(4.5) 

E.+ é a relação de dispersão para a banda de condução 	do 	hospedeiro, 

a+ (a+ )é poperador de criação (destruição) para elêtrons com "spin"a no ka 
estado i-; 13. 	i 4.-(b.Yiaequivalenteparaoestad);e n ia 	o opera k 	10 	a 

i)o conjunto de Funções-base 4.4 foi considerado ortogonal; 

ii)as integrais de três centros que envOlvellorbitais at6micos fo 

ram desprezadas (vide Seção 2.7); 

iii)todos termos de interação elétron-elétron, com exceção do 

"termo de Hubbard, foram desprezados; 

iv)o termo de espalhamento dos estados de Bloch pelo 	potencial 
de impurezas; 

dorrirmerodeo"paçãoperael-étrolisumunspwcwestadocp(It). O 	ha 
miltoniano acima oferece uma descrição altamente qualitativa da 	situa 

ção fisica real. Em sua derivação foram efetuadas as seguintes 	aproxi .  

'mações: 

(4.7) 
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11/5(
M 	 07.) d-rt- * 

j=1 

foi desconsiderado. 

Esta GltiMa aproximação j uma consequjncia direta do fato 

de ser o conjunto de Funções-base 4.4 mais que completo. Isto pode ser 

visualizado da seguinte forma. Caso o conjunto de funções-base 	fosse 

constituido unicamente pelas funções de Bloch, o Termo 4.5 por si 	sõ 

seria o responsãvel pela descrição dos estados advindos do alargamento 

das estados ligados,associados ao potencial de uma impureza, bem como 

pelas ressonâncias causadas por este mesmo potencial. No entanto, no Ha 

miltoniano 4.5, os estados advindos do alargamento do estado fundamen 

tal estão sendo considerados através das funções q) i (r). Além do 	mais,. 

parte dos efeitos do potencial de impurezas sobre os estados de 	condu, 

ção (ressonâncias) estão inclusos nos termos dé hibridização 	Des 

ta forma, a aproximação IV deve ser interpretada como a desconsideração 

dos estados excitados e de parte dos efeitos de ressonância associados 

ao potencial de impurezas. 

No caso de uma Unica impureza, o Hamiltoniano 4.5 é usual 

mente denominado 	Hamiltoniano de Anderson. A titulo de 	estabelecer 

uma visão qualitativa das propriedades do Hamiltoniano 4.5, é 	interes 

sante explorar este caso. 

4.1.2 - ANALISE QUALITATIVA DO HAMILTONIANO DE ANDERSON 

No caso de uma impureza, o Hamiltoniano 4.3 assume a 	se 

guinte forma: 

H = E0 	b: 1)0  + 	nan-o + k ÈclaiZ'a 
2 c 1- cY 

+ y )  ko o kal • o 	
b KG o 

to 

(4 .8) 
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De acordo com o formalismo de Green apí'esentado no Apãdice B , as fun 

c6es de Green relativas ao estado de impureza e aos estados de condu 

ção são, respectivamente, expressas por 

onde 

EG 	< [Tb] >, 
Oa 	0a ,  a 

EGta  = < [Tta , ata] >, 

b
.
0., Too 

1 - L/E 

(4.9a) 

(4.9b) 

(4.9c) 

- 	1 	 a-+ ko 	 " 
1 - L/E 	

ka 
 

(4.9d) 

As respectivas equações de movimento, por sua vez, são definidas por 

1 	 1 	 L 

	

b0= a + 	 ba, 
1 - L/E 	 1 - L/E E 

.1 	 1 	L 

	

a÷ +------- 	. ka 	ka 	 ka 1 - L/E 	 L/E E 

(4.10a) 

(4.10b) 

Através da Equação 4.8, podemos facilmente mostrar que: 

Lb =Eb +Ub
a
n-a 	 a*ta.  a 	o 

La± = 	+ 	b . ka 	k ka 	ko a 

Substituindo estes resultados nas Equações 4.10, segue-se que 

* 

	

+ U 	
E 

T . b 	 1 	
Vt_ 

(:)... T 	i: S. 	I")  T, 
oa 	a 

	

E 1 - L/E (I) rl-c5) I.  --li 	oa 	
L 	 ka 

. 	* •E 
. 	K 

(4.11a) 
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k 	ko — 
kc 	Iço 	

E 	E 
ka 	oo • (4.11b) 

De modo semelhante ao desenvolvimento apresentado na Seção 3.4, 	adota 

remos a seguinte aproximação, 

(b n-o) 	n-o T05 2  
1 	L/E 	° 

(4.12) 

para a obtenção de uma equação fechada para T 0 . Introduzindo este 	re 

sultado na equação 4.11a, bem como fazendo uso da Equação 4.11b, 	obte 

mos: 

E  
T
ou 	 (1) o E-E

O  -r(E)-Un-o 
(4.13a) 

onde 

r(E) = y 
Ï .  

(4.13b) 

Atrav'es dos argumentos apresentados na Seção 3.4, pode ser facilmente de 

monstrado que: 

1 	E-E0 -U(1-n-0)-r(E) 
	

(4.14) 
E-E0 -r(E)-Un-.0 	(E-E0-r(E))(E-E0-U-r(E)) 

Introduzindo este resultado na Equação 4.13a e efetuando o 	comutador 

com b ' , obtemos 
a 

E-E0 -U(1-n-a)-r(E) 
.ÈOu E (T 	- 	  

oa ,  o 	
(E-E0 -r(E))(E-E0 -U-r(E)) 

• (4.15) 

Multiplicando á Equação 4,15 por (1-n-o)e por n-o e tomando a m -édia termo 

dinãmica, obtemos as fun .65es de Green relativas ao primeiro e 	segundo 



do que: 

1  

1 	1 
112 

2  
(c -2.-Er(- ) 
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sub-nivel de impureza, respectivamente,-as 	,: são expressas por: 

G - 	. 	(1..n ... 0-) G 	< 1-n-a.> oa  - OU  
E- E0 - r(E) 

(4.16a) 

G+ = < 	G 	> 
ou 

< n -a > 

E - E
o 

- U - r(E) 
(4,16b) 

Quailto ã.  função de Green. relativa aos estados de 	condu 

ção, através da Equação 4.11b obtemos: 

V+ , 
(1

- 	ko < [T,4- , 	] > 	1 	— < ET, ka 	ka • 	 oa, a] >  ku 	• 
E 	 E 

No entando, através das Equações 4.I3a e 4.14, segue-se que: 

V+ ko  
• oa 	

E - 

portanto, 

1 	I V-k-o[ 2   = -_-__- + 	
< 1-n-a  > 	‹. 1-n-a > G+.  ko 

E-E+ 	(E-E+) 2 	-E-E
o
-r(E) 	E-E -U-r(E) k 	k 

(4.17) 

(4.18) 

Através de simples manipulação algébrica, pode ser mostra 

(4.19a) 

(4.19b) 
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onde {6 ,- 1- e {c+} denotam, respectivamente, o conjunto dos p61os 	das 

Equações 4.16a e 4,16b. De modo análogo, a Equação 4.18 pode ser coloca 

da na seguinte forma: 

IV-). 1 2  
= v 	ko 	 1 	 <1-n-o> 

ka 2 ( E - E 	1 + 

	

2 	V01 2  
' 	kl  

( c; _ E0 2 

Ikl-È 12 	
<n-a> o 

(6I-E 1--)<-) 2  ' 1 	y 	iVto1 2 	E-c; 
(4.20) 

Nestas condições,,a função de Green correspondente ao Hamiltoniano 4.8. 

é expressa por: 

- 1-n-o>  G (E) = G+ + G 	-1- X G--)- = y 	-1- 1 	 G0(E) 
	oa 	oa 	ka. 	- 

k 	R, 	E-c 	R, E-c+ R • 	R, 

(4..21) 

que demonstraque 	e {cp formam o conjunto de auto-energias do sis 

tema. No caso em que U = 0; pode ser facilmente observado que: 

1  
E-c- R, 

• 4.22) 

Através dos resultados acima, podemos observar que a fun 

ção de Green relativa a cada um dos sub-niveis de impureza compartilha 

poios com a função de Green correspondente aos estados de condução, o que 

demonstra o caráter hibridg dos auto-estados do sistema. 

A Figura 4.1 apresenta, esquematicamente, a posição das 

auto-energias {g, c í }. Podemos observar que o espectro de energias 

correspondente ã banda de condução se mantém, praticamente, inalterado. 

As energias correspondentes ao primeiro e segundo subnivel de impure 

za, por sua vez, são desloCados para valores menores. g magnitude des .  

te deslocamento depende da posição original destes . niveis em relação 

ao espectro continuo,bem como do termo de hibridilação, 
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Fig. 4.1 - Disposição das auto-energias do sistema. 
Ilru1 2  

As curvas cheias representam os valores de   e a reta 
t E-Et 

tracejada,os valores de E-E 0 , em função da energia E. As in 
terseções da reta com as curvas definem o posicionamento do 
conjunto de auto-energias {c:}. A posição das auto-energias 
{c -'} -é, de modo anã- logo, detérminada pelas interseções da re 
ta 21-E 0 -U com as referidas curvas. Este segundo conjunto dê-
auto-energias não estã representado na figura acima. As assin 
•totas se localizam sobre os valores de E. 
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A partir destes resultados, podemos antecipar algumas ca 

racteristicas da solução do modelo para virias impurezas. Nesta 	situa 

ção, identificando os dois subniveis de impureza acima referidos 	com 

os centros da primeira e segunda sub-banda de impurezas, podemos 	obser 

var que a hibridização,alem de deslocar as referidas bandas para 	ner 

gias mais baixas, favorece a superposição entre estas, 

4.2 - APLICAÇA0  A SEMICONDUTORES DE "GAP"  INDIRETO  

Na Seção 2.6, discutimos, qualitativamente, as principais 

alterações que ocorrem no espectro de auto-energias de um semicondutor 

dopado, quando a concentração de impurezas é aumentada. Tomando como ba 

se o fato de que em altas concentrações. tudo se passa como se os 	ele 

trons de impureza ocupassem os estados não-perturbados da banda de 	con 

dução, concluTmos que o efeito de blindagem sobre o potencial de impure 

zas tem um papel extremamente importante no regime que se estabelece a 

partir da concentração crTtica da transição metal-isolante. Devido a es 

ta blindagem, o potencial associado a uma impureza passa a apresentar um 

número finito de estados ligados, número este que depende da concentra 

ção de impurezas. Desta forma, existe uma certa região de concentrações 

em que este potencial apresenta um único estado ligado, Nesta regiEo de 

concentrações, o formalismo de hibridização apresentado nas seções pre 

cedentes, pode, eventualmente, reproduzir as principais caracterTsticas 

da situação fTsica real. 

Mesmo na situação em que o potencial associado a uma impu 

reza apresenta um único estado ligado, não temos condições de afirmar, 

d priori, se o estado fundamental e ou não degenerado, ou se o termo de 

Hubbard pode ser completamente negligenciado. E certo que a taxa de tran 
siçijes ibterminimos decresce com o aumento da blindagem do potencial de 

impurezas. Quanto energia de correlação intra-atOmica U, . desconhecemos 

qualquer abordagem formal sobre a influência da blindagem eletr5nica so 

bre a mesma. No entanto, como foi sugerido por Mott (1978), acreditamos 

que este termo tem seu valor reduzido com o aumento da concentração 	de 

elétrons no sistema. Desta forma, a tendéncia natural, numa 	primeira 

aproximação, seria a de negligenciar estes termos. .No entanto, na situa 



[

+ Vc (lt ) , + Veff ()1 (t- ) = . E 0W), 
2m 

veff( ) 

onde 

(4.23) 

(4,24) 
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Cão que estamos considerando, a inclusão ou não destes fatores 	modifi 

ca substancialmente os resultados finais. Desta forma; achamos importan 

te , considerar as seguintes possibilidades: 

- èstãdo fundamental degenerado e U = O; 

- estado fundamental não-degenerado e U = O; 

- estado fundamental não-degenerado e U 	O. 

Nos casos em que a interação elétron-elétron intra-atami 

ca e desconsiderada, o sistema pode ser tratado através de um fOrmalismo 

de um-elétron. Os efeitos de blindagem são, então, incorporados através 

do formalismo apresentado na Seção 3.3. Desta forma, nestes casos estare 

mos, essencialmente, investigando o espectro do hamiltoniano de Um-elé 

tron 3.2. No entanto, visando sistematizar a apresentação, utilizaremos 

igualmente um formalismo de segunda quantização no tratamento destes ca 

sos. No caso em que U 	O, consideraremos, sem maiores . justificativas 

formais, que o efeito de blindagem pode ser incorporado ao 	formalismo 

através da substituição do potencial de Coulomb por um potencial blinda 

do. Esta aproximação, além de apresentar o limite "U O" correto, nos 

parece fisicamente bastante plausível. 

De acordo com estas considerações, os estados atómicos a 

serem utilizados no conjunto de Funções-base 4.4 devem satisfazer a, se 

guinte equação 
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De acordo com as aproximações discutidas na Seção 2,3, a função envelo 

pe associada ao estado (1)() deve satisfazer a seguinte equação: 

V' 	Veff (È))F(i'-'). E
o 	

. 	 (4,25) 
-  

2m* 

Adotaremos, como na Seção 3,3,2, uma solução variacional 

= (-1F ) 	e-ur 
	

(4.26) 

onde o parãmetro variacional a, correspondente ao estado fundamental, 

'é dado pela soluço da seguinte equação: 

4a
(2a+3X) 

(2a-I-X) 3 	ee
2 • 	H ' 

• 

(4,27) 

A energia correspondente ao estado fundamental, por sua vez, é expres 

sa por: 

	

E (À) 	
11 2 a 2 	e2 	4a3 

= 
• 2m* 	K (2a+À) 2  

• (4,28) 

De maneira diversa ã proposta na Seção 2,3, escolheremos o valor de m* 

de tal modo que, para blindagem nula, a Equação 4,22 apresenta o valor 

da energia de ionização de uma impurezadsolada na rede, ou seja: 

211 2 K 2  m* 	 I E exp I ; e" 

consequentemente:' 

* 	e2 
a H  := 2K lE exp i 

(4,29) 



onde 

ci  = 
k 

As funçOes de Bloch a serem utilizadas no conjunto 	de 

FunOes-base 4,4 devem formar um conjunto suficientemente 	completo 

para a representação dos estados de:condução modificados pelo 	poten 

cial de impurezas, Devido â Pequena efetividade do potencial de iffipu 

rezas blindado, e de esperar que as funçõ'es de Bloch, cujos veto 

res de onda se situam numa pequena região em torno dós minimos da ban 

da de condução, satisfaçam esta condição. Esta hipOtese pode ser .veri 

ficada da seguinte forma. Os estados de condução modificados pelo po 

tencial de impurezas são muito mais estendidos que . o estado fundamen 

tal associado a uma impureza isolada na rede, Este último estado, in .  

dependentemente da situação', pode ser caracterizado pela função: 

= F( -1) -(Pt 	( --È) 0 	 00 

onde: 

1 	e (r) - 	 
koB 	 k

oa n2 1  

e a função de Ploch associado ao mlnimot 	Expressando F(') através' oB' 
de suas componentes de Fourier, segue-se que: 

Ot) = 
k /r 	k

on 
' 

r i1/2 	8wa  

Os coeficientes C apresentam valores apreciãveis somente para valores 

de kmenores que otiiguais a a. Por outro lado, o madulo de t
oB apresenta 

os seguintes valores 

I 1,16 x 10 8  cm-1 (si) 

1.11 x 10 8  cm-1(Ge) 

( cx 2 + k2)2 
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de modo que: 

a 	
- 0,070 
	

(4.30) 

para um valor de raio de Bohr 

a =1/a . 13.3 x 10 -3  cm H 

Nestas condições 

14-4. 	(r), 
of3 	koo 

portanto, 

((),:) 	y 	xl/(r 
1 

k-k0 
 

onde a somat6ria em të efetuada sobre uma pequena região em torno de 

t 	Desta forma, o conjunto de funções de Bloch o0' 

{iPt}, It - t 0 1 < a, (-5" = 1, 	 (4.31) 

e.suficientemente completo para a representação do estado yr) e,con 

sequentemente, dos estados de condução modificados pelo potencial 	de 

impurezas. A Relação (4.30) indica que a energia correspondente 

funç3es de BlOch 4.31 pode, com boa aproximaçá-o, ser obtida 	através 

de uma expansão quadrãtica em torno do respectivo minimo, ou seja: 

2 í(k -koox ) 2 .4-(ky-koy ) 2 	(k z-k o„) 2 I 
E) E E(t ) 	 P4 	 .  

2 	
(4.32) 

d? 
t 	 m 

No Apêndice A, esta demonstrado que a densiOade de estados associada 

a esta relação de dispersão é completamente equivalente ã que se ob 

tem a partir da relação de disperso isotrõpica: 
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onde 

	 lk-k 4,1 2  , 
2m

d 	
()" 

(4.33) 

m = lm m2 ) 1 / 3  
d 	• 2. t 

Uma vez que a Relação 4.33 mantém inalterada a principal caracter:isti 

ca da banda de condução, isto e, sua densidade de estados e que a uti 

lização da Relação AnisotrOpica 4.32 complica sobremaneira os 	cálcu- 

los subsequentes, utilizaremos-a Expressão 4,33 como 	representativa 

da relação de dispersão associada ã banda de condução do hospedeiro, 

4.2.1 - ESTADO FUNDAMENTAL DEGENERADO E ENERGIA DE CORRELAÇÃO 	INTRâ 

-ATOMICA NULA  

Se o potencial associado a uma impureza estiver 	sufici 

entemente blindado para que a taxa de transições interminimos 	possa 

ser negligenciada, a solução de menor energia da Equação 4.23 ser 5 de 

generada e composta pelas seguintes funções 

(I)
o
Cr^)= F() Ipt () 	= 1, 2„.„y , 	 (4,34a) 

"08 

onde-v é o nUmero de m'inimos e q)--›- éafunção de Bloch 	correspondente 
kot8. 

ao minimo B. Nesta situação, o conjunto de funções-base a ser utiliza 

do no contexto do formalismo de hibridização é composto pelas funções 

(D ai Ctr) =yMi ), 

of3 	(rt), 
013 

0 = 1, 2, .„v, 

(4,34b) 

(4,34c) 

onde foi utilizada a Aproximação 2,11 para as funções de Bloch 	prõxi 

mas a um dado minimo. De acordo .com o exposto nas Seções 4,1,1 e 4,2, 

o hamiltoniano do Sistema assume, então, a seguinte forma em segunda 

quantização: 
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00' 
v  + b 	b 	 E CO 	a 31>K-a  

lio 	
+ H = / 	t" Oi 0j° 	B 	r 

lj 	
koa 

os' 

+ .1 (V-Wa+4. b 	10 * bl-  a 	,+ ) 
kl 	0ko-  01a -r  ki 	010 0Ka' ' .4 

lkU 

(4.35) 

onde 

0 0' 

00' 

ki 

013 1  

= 

= 

(7:) 	Veff (r):-.) 
Oi 

N 	• 
+(i)  
ok 	

j=1 J 

otj 

E(i) = E(t
00 

) + 
 00 - 

2111
d 

(4.36a) 

(fl dr- , 	 (4.36b) 

(4.36c) 

(4.37a) 

De acordo com as Equações C.21 e C,31 do Apêndice C 

-it ,A . = e 	" 	t 	•IS lj 	 ti 00 

0°1  - 
	e1 r(1--1-:

03
) 

1/-571  
(4.37b) 

onde t. e r(k) são expressos, respectivamente, pelas Equações C.23 e 

C.32 . Pode ser facilmente verificado que estes resultados são compatr 

veis com a hipõtese de uma taxa de transições interminimos desprezr 

vel. Substituindo as Equações 4.37a e 4.37b no Hamiltoniano 4.35, obte 

-mos: 

H =í 1 

	

t 	b icy  + 	E 0(t) a 	+ 
0 	1 .70-  

t;CY 

_i_ y. IM a+-4- 	b + +4" b+ 	a -,- 	- 1 H 
, 	kl L3ka 	oke 	ki 	sio ske - 	o • .4 	 0 • ike 

(4,38) 
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Desta forma, o hamiltoniano original se separa em 	diver 

sos termos independentes, cada um correspondendo a um dos minimos. Devi 

do .4i independencia dos diversos H entre si, cada um pode ser 	tratado 
0 

independentemente dos demais. O resultado final, correspondente ao 	Ha 

miltoniano H, ser ã igual ã soma dos resultados individuais. 

De acordo com as definições apresentadas no Apendice 	B, 

as funçaes de Green relativas aos estados de impureza e de 	condução 

são, respectivamente, expressas por: 

onde: 

E giu  = < [1a , b-i-oja ] 5 

E GLy  = < [T-1, a +01k0 ] >., 

	

0 	1 	 1 	L b 0io = b 0 	4 

	

T. 	= 	 i , 

	

la 	1-L/E 	 1-L/E E °(/ 

- 	1  	a * - a * 	1 	L 

	

ka 	Oiça 	eKo 	 OK 
1-L/E 	 1-L/E E 

(4.39a) 

(4.39b) 

(4.40a) 

(4.40b) 

A partir do Hamiltoniano 4.38, obtemos: 

L b oa  = t bouy 	Vg*  a o—a  k ' 	 (4.41a) 

L a ocs = E0 M.a oty+ Ve  b c.ta 	 (4.41b) 

Por uma questa() de economia de notação, no que se segue 	suprimiremos, 

sempre que possivel, a dependencia explicita dos elementos 	de matriz, 

operadores,etc.„. em relação a um dado minimo. Através das 	Equações 

4.40 e 4 ..41, obtémbs: 

-t! 30 	Vt;  
(4.42a) T. = h. + 	-22= T 	+ 	"' 

1 Ci 	1 0 	
2, E 	2'a 	-È 1 	Ko 



íE 

	
E- 

iki-

EW  

>..f 
1  

._ 	- G. ; 	.  

It 	_ I J' 	lj 	2, .i 	12. MG • 

2 

(4.44) 
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E('È)  
T± 	 + 	 • ka 	ku ka 	 9,a 

E 	 E 
(4.42b) 

Resolvendo a Equação 4.42b para Tt o  e substituindo-se na Equação 4.42a, 

segue-se que: ,  

	

t. 	 Vt. . 
Tia  . !pia .1„ y 	12, T 	4_ 	kl  

at 

	

R, E 	2' a 	E-E(0 'G  ' 
(4Á-3a) 

onde 

fit 	 kl ki 

9 	E-E(t) 
(4.43b) 

Desta forma, a partir .das Equações 4.43a e 4.39a, obtemos a 	seguinte 

equação para os elementos de matriz da função de Green relativa aos es 

tados de impureza 

Por outro lado, observando que 

- 	• 	- 	_ 
<[r+ka, b. ] > 	 < [Te , 

b. ] > 
ia 	10 E - E(t) 

e fazendo uso da identidade: 

+ 	* < [na , b ia 3 > 	< [Tia , 40.] > 

a qual estã demonstrada no Ape-ndice 	D , segue-se que: 

(E-E(t)) Gt(0  = 	1 + 	
ki G. 	. (4.45) 
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Aplicando a técnica MT ã Equação 4.44, obtemos as seguin 

tes expressões para as funções de Green diagonal e não-diagonal médias, 

relativas aos estados de impureza: 

RR 2 

1  dt  

E-E 	

(e(t))2  
E 	 n G 

	

ip G' 	
j 

(270 	(k) 

	 --2 

G P, (R) . G 0 	dt 	ê(t 	i  ) e r(- ' 11  
B 7)- N 	) 

(27)
3 
1-nGq-(k) 

(4.46a) 

(4.46b) 

onde 	a transformada de Fourier de :t (3 (à), E dada 	pela 	Equação 
00,2 

C.38. Observando que IVO , E(k) e t ° (t) são funções de lt-ta l, atra 

vés de transformações nas variãveis de soma e integração na 	Equação 

4.46a,mostra-se que a função de Green diagonal relativa a um dos 	mini 

mos, independe deste particular minimo, ou seja: 

-T3-  — 
G 	G , 	=  

Este resultado é completamente anãlogo ao obtido na Seção 3.2. 

	

A função de Green diagonal média, relativa aos 	estados 

de condução, por sua vez, é expressa por: 

BB* (30 	 13 2  

	

V±  V± 	 IV±  1  	r 	ki 	k 	G 	s' 	I ki  
G ka = 	 L 	 ita 	 4, 	. 

. E-E (t) 	(E-E (t)7.- 	 i (E-E 	
3 4.47) 

o
(k)). 	' 1 ' 

0 

onde os traços 	denotam m -édias , configurações. Fazendo •uso 

das definições apresentados na Seção 2.7.1 e da Equação C.3I , obte 

MO S : 
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) 
I 	g-r 	 - 	I .  1 1 e. 	1 	x k 	19c 	) 
ii 

 

 

x 1r(t-t )1 2  < 	> . oo 	 2. • 

10. 

n 2 ir(t-k 	fl GP tP(k) 

1-n  
(4.48) 

ivI 2 G. 	; n 1r(1-t0o  )1 2  G °  (4.49) 

Substituindo estes resultados na Equação 4.47 e fazendo uso da Equação 

C.38, apas algum algebrismo segue-se que: 

• 	 1  Gg 
" G 	E-E

o
(t)-1(t-t0f3 ) 

(4. 50) 

onde 

n 	1r(t)1 2  
1-n -drv(t) 

(4.51) 

A densidade de estados por unidade de volume para o siste 

ma E, então, expressa por: 

onde 

0(E) = - 	Im [n 	1 	r. 	dt  
(2n) 3 	E-W0-1(t)-1  

E(t) =Ec 	111 2 , 
2m. • 

(4.52) 
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Ec  = E( .  ) 00 

4.2.2 - ESTADO FUNDAMENTAL NAO-DEGENERADO E ENERGIA DE CORRELAÇÃO INTRA  

-ATÔMICA NULA  

Nesta situação, o conjunto de funções-base apropriado ao 

formalismo de hibridização é-  composto pelas funções: 

ciP. ( -È) = 	1  
,r7 0  

i(tt 
J r3t(i-1 = e °  

(4.53a) 

(4.53b) 

. 1,2,..., v 

De acordo com as diretrizes estabelecidas nas seções precedentes, o Ha 

miltoniano do sistema assume a seguinte forma em segunda quantização: 

b 	+ 	E  ('') a-Feí: a  a Ola 
H = 	T. bia ja 	zoa 0  

lia 	j  

/ (Va 	b. + 	* b 	a 
+ 	* ) 

ki 0ka ia 	ki 	ia ekG' ika 
(4.54) 

onde 

J * 

	

= j (Di(r) V
eff 

 (r-À) j (7) d 	, 

eff * 
V i  = 	tp o-ip(.( -rt ) 	V 	() 45.(it) dr-, 

J 	1  
j= 1  

E
o 	

E(t ) 4- 	I“ 1 2  . 
00 	 oe 2m d 

(4.55a) 

(4.55h) 

(4.55c) 

Todos estes elementos encontram-se calculados no ApEndice C. 
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AS funções de Green relativas aos estados de impureza e de 

condução são, respectivamente, expressas por: 

onde 

	

=E .. 	< [T. 	b+. 

	

Gija 	10' ja 

	

0 	0 EG± = < [T , 	± ]> 

	

ka 	ka' 

1 	L 
T. 	= 	 b. 	b. 	 b. 	, 
ia 
 1-L/E 	.

1cs 
• 1-L/E E 	

ia 
 

0 1  
a 4- = a 4. 	1 	L 

	

ka 	Oiça 	P.ka 	
a oto  . 

1-L/E 	 14/E E P  

(4.56a) 

(4.56b) 

(4.57a) 

(4.57b) 

Os comutadores necessírios ao cjlculo das funções de Green são 	dados 

por: 

L b io 	y Tij  bj , -;„ y 	aolt  , 	 (4.58a) 

13t 

L a oto.  = 	aci› 	 b. K . cy  V±.  
'kl 	ia • 

(4.58b) 

Desta forma: 

S * 
kl 	0 

	

T-4- 	 (4.59a) T. 	b. 	 T 	V ia 	ia 	 ka 
E 	a 	E 

ECO 

t E  
T- 	

= a 4 	 • 	 (4.59b) 
E 	ko 	

T
to 1:0 	Oka 

	

- 	 2 



onde 

0* 0 ve, 
f. 	T. + it 	12, 

E-E (") 
í3.  

(4.60b) 
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-Através das equações 4.59a, 4.59b e 4.56a, obtemos: 

0 2  IV+ 
ki I 	Gi . 	. s.. 4.  

E-Ec()] 	Ja  	12 
(4.60a) 

com T. dado pela Equação C.28a. 

Da Equação 4.59b segue-se que: 

14, 
Ufa, bl- a] > . 	- 	Uno, bT] > . 	 (4.61) 

E-E) 	
a 

 

Através das Equações 4.59b e 4.61 e da Identidade 	8.18, obtemos 	a 

seguinte equação para a função de Green diagonal relativa aos estados 

de condução 

t3*  Vt, Vti  
1  

1 R, E-E  
(4.62) 

As equações para as funções de Green diagonal e não-diago 

nal médias, obtidas a partir da aplicação do formalismo MT ã Equação 

4.60a, são respectivamente, expressas por: 

E 	I V ii 2 	n 	dl 	i2 (t)  
E-E 0 (t) 	G 	) (21T) 3  1-n(T) 

_ 
N 	

(2n) 3  1-n5f(t) 

(4.63a) 

(4.63b) 

onde T(), a transformada de Fourier de TUÃ), é 	dada 	pela 	Equação 

C.39b. 
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Seguindo um procedimento análogo ao da seçãoanterior,mos 

tra-.se que a média configuracional da função de Green diagonal relativa 

aos estados de condução expressa por: 

2 

	

- 	1 	 1 	 4 	 nr(k-k) 
- ' 	+ -  1 	 (4.64) 

	

kcy 	E-EB() 	v (E-E(1t)) 

Através da Equação C.39b, pode ser observado que para 	
- 

	

T() 	1 v(-) ± 1  
	

(4.55) 
E-E(T) 

Substituindo este resultado na Equação 4.64, mostra-se que: 

1 	
(4.66a) 

	

ka 	E-E(k)--l0) 

onde 

. 	2 

~ 	 n(GJv)Ir(kfl  (k) = 
1 -n(t/v )v(T) 

(4.66b) 

Desta forma, a densidade de estados por unidade de volume para o siste 

ma 	expressa por: 

di  D(E) =---. um 
2 	

+ (2) J E-E()-E()] 19• 

(4.67) 

4.2.3 - ESTADO FUNDAMENTAL NAO-DEGENERADO E ENERGIA DE CORRELAÇÃO INTRA, 
-ATÓMICA FINITA 

Na Seção 3.4 discutimos diversas aproximaçes para o mode 

lo de Hubbard. Entre todas, como tivemos oportunidade de observar, 	a 

aproximação Kishore-I 	a que apresenta melhoresresultados. Por 	este 

motivo, faremos uso de uma aproximação semelhante a esta, na solução do 

presente modelo. 



U(+ 	f j 	) (1) *  ( -rt2 ) e 	 ii 

* 

1 	i 	1,1 - 1t21_ 
7'1 ) dj". 1  d7.2 . 

(4.69) 

.4[7.1-7. 21 

-148- 

Ã semelhança do modelo anterior, o conjunto de funções-1)a 

se apropriado ao presente caso é constituido pelas Funções 4.53a 	e 

.4.53b. Nestas condições, o hamiltoniano do sistema assume a mesma 	for 

ma que o Hamiltoniano 4.54, mas com U finito, ou seja: 

	

H = 	T 	b,
J
a  + 	nia  n i _a  + 	E() a;-1(1  a ola  + 

ija 	
2 ia 	 t-00- 

	

+ 	(41  a4-015(-0  !p ia  + 	b1-0, a sr(-a ) 	 (4.68) 	ki 
i -k0a 

onde: 

Os demais termos apresentam a mesma definição. 

Os comutadores necessarios ao calculo das funções 	de 

Green 4.56a e 4.56b são, então, expressos por: 

Lb. = 	T. b 	+U b. n. 	+ 	V+. a 
ia it ta 	1 a 1.e.0 	ki 	Oka 

Bt 

La 	. E(i) 	
' 

	

a 	+ 	b 	• 
0k0 0 	13ka 	kt ta  

t 

consequentemente: 

B* T., V. 
	_4_ U 	1  

T. 	b. + 	T 	+ 
2, 	

(b. 	n. 	) , (4.70a) 
ia 	ia 	E 	ta 	 la 1-0 

ot 	ka E 	E 1-LiE 
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E(i) 	 0 V÷ 
•0 	 0  	 kt = a 	 T÷ 	L 	TRa • ka 	Oka 	ka E 	 E 

(4.70b) 

Desprezando, na Expressão 4.70a ;  o comutador do operador n 	com o Ha 

-miltoniano 4.68 e aglutinando ós termos, segue-se que: 

0* 
V+. T

i  

	

(1 - -
u
- 	 b

i
.
a 

+ 	_ T 	 kl 	
ka 	(4.71) 

	

E 	 t 	E 	
to 

- 	E  
OÈ 

A Equação 4.70b pode ser resolvida para T. Substituindo este resulta 

do. na equação 4.71, obtemos: 

f. 0  
(1 -- n. 	) T.b. -E- 	—IL T .  

E  1-a . 1a 	ia 	t 	E 	ta ' 

Observando que para todo i: 

2 
n. 	=1 1-0 

obtemos, a partir da Equação 4.72, as seguintes expressões: 

T- 
(1- —) n. 	T.1 	n i-0  b. 	y 

1£ n
R-a Tta 1-a 	.0 	ia . 

T. •1.£ (n i-o -n t-a ) T£a ' E 

(4.72) 

(4.73a) 

T. 
(I-n. 	) T. 	= (1-n. 	).b. 	4- 1 	•"—E.-•• (1-n 	)T 

1-a 	la 	1-a 	10 	 2,0 

	

P. 	E 

(n
i-o

-n
t--0

) T
to . 

E 
(4.73b) 
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4- 
tormitandoasE~sões4.73ae4.73bcomb.eefetuando a média ter 

Ja 
modinãmica, segue que: 

[E-U- 	
1J. kl!2 	

< n. > 	+ 	7. G+ . + 
1-(7 	lj 	 111 tja 

et E-E 0 (k) 	J°  

T.. 
< [(n. -n 	)T 	b+  ]). , (4.74a) 

t E 
1-a t-a ta' ja 

vf, 2  
- 	IGT. = < 1-n. 	> 6 -- 4- Y T. G- . - 

-4- E-E (t) 1Ja 	
1-0 	lj 	lt tja 

t3k 	f3 

T. A  _ y 	< a 	11> 	•(4.74b) 

A partir das definições de G ja 	li: e Gt.
g 
 'pode ser facilmente observado que i  

a função de Green associada aos estados de impureza é expressa por: 

G.lja , = Gt2 "t G 7 2  lja 	1ja ° (4.75) 

Através de argumentos semelhantes aos apresentados na Se 

cão 3.4, podemos associar as funções de Green Gt e ã segunda e pri 

meira sub-banda de Hubbard, respectivamente, .a medida que as mesmas es 

tão associadas a sítios dupla e simplesmente ocupados. 

Quanto ã função de Green associada. aos estados de condu 

cão, a partir da Equação'4,70b obtemos as seguintes expressões: 

=< [T 	 >, ka 	 ta' Oka t 	E 

E,(t) 
(1 	< [Ti, bia] > 	VII G • . 

E 	 t tia 

(4.76a) 

(4.76b) 
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No entanto, devido ã Identidade 8.18 

E,(101 
1 -  	 R* < [T. 	a-4T. ] > = 	G. 

	

z  kz 	' 10' Rka E 
(4.77) 

de modo que: 

(E-E 0 ( -0) G 0  = 

R* n v+ 
IQ kl y (4.78) 

Supondo que ó termo comum ãs Equações 4.74a e 	4.74b 

possa ser desprezado perante os demais e aplicando a técnica MT ãs refe 

ridas equações, obtemos as seguintes expressões para as funções 	de 

Green diagonal e não-diagonal médias, relativas ã primeira e 	segunda .  

sub-banda de Hubbard 

B 2 

E (1+1) 
 U 	

.n± 	n G± 	dt 	t2  a,E)  
2 	E-E

o
("r(- ) 	n± J(21031  n 	f(t,E) 

n±  

--G-1 = G' 	(  dk 	7(k,E) e it  •  
N 	n± 	i (2u) 3 	G± :-..- 	' 

1-n -- J(t,E) 
+ 

n- 

onde: 

, (4.79a) 

(4.79b) 

 

n -  = < 1-n 	> • 
d-a 

Na dedução das expressões acima, foi considerado que: 

< n.-0 > = 	d-0  > „para todo i. 
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Para o cãlculo da função de Green diagonal média, relati 

va aos estados de condução, deve ser observado que: 

y yV 	V-Q. G1 
isca - 2 1  ff 	

11_ )12 1̀ 00 
in 	 vg 

it.(Ã 
G. 	>, dÃ 
12.a 1,Z 	1 	Z 

,2 

=122-  1r( 1("- k )[ T(t,E) 	n -  g±  
± 

l 

2 	 2 
[ G

i  
. . = 	Ir(t-t-00  )1 	n± 

	

k 	la  

onde: 

	

g± = 
	+ 	

(4.80) 

Substituindo estes resultados na Equação para G IT - e fazendo uso da Apro a 
ximação 4.65, nas alguma manipulação algébrica, obtemos: 

 

<n 	> 	 1-fl 
= 	d-0  +- 	d-a  

^a 	E+E (-È),r(T 	) 	E-E 	 ) 
0 	 00 	 oL3 

(4.81a) 

onde: 

Y± (É) = ( Ir (1) 1 2  9±  
v 	í n 

1 	j g± v(t) 
v 

(4.81b) 

Desta forma, a densidade de estados por unidade de volume para o siste 

ma é expressa por: 
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D(E) 	- 	im y [rIF 	v 	n±  
TT 	+ 	 (2U) 3  

(4.82) 

4.3 - RESULTADOS E DISCUSSOES 

Nesta seção São apresentados e discutidos os 	resultados 

obtidos a partir da aplicação dos modelos apresentados nas Seções 4.2.1, 

4.2.2 e 4.2.3 ao cjlculo da densidade de estados, calor especifico e 

susceptibilidade de"spin"do Si:P. No que se segue os supra-citados mode 

los São denominados modelo 1, modelo 2 e modelo 3, respectivamente. 

Para a implementação destes modelos, resta ainda estabele 

cer o comportamento da 'constante de blindagem associada 	ao Potencial 

4.24 	com 	a 	concentração de impurezas. De acordo com a discussão 

da Seção 3.3,3, espera-se que este comportamento seja linear na região 

de concentraçaes em que o referido potencial apresenta um "único estado 

ligado, Analisando diversas propriedades.experimentais do Si:P 	(Seção 

2.2), podemos observar que,a partir de uma concentração em torno 	de 
19 

2 x 10 cm -3 , a concordãncia entre os resultados do modelo de banda ri 

gida e os dados experimentais passa á ser altamente satisfatEria, 	o 

que evidencia, uma baixa efetividade do pOtencial 	de impurezas a 

partir daquela concentração. Cem base nesta observação, admitiremos que • 

o potencial asSociado.a uma impureza deixa de apresentar estados 	liga 

dos a partir de uma concentração n 2  em torno de 1 x 10 	cm-3 .Poroutro 

lado, não é-  possi-vel inferir,a partir dos dados experimentais a 	con 

centração n l  a partir da qual o potencial associado a uma impureza pas 

sa a apresentar um Unico estado ligado. Na falta desta informação,consi 

deraremosavalidadedo referido comportamento linear ao longo de toda a 

região compreendida entre n
c e n 2 . O comportamento obtido para a cons 

tante de blindagem nestas condiçaes, estã-  ilustrado na Figura 4.2. 
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2.0 	nc 	 14 	4c 	 Ico 

n(lül e cm -3 ) 

Fig. 4.2 - Comportamento da constante de blindagem normalizada 
À/a

o 
em função da concentração de impurezas. 

As auto-energias correspondentes às soluções esfericamen 

te simjtricas da Equação de Massa Efetiva 4.25 são dadas, aproximada 

mente, por (Dutt, 1983): 

E  . 	1_ [ 1 1-e 2 	
2 

V o ,  
2 	n 	en2 	2 

(4.77) 

onde: 

= X/c40 

4/ * a= u a H  9 
O 

V= e a
o
bc 

o 

Resolvendo a equação E 2 =0, obtemos g =0,294. Assim, de acordo com o mo 

delo de blindagem ilustrado na Figura 4.2, o potencial associado a uma 

imppreza apresenta um único estado ligado na região compreendida entre 

5.2 x 10 18  e 1 x 10 1 ' cm-3 . Esta portanto, a região de validade 

dos modelos_ ora investigados. 
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Para cada um dos modelos, foram calculadas 	propriedades 

para as concentrações apresentadas na Tabela 4.1. Esta tabela 	apresen 

ta, também, os correspondentes valores de X, a e E 0 , 	respectivamente, 

a constante de blindagem, o raio de Bohr associado ã função envelope e 

suaenergiade'ionização. Estes dois Ultimeis parãmetros foram calculados 

através das Equações 4.27 .e 4.28, respectivamente. 

As Figuras 4.3, 4.4 .  e 4.5 apresentam as densidades de es 

tados obtidos para os modelos 1, 2 é 3. As energias estão em unidades 

de V (igual a duas vezes a energia de ionização de uma impureza isola 

da na rede) e ás densidades de estados,em unidades de a 3 /V
o
" O Apéndi 

o  
ce E contém uma breve descrição dos cãlculos desenvolvidos para cada um 

dos modelos. Antes de qualquer anãlise, "e" interessante atentar para ai 

gumas caracteristicas gerais destes resultados. De acordo com a discus 

são da Seção 4.1, cada auto-estado do sistema é agora descrito por, uma 

combinação de funções de Bloch e estados de impureza localizados. Em 

sintonia com este fato, as densidades de estados associados aos estados 

-c- 	4 de impurezas è de condução (respectivamente, 	1m 	e 	...
0 	Lm K, 	Glt)  

apresentam valores finitos nas mesmas regiões de energia'. As 	Figuras 

4.6 e 4.7 apresentam estes resultados separadamente, para uma mesma con 

centração2 . Coerentemente com as previsões decorrentes da anãlise 	do 

Hamiltoniano de Anderson (Seção 4.3), as bandas de impurezas são deslo 

cadas para energias mais baixas, enquanto a banda de condução é 	deslo 

cada para energias mais elevadas (em relação a suas respectivas 	posi 

çaés na situação sem hibridização). A Figura 4.8 ilustra este fato 	de 

forma mais detalhada. Devido -a- crescente blindagem do potencial de 	im 

purezas com o aumento da concentração, as bandas de impurezas tendem a 

se superpor .completamente com a banda de condução, nas concentrações 

mais elevadas. 

1  'Este fato pode ser observado diretamente através das Equações 4.46a, 
4.50, 4.63a, 4.66a, 4.79a e 4.81a. 

2  Por uma questão de comodidade, continitaremos utilizando os 	termos 
bandas de impureza e bandas de condução para descrever os diversos 
acidentes da densidade de estados ictal associada ao sistema. 
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TABELA 4.1  

CARACTERISTICAS DA FUNÇÃO ENVELOPE CORRESPONDENTES AO COMPORTAMENTO  

DA.CONSTANTE BLINDAGEM ILUSTRADO NA FIGURA 4.2  

n(1018cm-3) X/a0 a/ao E 0 /V 0  

4,0 0,1176 0,9909 0,3957 

4,5 	. 0,1912 0,9776 0,3410 

5,0 0,2647 0,9595 0,2925 

5,5 0,3382 0,9370 0,2491 

6,0 0,4118 0,9105 0,2099 

6,5 0,4853 0,8801 0,1744 

7,0 0,5588 0,8456 0,1422 

7,5 0,6324 0,8068 0,1127 

8,0 0,7059 0,7633 0,0859 

8,5 0,7794 0,7140 0,0615 

9,0 0,8529 0,6574 0,0392 

9,5 0,9265 0,5896 0,0188 
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ENERGIA 

Fig. 4.6 - Parte imaginaria da função de Green diagonal associada 
aos estados de impureza. 

ENERGIA - 

3.0 

Fig. 4.7 - Parte imaginaria da função de Green diagonal associada 
aos estados de condução. 
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ENERGIA 

• Fig. 4.8 - Densidade de estados por impureza para uma concentração 
de 4 X 10 18 cm-3 .(modclo 2). 

A seta indica a posição da energia correspondente ao es 
tado fundamental do potencial associado a uma impureza7 
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No Apêndice F estão apresentados os cálculos da suscepti 

vidade de "spin" e do calor especifico correspondente a cada um dos mo 

delos. As Figuras 4.9 e 4.10 apresentam estes resultados. No caso do 

modelo 1, que pressup5e ser o estado fundamental associado a uma impu 

reza degenerado e desconsidera efeitos de correlação intra-atómica, a 

introdução dos efeitos de blindagem e hibridização melhora sensivelmen 

te os resultados (compare-os com os das Figuras 3.3 e 3.4). No entanto, 

ambas as propriedades se mantem, ainda, muito abaixo dos respectivos re 

sultados experimentais. A hipótese de que o estado fundamental é não 

degenerado (modelo 2) leva a resultados, de um ponto de vista quantita 

tivo, melhores que os de modelo 1, mas igualmente insatisfatõrios em 

relação aos dados experimentais. A introdução de efeitos de correlação 

no modelo 2 (modelo 3), não produz alterações significativas nos resul 

tados. Desta forma, se aceitarmos a validade do formalismo de hibridi 

zação e do modelo de blindagem adotado, poderemos concluir que, mesmo 

na região de concentrações investigada, as transições interminimas ain 

da desempenham um papel importante na definição das propriedades do sis 

tema. Um tratamento realista exigirá, portanto, a inclusão dos estados 

excitados de Kohn-Luttinger na base de auto-funções. No entanto, tanto 

o modelo de blindagem quanto o formalismo de hibridização não apresen 

tam bases suficientemente sólidas para assegurar a conclusão acima. 

De acordo com a discussão da Seção 3.3.1, a constante de 

blindagem deveria ser calculada autoconsistentemente. Devido ã dificul 

dade de efetuar tal cálculo, consideramos, com base numa série de argu 

mentos, uma depedência linear desta com a concentração de impurezas. 

A Figura 4.11 apresenta o comportamento da razão x 2 /D(EF ) para os mode 

los investigados. Podemos observar que estas razões apresentam grande 

variação com a concentração de impurezas n, o que indica que a relação 

À x n, escolhida a priori, se distancia muito do resultado que emergi 

ria de um cálculo autoconsistente. Em particular, estes resultados de 

monstram que o valordex foi subdimensionado nas concentrações mais bai 

xas. Visando corrigir parcialmente esta distorção e avaliara sensibili 

dade dos resultados com a constante de blindagem, repetimos os cálculos 

para o comportamento da constante de blindagem com a concentração ilus 
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trado na Figura 4.12. A-Tabela 4.2 apresenta os correspondentes valores 

de X, a e Eo Os resulta.dos,ob“dos,Rar,q o. calor especTfico e para 	a 

susceptibilidade de uspirresgaÃlustLadosplaseFjguras 4.6 e 4.7. A Figu 

ra 4.13 apresenta o compo r t.arerit 	a,)í,azap.  ,:WO‘E F ) para os tres mode .  

los. Pode ser observado. qug,Jlestp s,sçgqp0 çã-4,u1o, o valor de . x 	foi 

superdimensionado na.SEcmcent9ra-03.%1M0s~s . Assim, os resultados 

para a susceptibi1idas.de4e uu¡nn2 cAllor ,espgcjtico que emergem de um 

calculo autobonsineRéCNN~41:11-,g.PtCP-Qsne.$9ectivos  resultados ob 

tidos atravõ9 dosi ci&1çs ,e2 .040ençiqq440s•. Concluindo, podemos 

afirmar : que memoumFtr4lamtwouéQuiE440 0, efeito de .blibdagem 

(i.e., vi.0 lla?.alwlw,mfaupàccàrgni5terb-Wkai;n124 Rtniçía , principalmente 

de um pentQodeMstoo (4$11M,MNNio 1-"A~N90,enwente satisfat&rios. 

iidendoobm~tarsque. cagnesUbtade 041prEximo capitulo sSo. 

importantesrpaca uffier~bila~mbtoniatstsdadodethibridização, adiaremos 

a disCussãoseb5erainegmalpaMisielea2gtfflag@osli 
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Fig. 4.9 - Coeficiente linear do calor especifico a baixas temperaturas, 
em função da concentração de impurezas, para o Si:P. 

- Os pontos representam os resultados experimentais. A curva 	superior 
apresenta o resultado obtido através do modelo de banda rigida. As de 
mais curvas apresentam os resultados obtidos através dos diversos Mó" 
delos para os dois comportamentos investigados da constante de blindã 
gem com a concentração. Estas curvas são identificadas pelo ceidig -6 

- T i , onde i denota o modelo e j, o comportamento da constante de 
blinda§em considerado; j = 1 se refere ao comportamento ilustrado na 
Figura 4.2. 
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t o" 

ri 
(

:ora rn- 

Fig. 4.10 , Susceptibilidade de"spin"em função da concentração de impu 
rezas, para o Si:P. 

Os pontos representam os resultados experimentais e a reta,o resultado 
obtido atraves do modelo de banda rigida. A'identificação das demais cur 
vas segue o exposto na legenda da FigOa 4.9. 
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6 

n (10 16  cm-'3) 

Fig. 4.11 - Comportamento da razão x 2 /D(EF) com a concentração de impu 
rezas para o modelo de blindagem ilustrado na Figura 4.2: 

O resultado obtido para o modelo 3 se superpEe (na escala 
da figura) 	ao resultado obtido para o modelo 2. 
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TABELA 4:2  

CARACTERÍSTICAS DA FUNÇÃO ENVELOPE CORRESPONDENTES AO 
COMPORTAMENTO DA CONSTANTE  BLINDAGEM  

ILUSTRADO NA FIGURA 4.12 

- 

n(10 18cm-3 ) À/ao a/a0 E 0 /V 0  

4,0 0,9000 0,6156 , 	0,0259 

5,0 0,9167 0 ; 5994 0,0214 

6,0 ,9333 	, 0,5824 0,0170 

7,0 0,900 0,5643 0,0127 

8,0 -0-‘9667\ 0,5447 0,0084 

9,0 0,983 0,5236 0,0042 

9,5 0,9917 0,5121 0,0021 

0,10* 0,8350 3,6720 0,0299 

0,50* 0,8.416 -"' 0,6667 0,0283 

0,80* 0,8467 0,6625 0,0272 

2,00* 0,8667: 

* Para estas concentruões, ,  somente foram f.P.t).Mos  cãlculos 
comyo:modelo,•lpresentado no •Capitu•o 5. 
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Fig., 4.12 - Comportamento da constante de blindagem com a concen 
traço de impurezas. 
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7. 	 p• ■:V" r 	 8 
fl (10"crn-3) 

i 13 7 . , Comportam 	 eq/13.4gF) oiçorn a cortcentpação de 
impurezas, para pánç4e L1,92 0es.b1.ixt-dagem ilustrado  na 
Figura 4..12. 





CAPTTill n 

ESTADOS DE CONDUÇÃO  - EXPANSÃO EM FUNÇÕES DE BLOCH 

Nas seções introdutOrias do capitulo anteribr, res 

saltamos que o conjunto de funções de Bloch, cujos vetores de onda se 

situam em torno dos minimos da banda de condução do hospedeiro, é-  su 

ficientemente completo para a representação dos auto-estados de semi 

condutores dopados com impurezas rasas. Neste capitulo, 	investigare 

mos o espectro de auto-energias associado ao Hamiltoniano de 	. Um 

-Elétron 3.40a, utiliiando exclusivamente este conjunto de funções. 

O calcúlo das médias configuracicnais ser a realiza 

do através do formalismo MT, seguindo um esquema originalmente propos 

to por Yonesawa (1964) para um potencial delta e, aqui, generalizado 

para outros potenciais. 

5.1 - DENSIDADE DE ESTADOS  

As funções de Bloch em torno de um minimo qualquer 

podem ser aproximadas por: 

i(t-t 
,(4) = 	e 	0O 	() 

oe. 

onde to0 é o vetor de onda correspondente ao mTnimo Ç. Na 	expressão 

acima esta subentendido que t E um vetor de onda situado na vizinhan 
çal 	Estas funções satisfazem a equação de Schr3edinger: 

V (fl] 	= E) 	-+() c 	Bk 	O 	 ' 	
(5.2a) 

2m 

onde: 

E(T) = E.± 	:12-2-Ht-t 1 2 	 (5.2b) 
koí3 	 00 

2m
d  
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A relação de dispersão acima foi aproximada supondo que os minimos sio 

isotrapicos (vide Seção 4.2). 

Utilizando as Funções 5.1 como base, obteM-se a 	seguin 

te equação para os elementos de matriz da função de Green associada ao 

Hamiltoniano 3.40a 

= GY (t) 8-+->,(5 	GY(t) 2 2 w. Ggt , 	(5.3a) kk' 	o 	kk y$ 	O 
"e a 

onde: 

f * 	N  eff = 	,(r) y 	(7-) tbu ct .(7) 017 	 (5.3b) 
) 	)1( 

G7 ( -0 - 	1 	 (5.3c) o 	E-E (1') 

Admitindo que o potencial de impurezas e ." suficientemente fraco panaqueas 

transições intermTnimos possam ser desprezadas, mostra-se que (vide 

Apêndice C). 

Vfin = v(111") 	g .W."'"° 6ya 	 (5.4a) 
J 

onde: 

V(t.11 "  
• 	 . .) 	

41r  

K 	
(5.4b) 

gi(ta-t) 	
1 l("kn-t), = e  A .  

J 	• 

2 	
(5.4c) 

Substituindo a Equação (5.4a) na Equação (5,3a), segue-se que: 

Ggo 	GY(t) v(t-tu )g.(t"-t) Ggt, 	(5.5) o 	k 	yB 
1" 
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Iterandd a Expresso 5.5, - õlítsêm-se uma sêrie para GI, - atraNiês da qual 

° mostramos que: 

.„. 
. dr  

kk". 99 ,- ; ,,j(k' 	yo ( 5 . 6) 

O resultado acima traduz o' fato de que as trans -CCOes que envolvem dife 

rentes mTnimos são proibidas, o que, por sua vez, é uma consequência di 

sc.2)reta da não existênciã ce" ,54ermg d.transfetkívja , wtre minimos diferen 
)iy O 	2,„°-° I  5W"' 	'1 0 

tes (Equação 5.4a), no niveà 	aproximaçao adotado. Por uma 	questão 

de etonomia denotação, no que se segue as expressões definidas até" o mo 

mento serão 	referidas 	sem a utilização 	dos 'índices que 

denotam mit-limos partticWares. »e,st,a,st4pd -W6e,s, 	Equação 5.5 assume a 

forma: 

•G4-4- =G0 (T) 	+ Go  (t) 	v(t-t") g.(14"- 	
' 

t) 	 (5.7) kk' 	 kk' 	 - 	 Is 
t" 

;k) 
("A) 

onde estã subentendido que todos os vetores de onda se situam numa 	re 

2% 	siiiwesf gri±ea.;: &ui rtó vitt ide .-íze adb-ifinni 

Definindo: 

Fm(t i ,t') 	1 e 	
(,!;14(')  Lk" 	:í 	 (5.8) 

. t i'  

a "Equação 5,7 adquire a seguinte forma: 
, 

G (t)  
Gni = Go (t)&153<-. -...  o 	5, 

 Fk 
. ,1;  re„,..1",,- ,. i  . 

(5.9) z, 	j g 
2 

j 

A Amplitude 5,8 engloba todos os processos de es&lhamento'que 	envol 

vem o~A4,tra\s,flos quaj,s,s Rck0e:larr tr.an%iça_>,j2. Atra 

vêá da Equação 5.9, pode ser facilmente demonstrado que a "equação 	de 

movimento",)0§s9clada a est?s,amplitudes E:expres 	war:. 



- 174 - 

• Go cn M-) = G0 () v(E-t(') 4- 2 2 	e 

Fi ("M') 	 (5.10) 

Em particular, para 'k l 	t', obtgm-se: 

G (t) 
F 

	

G0 (i) 	 t 1 ) v(0) 	- 

t 2  

v(ic.°—) 	 (5.11) 

Para os.nossos objetivos, interessa somente o 	cãlculo 

da Amplitude Diagonal 5,11,pois, como pode ser observado atravgs 	da 

Equação 5,9, os elementos diagonais da função de Green dependem exclusi 

vamente desta amplitude. Para viabilizar a aplicação do formalismo 	MT 

Equação 5,11, faz-se necessãria a adoção de uma aProximação que desa 
copie as diversas amplitudes Fm()  entre si, no que diz respeito a 
sua dependência em momento. Expandindo v(") em torno de I°, Obtém-se: -  

v(_1") = v(t',t")-tvv(-t")„(t-')-t r. 1-57 2vW4M 
2 

Como a função v(4) varia, suavemente com 'g e os vetOrés de onda conside 
rados estão confinados em pequenas regiaes' esfgricas em torno dos mTni 

mos, consideramos razoãvel.efetuar a apróXimação 

	

v(t-r("") = v( -P-1 . ") 
	

(5.12) 

na definição do elementoF .(; 1,1.'). que aparece no lado direito da 	Equa j  
ção 5.11 - , de modo que .no contexto desta. equação 

(5.1 3 ) 

1  Quando comparadas com as dimensões dá 1g zona de Bril .louin (vide Se 
ção -  4.e Apjndice A). 
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Introduzindo a Aproximac.ao'5.t3 - n çeiga0o v 5.11)_pbt -em-se: 

F m ('') = a(t') 	b(t 1 ). 	Wmi (t') F i (t 1 ,t'), 
	 (5.14a) 

onde 

wffli (ti) . 1 y Go (t) e 
iglrzllimogx:)Y 

m 3v(ti_t) , (5.1413), 

G (k') v(U) 
aW) -  9  

1 - I(t') 

b( Ç ) sYnrio a i t-VT9I N 

wugkim yw -z7,L; 
W.Iá =CF h90ç9q4 951.À1 n 

(5.14c) 

(5.14d) 

(5.„14e) 

ritiRJuçreá , a4o.14%m ( d lç 5%filittiMa 	Rind%m~P~PiAl: as 
sociado a uma impureza, apresenta resultados corretos nos limites extre 

mos .  de'?ompprttrret1;00,71_ef.M•dtfiNt4neW iv,IMÏca 	:.de 

is(rt), v(4) independe de 4, de modo qüe a Equação 5.12 e, consequentemen 

a,gpdação a 4-4%v4e. gXg..)  e-Qin fAmgrgQ321 a q1Q,qii4tido o. p ,o ,t0n.1Q)-Incvaria 

nisktaMe(9149ke 	qa-"it@rrtg.)0C -0-{d ágvanWtS, GiN. ,-r.wtAioo pra tica'nie n te 	o s, 

mesmo para pequenos 	9 .1de íroedo 	2irApte_kv,X anão 	5.13 

ainda deve ser vã-lida no contexto da Equação 5,11. 

A Equação 5.14a se refere a uma configuração especifica 

-Idosatenlog-~caa~s~ apnesenteda a ,apl -riitaa,n do 

formalismo MT ao cãliitiouplasEtédbasszetfiguváctorgaitcda9 .-  !WliPlditudes 

F OU').Para facilitar a notação, a dependência explicita dos 	diversos m- 
• Ormos da Equação 5.14a com t será .  omitida,quTro desneUOlaisia. Pelo 

mesmo motivo, ser ã implicitamente admitindo que Wmm4 para qualquer m. 

Nestas condições,a Equação 5.14a assume a séguinte forma: 
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F
m 	

a 4- b 2 w1112, F St. 	
(5.15) 

Iterando a equação acima e,a cada iteração,isolando o termo 	correspon 

dente ao sitio m, obtgm-se: 

a r 
(5.16a) 

Fm =
-11-T-1 

 s 

onde 

rm = 1+b y wmt 	b2 X 	W 	W
2.2„/ 	

(5.16b) 

tni 2. 1 m 

nm 	b2  y w 	w 	b3 y 	. z w 	w 	w 	(5.16c) 
1119, sun 	 Llm 

stÁn 	 tATI 

A Série 5,16c apresenta uma estrutura semelhante 	Série 2.57 e, portan 

to, g passivel de uma reordenação nos moldes discutidos na Seção 2.7.3. 

O resultado desta reordenação j expresso por: 

	

M 	- 
11mm =T  nm  + S o. 	9 	 (5.17a) 

MT 
nm  

W, 	14 	. + 	I' 	, 
b 	L. 	mti c.tit l  tlm 	W 

- 	mzi. 542. 2, 1. W2, 12.2 	t2Jz.2 W1--,  

	

t Im 	 ftlxm tz.m. 
(5.17b) 

ç 	= b 	b 3 	y . W+ 	 W 	W 
tti 	t i t 	 2,12.2 

W
t2R, 	' tt 	 2,2n1 • 

(5.17c) 

onde So representa a soma dos termos da Série 5.16c não contidos 	em 

n
MT e os apóstrofes . indicam que não . podem ocorrer 	repeti 

çá-es de indices entre as diversas somat6rias. Devido ao grande 	nUmero 

de sitios no sistema, a restrição de que os sítios intermediãrios 	nos 
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diversos termos da Série 5.17c sejam diferentes de um particular sitio 

m, o qual não mantém qualquer outro vinculo Com. a série (contrariamente 

ao que ocorre na Série 5.17b), pode ser descartada. Levando em conside 

ração este fato, a Série 5.17C pode Ser coto'ca'da a "seguinte forma: 

b 2.12, 	b 	W1,22 	
(5.18) 

2, 1£ 	 2,2 

Em analogia com às Expressões 2.55a e 2.57, pode ser mostrado que: 

• : 
b 	• 	•,9

w 
 SA

w 
 — 	

7 	sd  

-  	 mx i a 	Ill 	 . =c3; 	 r(1.7,2 	 (5.19) 
— n t 

Seguindo um esquema•swellante ao apresentam n'a -se_çao Z.I.3 e na dedu • mx i ,R 
ção da Expressão 5,17a, a Serie 5.16b pode ser reordenada na 	seguinte 
forma. 

(5.20a) 

- • 

	

6vr.e.) 	 . 	o' - MT = 1  + 	w
mt 51,2, 

4_ 	w 	
W 	 + ... , m 	 mt su _ Ui tni 	 itA-fl 2,1m 

 

.r.r 
• , -- 	 ip 

-r n siderepresienta f asopedoStermo& t.5-erW5 1 10 não contt.dos 	em 
1 

	

rm 	e os apostrofes 	indipaimp;. / slue as 	somat -6-rls 	de-vem ser 

grentuadas sem repetiçaes de indices..De acordo com o formalismo MT, as 
amplitudes Fm  são, então, aproximadas por: 

, 
'MT " ã 	'e mi;IP! tli; Fm =.- r 	, 	 (5.21a) 

b m 	mm 

onde: 
.•() 

;

_ 
mi , MT (5,21b) 
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Fazendo uso das definições apresentadas no Capitulo 2, obté -m-se os 	se 

guintes resultados para a média configuracional das expressões acima: 

a (5.22a) 

onde: 

• 
. 	— 

r . < rMT > .1+nt f W(k-Àddlq t  + n2  z jj  
m m 

	

14 -t)w(A -A )-0. ci
ti 
 + ..; , 	 (5.23a) -t  

---= 	• MT n  . < n 	5. . b n -t-f W (À -À ) W(À -À ) dÀ + m m 	 m t 	t 

	

+ b n 2  Vf am-À2, )142, -À£1 )W(À2,1 -ilm) dÀ_ dÀ_ 	+ 	(5.23b) x 	ti 

Na dedução destes resultados, foi considerado que para uma configuração 

qualquer: 

para todo si (5.24a) 

e 

1,5£1 	4 
<< 	. 

I Cl 

Introduzindo a Definição 5.14b nas Equações 

5.23b, pode ser facilmente mostrado que: 

1  
1 - ri v(0) G0 ( l ) 

(5.24h) 

5.23a 	e 

(5.25a) 
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_ 2  
'NU ( -4)v2 (t'--4) = 

o 	1-nGo (4)v(TC-! -q) 
(5.25b) 

Substituindo as definições de a e b (Equações 5.14c e 5.14d, respectiva 

mente) nos resultados acima e fazendo uso das Equações 5.22a e 5.22b, 

obtêm-se as seguintes equações, que definem o valor da média configura 

cional das amplitudes Fm : 

G„(lv) v(0) 
F(k') 	 (5.26a) 

v(0)G 	, 
o Sok 	R)W 

1 	 1 	1 	1 	G (q)v 2 (1) . 	— 	 o. 
n . 1 	 = 

1-1(') 	
(5.26b) 

o 

Por outro lado, tomando - á' média CánfTgUraciOnal da Equação 5.9. 	para 

r<=1', obtêm-se 

• . 	k 1- 	 (5.27) G .o (t) 	G(t) kk 	 o 

Substituindo a EqUaeãci t:2à :2 1~qad(Vdiliâ,'obtem-se, finalmente, 

o seguinte conjunto de equações que definem, autoconsistentemente, 	o 

valor da média configuracional dos elementos diagonais da função 	de 

Green: 

1 	• < 	 (5.28a) 
E-Et- It(E) 

It(E) =c(t) n v(0) 	, 	 (5.28b) 

- 2 
1 - 	'n( i ) G c;(4) . Q 2'(t--4) 

= — (5.28c) 
1 P - 	-n ;-("it)d ( 4 ) ?W 4 ) 4 	o cl v 
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St -4 
Go ( -4 ) v(k -4) 	 (5.28d) 

Analisando as equações acima, pode ser observado que 	no 

limite em que o potencial de impurezas é extremamente fraco, isto 	é, 

praticamente não varia com a posição em primeira ordem, obtêm-se: 

11)(4E) 	n v(0) , 

1  < Grcx > 
E-Et-n V(0) 

que E justamente o resultado que se obtém a partir da, Equação 5.7 	em 
primeira ordem. Por outro lado, no caso de um potenàál defta.; a trans 
formada de Fourier é constante, de modo que a Equação 5.13 é exata. Nes 

ta situação, o desenvolvimento apresentado acima, a-menos de algumas de 

finições, é idêntico ao originalmente formulado pb"r' Yonesawa (1964) e 
os resultados são iguais aos obtidos por Klauder. (1961), através de um 

método de múltiplo espalhamento. 

De acordo com as Equações 5.28 e com a Restrição 5.6, a me" 
dia configuracional da densidade de estados por unidade de volume para 

o sistema é, então, expresso por: 

D(E)  = v    í 1 	im 	1 	I 
(5.29) 

	

(271) 3 	n 	E-Elt-t(E) 

onde v E o nUmero de minimos da banda de condução do hospedeiro. 



- 181 - 

5.2 - APLICADDES E RESULTADOS  

Nesta seção, o formalismo acima desenvolvido é aplicado 

ao cílculo da densidade de estados, ã susceptibilidade de"spin"e ao ca 
lor especTfico Si:P. 

Inicialmente, visando facilitar a'interpretacio dos re 

sultados finais, é interessante discutir mais alguns aspectos do mode 

lo ora investigado.Noquesesegue, as quantias v o  ..-'e 2 a0/K e a0 -1  sio 

utilizadas como as unidades de energia e comprimento, respectivamente. 

A energia correspondente ao minimo da banda de, condução foi 	adotada 
como o zero da escala de energia. Nestas rontlic'ões-,,-- os diversos 	ele 

mentos constituintes das Equações 5.28 são definidos por 

E.= 
	

(5.29a) 

	, 	 (5.29b) 

• 

À 2-Erl 2 
	 (5.29c) 

onde- 

- 	 1 	till* N — 
2 md  

N/3 
md = (111 2,m2t  1 	' 

Micab 
.1Tr 

e 	. 

t é um vetor situado na vizinhança de I ea - 1  é o raio de. Bohr asso oo 	o 
ciado a uma impureza isolada na rede. Introduzindo a Equação 5.28d na 

Equação 5.28c e fazendo uso das Equações 5.29, ap6s alguma manipula 

cão algébrica, obtém-se 



- 182 - 

1- 
	1 	_ 	d4 	 1 	(5.30) 

(2.n) 3  (E - al -4-t00 1 2 ) (x 2 +1t-41 2 ) + n 

Efetuando uma transformação de variãveis, tal que o centro do sistema 

de coordenadas passe a se situar em t
' 
 segue-se que: 

ao 

1  _ 1 	. 	j  d4  

C(t) 	
(210' 

1 

 

(5.3 1 ) 
(E-aq 2 ) (x 2+It-41 2 ) + n 

onde a integral deve ser efetuada numa pequena região em torno 	de 

. o. O resultada acima estabelece uma equivalência, da mesma nature 

za que a discutida na Seção 3.2, entre o tratamento do hamiltoniano 

original 

H = - 	V 2  4. V
c CÈ) 	Veff (7), 
	 (5.32a) 

2m  

através do conjunto de funções 

{e i 	q00(1I} , -M00 , 0 = 1, 2, ..., v , 	(5.32h) 

e o tratamento do hamiltoniano de massa efetiva 

1112 	2  (5.33a) 
2md 	

Kj 

através do conjunto de funções 

{e1} 	o 	 (5.33b) 

.A cada auto-estado do Hamiltoniano 5.33a correspondem v auto 

-estados do Hamiltoniano 5.32a. Esta equivalência, como discutido na 

Seção 3.2, é uma consequência direta da aproximação de que o potenical 

de impurezas não causa transições interminimas (Equação 5.4a no pre 

sente formalismo). 
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A utilização do conjunto de Funções-Base 5.32b pressu 

põe que os auto-estados do Hamiltoniano 5.32a possam ser expressos 

por 

00E (;) = y a-1 (E) 	 4700 (t) = fE (;) nos (1"), 	(5.4) 
• 

onde f
E
(it. ) ê uma tautofunção do Hamiltoniano de Massa Efetiva 5.33a, 

correspondente ã auto-energia E. Os elementos diagonais da função de 

Green correspondente a este último hamiltoniano podem ser expressos 

por 

grit(E) . I 
I<Elk>1 2 	r  la(E')1 2  

/ 	 
E' 	E-E' 	E' 	E-E' 

(5.35) 

No nivel de aproximação adotado; estes elementos "de matriz são 	com 

pletamente equivalentes aos elementos de matriz GiR 1 • Nestas condi 

ções, as densidades espectrais 

mito 	= p(E) 
	

(5.36) 

onde o(E) é a densidade de estados associada ao Hamiltoniano 5.33a, 

estão diretamente relacionadas com o mõdulo das componentes de 

Fourier da função envelope f E (7:. ),'Desta forma, atravês da anãlise do 

comportamento de A(teE) com k,podem-seinferir algumas caracteristi 

cas do comportamento espacial da função envelope 

A situação física descrita pelo presente modelo depen 

de, como no caso dos modelos discutidos no Capitulo 4, da relação 

existente entre.a constante de blindagem e a concentração de impure 

zas. Neste particular, acreditamos que as conclusões apresentadas na 

1 Este fato pode ser confirmado atraves da observaçao de que a 
"equaçao de movimento" para os elementos isomorfa corres 
pondente equação para os elementos Gg (Equaçao 5.7). 
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Seção 3.3.1 permanecem validas, isto g, que a constante de 	blindagem 

e a densidade de estados deN;em ser calculadas 	autoconsistentemente 

para cada concentração de impurezas. No entanto, visando uma 	compara 

cão com os resultados obtidos através do modelo de hibridização, 	nos 

limitaremos, no ambito deste trabalho, a desenvolvet'. calculos para os 

modelos lineares de blindagem apresentados no capitulo anterior. 

As Figuras 5.1a e 5.1b apresentam as densidades de esta 

dos, relativas a diversas concentrações de impurezas, obtidas através 

do modelo de blindagem esquematizado na Figura 4.12. Pode ser observa 

do que, com a diminuição da concentração de impurezas, o espectro 	de 

auto-energias se desmembra naturalmente em duas regiões com 	caracte 

risticas bastante distintas, as quais podem ser interpretadas como 	a 

banda de impurezas e a banda de condução. 

0.8 

n0 	n(10 18 cm -3 ) 

1 	0.10 
2 	0.50 
3 	0.80 
4 	2.00 

- 	5 	4.00 
6 	5.00 	 ,-- 

- 	7 	6.00 
8 	7.00 
9 	9.00 

a 

1-1-1  O • ti 
Li 
CZ2 

O. O 

-1.0 	 -0.5 	 0.0 	 0.5 	 1.0 

'ENERGIA 

Fig. 5.1a - Densidade de estados total por unidade de volume, para di 
versos valores da concentração de impurezas. 
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As Figuras 5.2, 5.3, 5.4, 5.5 e 5.6 apresentam o compor 

tamento das Densidades Espectrais 5.36 para diversas energias e concen 

trações. Para cada concentração observa-se a existência de três dife 

rentes tipos de comportamento: 

a) Nas energias prõximas ao limite inferior do espectro, as densi 

dades espectrais apresentam um mãximo em 1<)-  = O e decaem rapida 

mente. Este fato indica que as correSpondentes funções envelope 

são compostas por ondas planas de grande comprimento de 

onda e, consequentemente, variam suavemente com Desta for 

ma, os auto-estados do sistema correspondentesa estas energias 

apresentam um comportamento semelhante ao previsto, através de 

aproximação de massa afetiva, para os estados localizados asso 

ciados a uma impureza isolada (vide Seção 2.3): 

h) Numa faixa de energias centrada no extremo inferior da banda de 

condução não-pertubada (E = O), as densidades espectrais variam, 

continuamente, de um comportamento que apresenta um mãximo em 

O para um comportamento que apresenta um mãximo em z O, 

com amplitude praticamente nula na origem. Nesta faixa de ener 

gias, as correspondentes funções-envelope apresentam, portanto, 

duas contribuições principais. A primeira, como no caso ante 

ror, de ondas planas de grande comprimento de onda e a segunda 

de ondas planas com vetores de onda centrados, em mõdulo, num 

valor bem definido. Este fato sugere, portanto, que nesta re 

gião de energias, os auto-estados do sistema são formados a par 

tir de hibridização entre funções localizadas e funções de 

Bloch (conforme discussão da Seção 4.1). t importante observar 

que a extensão desta região de estados hibridizados decresce 

com a diminuição da concentração de impurezas, de modo que, em 
baixas concentrações, o presente modelo prevê uma distinção bas 

tante nítida entre os estados advindos do potencial de impure 

zas e os estados associados ao potencial periõdico da rede hos 

pedeira. 

1  Numa escala da ordem do parametro de rede do cristal hospedeiro. 
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c. A partir do extremo superior da região de energias aludida aci 

ma, as densidades espectrais passam a exibir um mãximo de 	pe 

quena largura em -È 	o e amplitude praticamente nula em -È= o. 

Desta forma, o modelo prevê para esta região de energias, es 

tados de Bloch levemente modificados pelo potencial de impure 

zas 

Os resultados acima são bastante compativeis com a si 

tuação esperada fisicamente e atestam, em termos mais gerais, a vali 

dade da aproximação discutida na Seção 5.1. Além do mais, dão supor 

te ãs premissas bãsicas do modelo de hibridização, apresentadas na 

Seção 4.1. 

A Figura 5.7 apresenta as densidades de estados 	obti 

das a partir do modelo de blindagem esquematizado na Figura 4.2. Si 

milarmente aos resultados anteriores, pode ser observado que,com a 

diminuição da concentração de impurezas, o espectro de auto-energias 

tende a se separar em duas regiões distintas, que caracterizam a ban 

da de impurezas e a banda de condução. No entanto, os resultados ob 

tidos para as densidades espectrais, em baixas concentrações (Figura 

5.8), apresentam uma completa inversão em relação aos resultados ob 

tidos anteriormente. Na região de energias correspondente ao extre 

mo inferior da banda, observa-se a existência de auto-estados hibri 

dizados, com grande vetores de onda centrados em torno de um 	valor 

bem definido. Com  o aumento da energia, a contribuição dos 	estados 

de Bloch é paulatimente reduzida e os auto-estados passam a apresen 

tar um carãter crescente de funções localizadas. Esta tendência so 

mente é revertida em energias bem acima do extremo da banda de condu 

ção não-pertubafla (E o). Nas concentrações mais elevadas (Figuras 

5.9 e 5.10), as densidades espectrais voltam a apresentar um compor 

tamento qualitativamente semelhante ao caso anterior. 
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Os resultados acima demonstram que o modelo ora investi 

gado apresenta grande dependencia da relação existente entre a cons 

tante de blindagem e a concentração de impurezas. O perfil desta rela 

ção pode, inclusive, ocasionar, como visto acima, uma inversão entre 

as regiões de energia que apresentam estados com maior e menor mobili 

dade. No praximo capitulo serão analisadas algumas possiveis explica 

ções para este fato. 

As expressões para calor especifico 	eletrõnico e 

susceptibilidade de uspin"relativas ao presente modelo são as 	mesmas 

apresentadas no Apendice A. As Figuras 5.11 e 5.12 apresentam os 	re 

sultados obtidos para os dois modelos de blindagem discutidos. Estes 

resultados devem ser comparados com os resultados do modelo 1, apre 

sentado no capitulo anterior, o qual é fisicamente equivalente ao pre 

sente modelo. Observa-se uma melhoria quantitativa no comportamento 

das referidas propriedades,a qual ainda einsuficiente para descrever a 

situação fisica exPerimental. 

A existencia de uma grande discrepância em relação aos 

resultados do modelo de banda rigida, em altas concentrações, demons 

tra ao nosso ver, a inadequação do tratamento dispensado ã constante 

de blindagem. Assim, antes de qualquer avaliação mais objetiva das po 

tencialidades deste modelo para a explicação dos resultados experimen 

tais, bem como da importância das transições interminimos, acredita 

mos ser necessãrio o desenvolvimento de um câlculo .autoconsistente, 

nos moldes do exposto na Seção 3.1.3. 

Finalizando esta seção, e interessante comparar os 	re 

sultados aqui apresentados com os obtidos por Serre e Ghazali (1983) 

através da solução de um conjunto de equações conhecido como "a 	me 

lhor aproximação de Klauder" (1961 ).Esta aproximação é derivada 	atra 

Nies de uma técnica de mi]ltiplo espalhamento em que, contrariamente ao 

método MT, são selecionados e somados diagramas no espaço de momento. 

Yonesawa (1964) demonstrou, através de um desenvolvimento semelhan 

te ao apresentado na Seção 5.1, que a referida aproximação de Klauder 

e o método MT apresentam resultados indenticos, quando os potenciais 
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Fig. 5.11 - Coeficiente linear do calor especifico a baixas temperatu 
ras em função da concentração de impurezas, para o Si:P.—  

Os pontos representam os resultados experimentais. A cur 
va superior apresenta o resultado obtido através do modj 
lo de banda rigida. As curvas 1 e 2 apresentam os result .-a: 
dos do presente modelo para os comportamentos de constaW 
te de blihdagem ilustrados nas Figuras 4.12 e 4.2, respe-E 
tivamente. As curvas 3 e4 apresentam os correspondentes 
resultados obtidos através do modelo 1 do Capitulo 4. 
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Fig. 5.12 - Susceptibilidade de nspin"em função da concentração de impu 
rezas, para o Si:P. 

Para identificação das curvas, veja legenda da Figura 5.11. 
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de impureza são modelados por funções delta. Os cãlculos de Serre 	e 

Ghazali (SG) foram desenvolvidos para um semicondutor de "gap" direto. 

O potencial de impurezas foi modelado por um potencial Thomas-Fermi, 

com a relação entre a constante de blindagem e a concentração de impu 

rezas expressa por 

4re 2  x2 
 

onde D
o
(E

f
) é a densidade de estados na energia da Fermi relativa 

banda de condução não-perturbada (Expressão A.9). A Figura 5.13a ilus 

tra as densidades de estados obtidas pelos referidos autores para algu 

mas concentrações de impurezas.A Figura 5.13b apresenta os mesmos 	re 

sultados ilustrados na Figura 5.1a, num formato mais conveniente. 

Comparando os dois resultados pode ser observado que, 

apesar dos diferentes modelos de blindagem adotados, ambos apresentam 

essencialmente as mesmas características. Através da curva 1 de ambas 

as figuras, pode ser observado que os resultados de SG se encontram des 

locados para energias mais baixas. Isto se deve ao fato de terem os re 

feridos autores considerado os efeitos de "exchange" através da adição 

do termo de eretron-livre 

e 2 	3n 1 / 3  
/ex = 	(-7‹r)  

ã "self-energy", o que ocasiona o observado deslocamento das bandas pa 

ra energias mais baixas. 
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Fig. 5.13 - Densidades de estados para diversos valores da 	concentra 
•ção de impurezas. 

	

- As energia estão em unidades de 	(1R* = 1/2V0 )e as den 
sidades de estados, em unidades de 10 -2 a(yR;. 

a) Resultados obtidos por SG. 

h) Resultados obtidos, atrav -és do presente modelo, para 
o comportamento da constante de blindagem ilustrado 
na Figura 4.12. 





CAPITULO 6  

CONCLUSÕES E COMENTÁRIOS 

Em diversas das discussões desenvolvidas ao longo 	deste 

trabalho, enfatizamos a importância, para a explicação das propriedades 

eletrõnicas de semicondutores dopados, do conhecimento do espectro de 

auto-energias do sistema até energias mais elevadas. As duas abordagens 

apresentadas nos Capitulos 4 e 5 se prestam, em tese, a este objetivo. 

O modelo de expansão em funções de Bloch (Capitulo 5), todavia, se apre 

senta como o'mais promissor para o tratamento de hamiltonianos de um-

elétron, dada a completeza do conjunto de funções-base em todo o campo 

de concentrações de interesse. O modelo de hibridização 	(Capitulo 4), 

por sua vez, apresenta diversas questões que devém ser analisadas 	com 

maior profundidade. Entre estas, citámos como principais a 	supercom 

pleteza do conjunto de funções-base, o "overlap" entre as referidas fun 

ções, e o dlculo apropriado do termo de hibridização. Este modelo, no 

entanto, apresenta a vantagem de que certos efeitos de correlação, bem 

como das transições interminimos, podem ser tratados com relativa faci 

lidade. Assim, acreditamos ser de relevância o seu aprimoramento. 

Para avaliar as questões acima citadas, é 	interessante 

comparar os resultados obtidos através do modelo de expansão em funções 

de Bloch (EFB)com o primeiro modelo de hibridização apresentado no Capi 

tulo 4. Estes modelos são fisicamente equivalentes, a medida que na 

formulação de ambos são desprezados os efeitos de correlação e das tran 

siOes interminimos e que na região de concentrações investigada o po 

tencial associado a uma impureza apresenta um único estado ligado. As 

sim, ambos moderam uma mesma situação fisica, através de diferentes con 

juntos de funções-base. Numa primeira comparação, pode ser observado 

que a banda de impurezas, contrariamente ao que ocorre no modelo EFB, 

se mantém bastante diferenciada da banda de condução em toda a região 

de concentrações investigada. A Figura 6.1 apresenta o comportamento da 

ocupação media de um estado de impureza, 
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E J.F 

' nd = 

em função da concentração de impurezas, para os dois modelos de blinda 

gem investigados. Pode ser observado que esta quantia cresce com o au-

mento da concentração de impurezas. No entanto, espera-se, em termos 

fisicos, que a taxa de ocupação de um estado localizado de impureza de 

cresça com o aumento da concentração, uma vez que estes estadostornam-

se progressivamente menos estacionãrios. Em outros termos, o resultado 

da Figura 6.1 implica que os estados de impureza têm sua importincia au 

mentada na composição de um auto-estado do sistema , 

4JE (g) = 	CE) qs.( -È) 	( -r) + 	C(E) tptrg) le 	 ko l3 	• 

com o aumento da concentração de impurezàs, o que contraria o 

limite fisico esperado. No modelo de hibridização, o termo que define 

o peso relativo dos estados de impureza e das funções de Bloch na compo 

sição de um auto-estado do sistema e o termo de hibridização 1/ 1i . Desta 

forma, de acordo com a discussão acima, os termos de hibridização Vti  

tem sua importãncia diminui-da com o aumento da concentração de impure 

zas. Analisando a Equação 4.6c, pode ser observado que estes termos, a 

grosso modo, são proporcionais ã concentração de impurezas e inversamen 

te proporcionais ao valor da constante de blindagem. No nivel de aproxi 

mação adotado, no entanto, a dependência explicita com a 	concentração 

foi completamente desprezada, de modo que 1V- Iti l decresce com a 	concen 

tração. Este fato explica, em parte, o comportamento obtido para nd ,não 

podendo ser tomado como conclusivo, pois os termos V 	participam 	de 

forma altamente não-linear nas equações que definem as densidades 	de 

estados de impureza e de condução (vide Equações 4.46a e 4.47). 
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Fig. 6.1 - Comportamento da ocupação media de um estado de impureza em 
função da concentração de impurezas. 

Ambos os resultados se referem ao modelo 1 do Capitulo- 4. 
Curva 1: modelo de blindagem ilustrado na Figura 4.2. Curva 
2: modelo de blindagem ilustrado na Figura 4.12. 

A discussão acima evidencia um outro aspecto de-grande im 

portancia. Mesmo que se considere corretamente a dependência explicita 

de V-)- com a concentração de impurezas (expressa na somafória sobre to 
ki — 

dos os sitios),-sera o comportamento da constante de blindagem com a re 

ferida concentração que, ouriltima instância, determinara se o efeito 

de hibridização (ou, em termos concretos, n d ) e crescente ou decrescen 

te com a concentração de impurezas. Assim, modelos pouco criteriosos 

para a constante de blindagem podem levar a resultados não-físicos. 

Uma situação semelhante ocorre no modelo EFB. Pode ser ob 

servado que os elementos de transição V ilt„ que determinam o quanto a 
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banda de Condução não-perturbada será.  modificada pela ação do potencial 

de impurezas, dependem da concentração de impurezas de uma forma relati 

vamente semelhante ao termo V. Assim, acreditamos que modelos de blin 

dagem que superestimem ou subestimem a intensidade do potencial de impu 

rezas podem ocasionar inversões na composição dos auto-estados do siste 

ma, como as observadas no segundo calculo apresentado na Seção. 5.2. 

Quanto -a questão do "overlap" devemos observar que,na re 

gião de concentrações investigada atravês dos modelos apresentados no 

Capitulo 4, mesmo o estado fundamental associado a uma impureza isolada 

apresenta grande extensão espacial (crescente com a concentração de im 

purezas devido ã blindagem), de modo que os efeitos de "overlap" certa 

mente devem ocasionar alterações substanciais nos resultados 	obtidos. 

No entanto, acreditamos, tomando como base os resultados obtidos 	atra 

vés do modelo EFB, que estas alterações não sejam tão dramáticas quanto 

as observadas no modelo de uma banda (Seção 3.2), em que ocorre uma to 

tal inversão no comportamento da cauda da banda. Outro ponto importante 

a ser investigado ê a questão da não-ortogonalidade existente entre os 

estados de impureza e as funções de Bloch. Esta não-ortogonalidade tem 

consequências possivelmente tão importantes quanto a existente entre 

os estados de impureza. 

Os modelos e os resultados apresentados ao longo 	deste 

trabalho devem ser entendidos apenas - como uma investigação preliminar 

de certas técnicas e diversos conceitos, que sirvam como •base para um 

estudo mais elaborado das propriedades eletrõnicas de semicondutores do 

pados. Dentro desta perspectiva, consideramos relevantes os seguintes 

passos, a serem realizados não necessariamente na ordem em que são apre 

sentados. 

a) Efetuar 'um calculo autoconsistente com o modelo EFB de modo a 

reproduzir os resultados experimentais em altas concentrações 

(n > 10 19  cm-3  para o Si:P). Este calculo, além de definir 	um % 
comportamento apropriado da constante de blindagem com a concen 

tração de impurezas, permitira uma primeira avaliação da impor 

tãncia das transições interminimos. 
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b) Introduzir correções de "overlap" e aprimorar o cãlculo de Vra 

de modo que o modelo 1 do Capitulo 4 venha a apresentar resulta 

dos semelhantes aos obtidos através do modelo EFB no item A. 

c) Investigar a importância das transições interminimos: 

c.1) utilizando os estados de.Kohn-Luttinger associados a 	uma 

impureza, tratar o hamiltoniano para virias impurezas, le 

vando em consideração a banda de condução do hospedeiro; 

c.21 investigar a possibilidade de considerar as transições in 

terminimos diretamente atraves do formalismo EFB. 

d) Introduzir correlação intra-atõmica no cilculo especificado no 

item c.l. 

e) Efetuar cilculos de propriedades de transporte. 





REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS  

ANDERSON, P.W. Absence of diffusion in certain random lattices. 

Physical Review, 109(5):1492-1505, 1958. 

. Localized magnetic states in metais. Physical Review, 

124(1):41 7 53, 1961. 

ASHCROFT, N.W.; MERMIN, N.D. Solid state physics, Philadelphia, 

Holt-Saunders, 1976. 

BASSANI, F.; IADONISI, G.; PREZIOSI, B. Electronic Impurity leveis 

in semiconductors. Reporte of Progress in Physics, 37(9):1099-1210, 

1974. 

CUEVAS, M.; FRITZSCHE, H. High-stress piezoresistance and mobility 

in degenerate Sb-doped germanium. Physical Review A 137(6):1874-1855 
1965a. 

CUEVAS, M.; FRITZSCHE, H. High-stress piezoresistance in degenerate 

arsenic-doped germanium. Physical Review A 139(5):1628-1635, 1965b. 

DONIACH, S. The insulator-metal transition. Advances in Physics, 

18(76):819-848, 1969. 

DUTT, R.; VARSHNI, V.P. An analytic approximation for the energy 

leveis of neutral atoms. Zeitschrift ftr Physik A 313(12):143-145, 
1983. 

EDWARDS, P.P.; SIENKO, M.J. Universality aspects of the metal 

non-metal transition in condensed media. Physical Revim 

B 17(6):2575-2581, 1978. 

FABBRI, M. Estudo dos estados eletrônicos e de propriedades físicas 

ligadas às impurezas substitucionais em semicondutores dopados; 

influência de desordem e correlação. Dissertação de Mestrado em 

Fisica do Estado S6lido. São José dos Campos, ITA, 1981. 

. Correlação e desordem em semicondutores dopados. Tese de 

Doutorado em Fisica do Estado S1ido. São José dos Campos, ITA, 

1984. 

- 209 - 



- 210 - 

FOWLER, R.H. Properties of semiconductors. Proceedings of the Royal 

Society A-140(11):505-522, 1933. 

FRITZSCHE, H. Resistivity and Hall coefficient of autimony-doped 

germanium at low temperatures. Journal of Physics and Chemistry 

of solids, 6(1):69-80, 1958. 

. Effect of compensation on conduction near the metal-nonmetal 

transition. Physical Review, 113(4), 999-1001, 1959. 

. The metal-nonmetal transition in doped semiconductors. 

In: SCOTTISH UNIVERSITIES SUMMER SCHOOL TN PHYSICS, St. Andrews, 

1978. Proceedings. Edinburg, SUSSP Publication, 1978 p. 193-238. 

HUBBARD, J. Electron correlation in narrow energy bands. Proceedings 

of the Royal Society A-276(1365):238-257. , 1963. 

. Electron correlation in narrow energy bands. An improved 

solution. Proceedings of the Royal Society A 281(1386):401 -419, 

1964b. 

HUNG, C.S.; CLIESSMAN, J.R. The resitivity and Hall effect of 

germanium at low temperatures. Physical Review, 79(4):726-727, 

1550. 

	. Resistivity and Hall effect of germanium at low temperatures. 

Physical Review, 96(5):1226-1236, 1954. 

JAMES, H.M.; GINZBARG, A. Band structure in disordered alloys and 

impurity semi -conductors. journal of Physical Chemistry, 

57(10):840-857, 1953. 

KIMBALL, J.C. Localization and spectra in solid state system. 

Journai of Physics, C-11(21):4347.4354, 1978. 

KISHORE, R. Self-consistent many-body theory: application to spin 

waves in itinerant ferromagnets. Physical Review B 19(7):3822-2826, 
1979. 

. A model for electrons existing in hybrized narrow and wid 

bands. Physical, 111A(37):312-322, 1982. 



- 211 - 

KISHORE, R.; JOSHI, K. Electron correlation in ferromagnetism. 

Hybridization of s and d bands. Physical Review B 2(5):1411-1422, 

1970. 

KLAUDER, R. The modification of electron energy leveis by impurity 

atoms. Annals of Physics, 14(7):43-76, 1961. 

KOBAYASHI, 	IKEHATA, S.; KOBAYASHI, S.; SASAKI, W. Specific heat 

study of heavily p-doped Si. Solid State Communications, 

24(6):67-70, 1977. 

KOHN, W. Mott and Wigner transitions. Physical Review Letters, 

19(14), 789-791, 1967. 

KOHN, W.; LUTTINGER, J.M. Hyperfine spliting of donor states in 

silicon. Physical Review, 97(10):883-892, 1955. 

KRIEGER, J.B.; NIGHTINGALE, M. Dielectric screening and the Mott 

transition in many-valley semiconductors. Physical Review 

4(4):1266-1270, 1971. 

KUROSAWA, T.; MATSUI, M.; SASAKI, W. Scattering of electrons in 

heavily doped semiconductors. Journal of the Physical Society of 

Japan, 42(5):1622-1631, 1977. 

LARK-HOROVITZ, L.; MIDDLETON, M.; MILER, M.; WALERSTEIN, W. Theory of 

resistivity in germanium alloys. Physical Review, 69(5):258-259, 

1946. 

MAJILIS, N.; ANDA, E.V. Theory of impurity band in heavily doped 

semiconductors with overlapping electronic orbitais. Journal of 

Physics C 11(8):1607-1617, 1978. 

MAKLER, S.S. Alguns aspectos de sistemas desordenados. Tese de 

Doutorado em,FTsica do Estado S6lido. Rio de Janeiro, CBPF, 1981. 

MARSUBARA, T.; TOYOSAWA, Y. Theory of impurity band conduction in 

semiconductors. Progress of Theoretical Physics, 26(5):739 -756, 

1961. 



- 212 - 

MOTT, N.F. The basis of the electron theory of metais with special 

reference to the transition metais. Proceedings of the Physical 

Society, 62(7):416-422, 1949. 

------. Metal-insulator transition. Review of Módern Physics, 

40(4):677-683, 1968. 

------. On the transition to metallic conduction in semiconductors. 

Cãnadian Journal of Physics, 34(12)1356 - 1368, 1956. 

• Metal-insulator transitions in doped semi-conductors. 

In: SCOTTISHI UNIVERSITIES SUMMER SCHOOL IN PHYSICS, St. Andrews, 

1978. Proceedings. Edinburg, SUSSP Publication, 1978 p. 149-191. 

. Metal-insulator transitions. London, Taylor & Francis, 1974. 

. The transition to the metallic state. Phylosophical 

Magazine, 6(20:287-309, 1961. 

MOTT, N.F.; DAVIS, E.A. Electronic processes in nom-crystailine 

materiais. Oxford, Clarendon Press, 1971. 

MOTT, N.F.; ZINAMON, Z. 	The metal-nonmetal transition. Reports on 

Progress in Physics, 33(9):881 -940, 1970. 

NEETHIVLAGARAJAN, A.; BALASVBRAMANIAN, S. Concentration-dependent 

donor ionization energy in silicon. Physical Review B 23(12):6787- 
6789, 1981. 

QUIRT, J.D.; MARKO, J.R. Absolute spin susceptibilities and other ESR 

parameters of heavily doped n-type silicon. Metallic samples. 

Physical Review, B5(5):1716-1728, 1972. 

. Absolute spin susceptibilities and other ESR parameters of 

heavily doped n-type silicon. A Unified treatment. Physical 

Review B7(8):3842-3858, 1973. 

ROSENBAUM, T.F.; ANDRES, K.; THOMAS, G.A.; BHATT, R.N. Sharp 

metal-insulator transition in a random solid. Physical Review 

Letters, 45(20:1723-1726, 1980. 



- 213 - 

SEÈGER, K. Semiconductor Physics. Berlin, Springer series in solid 

state sciences, 1982. 

SERNELIUS, B.E. Metal to nonmetal transition in doped semiconductors. 

Tese de Doutorado em FTsica do Estado Sólido. Linkóping, 

linktiPing University, 1978. 

SERNELIUS, B.E.; BERGREEN, K.F. Electron states in heavily doped 

semiconductors. In: INTERNATIONAL CONFERENCE IMPURTY BANOS IN 

SEMICONDUCTORS, Würzburg, 1978. PPaceedings. Würzburg, G. Landwehr, 

1979 p. 101-116. 

SERRE, J.; GHAZALI, A. From band tailing to impurity-band formation 

and discussion of localization in doped semiconductors: a multiple 

-scattering approach. Physica1 Review B 28(8):4704-4715, 1983. 

SILVA, A.F. da. A study of disorder and correlation effects in impure 

semiconductors. Tese de Doutorado em FTsica do Estado Sólido. 

Linkóping, LinkE,ping University, 1979. 

SILVA, A.F. da; FABRI, M.; CUNHA LIMA, I.C. Electron hopping energy 

influence on the specific heat of phosphorous-doped silicon. 

Physica Status Solidi b 115(21):311-316, 1983. 

SILVA, A.F. da; KISHORE, R.; CUNHA LIMA, I.C. Hubbard model for 

disordered systems: application to the specifc heat of phosphorous- 

-doped silicon. Physical Review 8 23(8):4035-4043, 1981. --- 

SILVA, M.S.F. da. O papel dos estados excitados na banda de impurezas 

on semicondutores dopados. Dissertação de Mestrado em Fisica do 

Estado Sólido - Niterói, Universidade Federal Fluminense, 1983. 

SMITH, D.A. A model for electron correlation in hybrid bands. 

Journal of Physics C1(5):1263-1278, 1968. 

TAKESHIMA, M. Unified treatment of dielectric enhacement and 

conduction-electron screening in the mott transition in 

semiconductors. Physical Review B 17(10):3996-4003. 1978. 



- 214 - 

UE, H.; MAEKAWA, S. Electron-spin-resonance studies of heavily 

phosphorous-doped silicon. PhysicaZ Review B3(12):4232-4238, 1971. 

YAMANOUCHI, C.; MIZUGUCHI, K.; SASAKI, W. Electric conduction in 

phosphorous doped silicon at low temperatures. Journal of the 

Physical Society of Japan, 22(7):859-867, 1967. 

YONESAWA, F. A note on electronic state of random lattice. Progress 

of Theoretical Physics, 31(3):357-377, 1964. 

ZIMAN, J.M. Principies of the theory of solida. 2.ed. Cambridge, 

Cambridge University, 1972. 



AP£NDICE A  

O MODELO DE BANDA RTGIDA  

O modelo de banda rigida pressupõe que, em altas concen 

trações, o potencial de impurezas se encontra . suficientemente blindado 

para não produzir alterações significativas no espectro de energias do 

cristal. Desta forma, admite-se que a totalidade dos eletrons de impu 

reza ocupam os estados de Bloch situados em torno dos minimos da banda 

de condução do hospedeiro. Mesmo para altas concentrações de impurezas, 

o número de eletrons e pequeno quando comparado ao nUmero total de es 

tados da banda de conducão. Este fato implica que somente os estados 

cujos vetores de onda se situam numa pequena região em torno dos mini 

mos são ocupados. Para ter um ideia de ordens de grandeza, basta obser 

var que, se estas regiões fossem esféricas, a relação entre o seu raio 

e o raio medio da primeira zona de Brillouin seria da ordem de: 

1 	til/ 3 a 	'0.032 no silício 

2 v 1 / 3 	0.038 no germãnio 
(A.1)  

para uma concentração tipica de 10 19  impurezas por cm 3 . Na 	expressão 

acima n, a e v são, respectivamente, a concentração de impurezas, o la 

do da cela cúbica convencional e o número de minimos. Desta forma, a 

relação de dispersão nestas regiões pode ser aproximada por uma expan 

são quadrãtica em torno do respectivo minimo: 

= E 
(15( k0X )2 	(ky.-koy )2 	(kz-koz )2  -- 

k 	o 	 I ' 2 
mt

mj 
(A.2) 

onde k
o 

e o vetor de onda correspondente a um dos minimos
; 
m
t 
e m são, 

respectivamente, as massas efeteivas transversal e longitudinal; E 0  e a 

energia minha da banda de condução. As superficies de energia constan 

te são, portanto, elipsoidais. Assim, para um minimo particular, o vo 

lume do espaço -k", que engloba os estados com energias menores do que 

E, é expresso por: 

- A.1 - 
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V(E) = ±-u-- (m2  m ) 1/2  (2(E-E )) 3/2  e(E-E0 ). 	 (A.3) 
3h3 	t 2, 	 o 

O número de estados por unidade de volume do espaço t é dado por 2/4n 3 , 

onde 2 é o volume da amostra. Desta forma, se o semicondutor apresenta 	v 

minimos equivalentes, a densidade de estados por unidade de volume 	é 

expressa por: 

Do(E) 	dV(E) 

4n 3  dE 

2 	1/ 
v(mtm) 2 

(2(E-E0 )) 1/2 9(E-E0 ) . 	 (A.4) 
71.2113 

O calor especifico relativo ao sistema de elétrons, 	aci 

ma descrito, é definido por: 

<1.1> 
Cv  = 	 (A.5) 

onde 

. E 
< H > 	

D,(E)
j   dE 	 (A.6) 

1+e 

0 	1/kBT 

Em baixas temperaturas, o calor especifico eletrônico é, aproximadamen 

te, linear com a temperatura. Através da expansão de Sommerfeld e da 

restrição de que o número de elétrons no sistema é fixo, pode ser mos 

trado que (vide Apêndice D) 

C 
2 

K 
 2 

- 2-T- 	nt 
V - 	 El 'O EF )  T 

3 	
(A.7) 
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onde E
F 

é a energia de Fermi 	do sistema. .a qual 	determinada 	pela 

condição 

V(Er ) = n . 
4w 3 	I 

Através das Equações A.4 e A.8 segue-se que: 

2 	1 j 
V(MIA0 ) 13  I 3n2  

Do (EF ) 	2 	
n  1 1 /3 

'" 
2. 

	

1T fi 	 V 

(A.8) 

(A.9) 

Substituindo a equação A.9 na Equação A.7, obtemos a seguinte expressão 

para o Coeficiente linear do calor especifico. 

vi([23 (m2tmx ) Ifl 3n2 n  1 1 / 3  
• Y = 	  

n2 
V 

(A.10) 

A susceptibilidade magnética de"spinlia T.OK 	definida 

por: 

r na 
x = lim, PR L 

1+3-0 	a H 
(A.11)  

onde 

E
F na . 
	

D(E) dE . (A.12) 

Na expressão acima H, D a  e p B  são, respectivamente, o campo 	magnéti 

co aplicado ao sistema, a densidade de estados para elétrons com spin a 

e o magngton de Bohr. No estabelecimento da Expressão A.11 	supõe-se 

que os elétrons interagem com o campo somente através de seus momentos 
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magnéticos intrínsecos ("spin").Nestas condições, o único efeito do cam 

po sobre o espectro de auto-energias é o deslocamento dos níveis de um 

valor ±pBH, conforme o nspinn associado seja antiparalelo ou paralelo ao 

campo. Desta forma: 

D (E) 	= 	1 	D (E+ap r,H); 
° 

	
2 ° 	D  

consequentemente: 

JEF 	 1 

	

2 	. 	Db(E+0. 1.[ BH)dE 5 — (ni-UpBHD0 (EF)) 
2 

Substituindo A.14 em A.11, segue-se 

2 	1/ 

	

2 	 2 (Mt M ) 
 

que: 

) 

(A.13)  

(A.14)  

(A.15) Do (E ) X 	11 8 	= vpB 
 

1T 2112 V 

Para o cálculo da condutividade, o modelo acima deve ser 

revisto de modo a incluir o efeito de espalhamento dos elétrons de con 

dução pelo potencial de impurezas. Como nosso interesse se limita , a 

resultados para altas concentrações, continuaremos supondo que o efeito 

de blindagem é suficientemente intenso.para que o potencial associado 

a uma única impureza não apresente estados ligados. Nestas condições, a 

variação espacial do potencial deve ser suave, de forma que o movimen 

to dos elétrons pode ser descrito semiclassicamente. Através da equação 

de Boltzmann, pode ser demonstrado que a condutividade para um semicon 

dutor de "gap" indiretvé dada por (Seeger, 1982). 

- 2 
ne <cm› 

m* (A.16) 

onde <çie é o tempo de relaxação de momento;né a concentração de por 

tadores, que por hip6tese é igual á concentração de impurezas; m* é 

uma massa efetiva definida por: 
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= - 	+ 1 	2 

m* 	mt mt 

Os elétrons ocupam estados: 

(tM = 1  it. -7- e 	Ut (r) 
n 2 	Oy 

onde 2 g o volume da amostra, tOy  eovetor de onda correspondente ao mi 

nimo .y; I .e—umvetorde onda situado na vizinhança de 	. Efetuando uma Oy 
aproximação de isotropia dos minimos que mantenha inalterada a densida 

de de estados, podemos expressar a relação de dispersão pr6ximo a um 

dos minimos por: 

2'2 
dfl  

E() 	Eo 	
k 
— + 2md 

onde E
o 

e a energia minima da banda de condução e m d ,e uma massa efeti 

va definida por: 

2  
md 	(mm) " 3  3 

Supondo que o espalhamento seja inelãstico, ou seja, que nos processas 

de colisão não ocorra qualquer alteração no estado dos fons de 	impure 

za, somente os elétrons sobre a superficie de Fermi serão afetados 

pelo potencial de impurezas. De acordo com as conjecturas acima, a pro 

babilidade por unidade de tempo de que um elétron com vetor de onda it 
sofra uma transição para o estado itÇ ambos sobre a superficie de Fermi, 

pode, aproximadamente, ser expressa por: 

= Lrr  1 xP (t I ,r)1V(it )1 1Pa (t,i1 1 2 6(EM-E()) , 
ti 	a  

(A.17) 
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onde: 

v(i) = 1e 	-e2  

1 	I7-Ai I 	1  

X' . 4.rpe D (E 
K  O F 

Na expressão acima, V(7') g o potencial Thomas Fermi devido ao conjunto 
de impurezas, cujas posiçaes sio definidas pelos vetores Estamos 
supondo tambg-m que o potencial de impurezas g suficientemente fraco pa 
ra que as transiçaes interminimos possam ser desprezadas. Desta forma, 
a Expressão A.17 "se refere a um único minimo, Para obter a probabili 
dade por unidade de tempo por ãngulo s&lido P(e), devemos somar W(,) 
sobre todos os estados compreendidos num elemento de ingulo sé-lido. As 
sim: 

2n  c° 	 2 

P(0) = 	ka(t 1 ,11[V(7)[*04 (t,7)4 cs(E(t)-E(Mk2 dK n  
t 	o 	• 

n 	1 
= 
 (211-) h 	

kFL<Ipot(t1,)11vot)k (t it),[ 2
2 F . a 	 (A.18) 

onde kF govetor de Fermieegoãngulo entre t' et. Na 	expressão 
acima, está-  implicito que os mEdulos de 	e 11 são iguais a kF . Fazendo 
uso dos resultados do Apêndice C, 	obtemos: 

<*a(11',-rILVM14) 	1 ( -e 2 1 41T  n 	e x2 4-it-1)(- ' 1 2  

Supondo que as impurezas estejam aleatoriamente distribuidas no volume 
n e observando que: 

4 k2F  sin 2  e/2 , 
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obtemos: 

167T2  kia ( -1 1 ,7. )1V011(t,7. )>I 2  = 	=1 2 	 2 	(A.19) K 	(À 2 1-4k 2Fsin 2 e/2) 

Através das Equações A.18 e A.19, segue-se que: 

4nm,4  k_ ( 
-e 2  1 2 	1  

P(e) = 	; 	 2 

	

h 	 K 	(x 2 4-4k
F
sin 2  0/2) 2  

• (A.20) 

Por outro lado, o tempo de relaxação de momento pode ser expresso por: 

1 f (1-cose) P(e) sinede 	 (A.21) 

o 

Substituindo a Expressão A.20 na Equação A.21 e efetuando a 	integral, 

segue-se que: 

2  1 	
2um

d
n 

(-e2l2 
--T—Y— 	I 	

[I.pl 44.(x/k
F ) 

2 
<C

m
> 	h k F 	K 	í (X/kF ) 

 

4  

1 ;  4+(x/kF ) 2  

Consequentemente: 

Cr = 
ne 2  

 

3 3 
h kF 

   

<c > 

m* 

(

-e 2  2umd n 
(À/kF ) 	4+(x/k 

2 	4 	 4  
lLn 2+1 1 
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APÊNDICE B  

FORMALISMO DE GREEN  

Neste apêndice apresentaremos, de forma sucinta, o forma 

lismo de funções de Green de muitas partTculas utilizado ao longo deste 

trabalho. Optamos pela inclusão deste material devido ao fato de que a 

versão deste formalismo, aqui apresentada, não se encontra em livros 

,textos, de forma que se torna importante definir a nomenclatura bãsica 

utilizada. 

A função de Green retardada g usualmente definida por: 

onde 

GAB (t) =« A(t);B » =  

1 t 	
e
-iHt 

A(t) 	A 

H = H' - 	, 

<...> 	T 	
- OH e 	...), 

Q = Tr(E-° ), 

0 = 1/kBT . 

Nas expressões acima H' g o operador hamiltoniano para o sistema, pe o 

potencial quimicó,N e o operador niTmero total de parti-cuias e Ae Bsãoope 

radores quaisquer. O sistema de unidades utilizado e.  tal que t = 1. 

A. equação de movimento para a Função de Green 8.1 e. 	ex 

pressa por: 

- B.1 - 



-B.2- 

.4_. G
AB (t) 	ô(t) ‹[A,B)> + « i -d-- A(t); B » . 

dt 	 dt 

Definindo a transformada de Fourier: 

GAB (E) =« A; B » E  = 	Gm3(t) et dt 

e substituindo-a na Equação B.5, obtemos: 

E«A;B»E  = <EA,15]> 	«LA;B» E  , 

onde utilizamos a identidade 

(B.5)  

(B.6)  

(B.7)  

.dA AH - HA 
dt 

e definimos: 

= xH 	Hx • 	 (B,8) 

De modo anãlogo, a equação de movimento pertinente ã: função de 	Green 
que aparece no lado direito da Equação B,5"e-  expressa por: 

E«LA;B»E  = .•:[LA;B]> 	«12A;B»E  , 

e assim sucessivamente. De uma maneira geral: 

E«LnA;B»E  = <CLnA,Bi>  

Substituindo estes resultados na Equação B,7, obtemos: 

E«A;B» E  = <ETA ,B)›. 

(B,9) 

onde 

  

 

1 

	

TA 	A •= 

	

. 	 1 -LLE 	2=0 	E 
A . 	 (B,10b) 
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B.i - aLCULO DE MEDIAS 

As mgdias <BA> podem ser expressas em termos das funções 

«A;8»E3  através do seguinte procedimento. Inicialmente, devemos ob 
servar que: 

2 

T
A -

- 	A = (1 -.E. -I-- ) A 
1-L/E 	 E 	E 

(8.11) 

rít 	fn) 	 n-t 
Lti-(..1)R {11 	H 

	

A — 	• 
E 	E 

(8.12) 

Fazendo uso do conjunto de autofunções de H para o dlculo da 	média 

termodinSmica que aparece na Equação (R.10a), obtemos: 

1  E «A;B» E  = 	ev<vi(TA8±BTA)iv> — E 
Q v 

. 1 z  (e-OEv 	e-0E1-1 ).<4131p><piTA [v> . 	 (B.13).  
Q vp 

Por outro lado, atramgs das Expressões 8.11 e B.12, segue-se que: 

<pITA [v> - 	E  	<p[Aiv> . 	 (B.14) 
E-(Ev -Ew ) 

Substituindo este resultado na Equação B,13, obtemos: 

e -13Ev (lie 	v 	) • <v[13111><p(Alv> ; 
E-(E -E ) v 

(8.15) 

consequentemente: 
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or 	0(E -E ) 1 1 Tm  flim «A;B»141s) — y e -N1+e 	"  
- 	 J 	Pv 

<v1B[u><11[A[v> • 	 (B.16) 

Dividindo a Equação B,16 pelo fator: 

0E 1 4- e 

eintegrando-anavariãvel E, obtemos finalmente: 

c° 	lim 	 dE <BA> =J 	1 Im Lo   

- 

n 	• <<A;B'Eisj Wr • (B.17) 

Atrave's da Expressão B.15 pode ser facilmente observado 
que: 

=«81»E is 
. 	 . 

E -els 	 -ls (B.18) 



APÊNDICE C 

CÁLCULOS DIVERSOS  

C.1 - NORMALIZAÇOES  

'As funções de Bloch a serem utilizadas nos cílculos 	sa 

tisfazem as seguintes condiçães de normalização 

U;() 11-k,() d = 6ÈÈ.  
v 	V' 

d =rs ke  
52 

onde: 

111 (7, ) 	 U1 (7.) 
rr2 

v o volume de uma cela unitíria e 9,0 volume total do cristal. 

(C .3) 

A função de Kohn-Luttinger correspondente ao estado fun. 

damental é definida por: 

(DM = C X FM ipt 	 (C,4) 
oB 

onde 

= 

[31 1/2 e_a_ , 
F(7.) 	51--_ 	r  (C.5) 

1-C são os vetores correspondentes aos mit-limos da banda de condução do 
0(3 	. 
semicondutor na primeira zona de Brillonin e C é uma constante de nor 

malização, a qual é" determinada pela condição: 

-C. 1- 
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W) I 2  dit 	. 	 (c.6) 

A determinação de C envolve as seguintes aproximações. Introduzindo a 

Equação (C.4) na Equação C.6, obtemos: 

e-2ar e i(r(-00 -1)('00 ,):È  

13' 	ir 	
tf* 	u 

	

k 	dr = 1 . 	(c . 7) 

00 Iço 

0 produto da parte periõdica das funções de Bloch apresenta a periodi 

cidade da rede e, desta forma, pode ser expandido numa série de 

Fourier, "construfda" a partir do conjunto de vetores da rede recTpro 

ca { -1*( 

U;(it) Ut,0") . CCÈ,t'4 e i" 

it 
c(t,ts, 	) 	11: w›. 

e 
 -1  f4.  

v 	k k' 	
dr • 

(C.8a) 

(C.8b) 

Atraves das Equações C.I e C,8b, pode ser facilmente verificado que: 

) = 'ai • 
	

(C.9) 

Introduzindo a Equação C.8a na Equação C,7 e efetuando a 	integral, 

segue-se que: 

/ 	c(3 [ C l 2  C( 	,1)<.  ) 	167Ta  
0

- 1. 	(C.10) 

Na Equação C.10, os termos para os quais: 

(C.11) 
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têm . maior importincia. Evidentemente, a Equação C.II g satisfeita 	na 

forma de igualdade por' 

It . o , 

.0 =.0. • 

No entanto, tanto para o Si quanto para o Ge, existem outros termos pa 

ra os quais a condição C.11 g satisfeita na forma aproximada, cuja im 

portãncia depende dos correspondentes coeficientes da Série C.8a. 	Es 

tes termos não serão considerados ao longo deste trabalho. Desta 	for 
ma, considerando somente os termos que satisfazem a Equação C.12a, se 
gue-se que: 

(C.12c) 

onde v g o nUmero de minimos. 

Atrave's das equações acima, podemos observar que as fun 

ções: 

C F(r)- ) 	(-È) - 00 
(C.13a) 

apresentam as seguintes características 

1/ 
C . n " (C.13b) 

1  Observe que devido Condição de Normalização C,9, a Equação C.12b 
é redundante. 
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,(rt)a:  = 00 I 	, (C.13c) 

as quais são válidas no mesmo nivel de aproximação em que é válida 	a 
Igualdade C.12c. 

Quanto ãs funções: 

(C.14) 
ir<" xpocit) . C e ' 	( )  

oo 

a constante de normalização é determinada pela condição: 

[v, 4(-1")1 2 	di = 1 . ok (C.15) 

Substituindo a Equação C.14 na Equação C.15, obtemos: 

[C1 2  í 	[111 	(-))[2 	J [2 	. 	, 
) 2 	00 

onde N' g o número de s -itios na rede do cristal. Desta forma, como no 
caso das funções de Bloch: 

1 /2 
c = 	. 

çg ) 

A condição de ortogonalidade para estas funçOes e expressa per: 

twit) 00 .,(7) cfit 	ei(t i -t).7 * 

- • 	2 )11 	 koe K 	r 

(C.16) 

t 	4 — ycc koo , 00 .,t n ) fe 	2. 	dr , 

= 6t 	t,i;' 	c(to0,0B.,TÇ) 

	

00 ,  00 	t,0  

(C.17) Sts ,t4t  . 
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Como t e t' estSo situados na primeira zona de Brillouin, segue-se 
que 

(i'—t) at  tt  

para qualquer vetor t p,  da rede reciproca. Des.ta forma, o conjunto 

das Funções C.14 é ortonormal. 

C.2 - MATRIZ DE TRANSFERÊNCIA 

Os elementos da matriz de transferência para as Fun 
ções C.13 e'para o potencial blindado sSo definidos por: 

onde 

t.00' 	= . 
13 

Veff() r = 

(11:-L) 0 Veff (-.) ep ) dít (C.18) 

(C.19) 
K r 	• 

Desta forma, fazendo uso das Equações C.13a, C.13b, segue-se que: 

t s = 	r) 	) 0-400 , :à i j 
ii 	 Tr 	2, 	 00 oB' 	t - 

e-(Xl"cO r  ei(r(P00'...o0 	e-a1r- 
	  dr (C.20)  

onde 

= 	— Ai . 
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Coerentemente com as aproximações adotadas na obtenção da constante de 
normalização edacondição de ortogonalidade para as FunçUs C.13a, consi 

deraremos somente o termo de maior importância na Equação C.20, isto 

é, o termo para o qual: 

= o . 

Nestas condições: 

os' 	os'ii = t i3 	 u80 , 

onde 

(C.2 1) 

t.. = 	= 
rt:ln 	 ( 2u 

J'Je 
	e-c°-413l 

dr (-dco 
1J 	 C

e.

)2) 
-10 

Efetuando a transformação: 

u = =I/ r 2 -t-R 2 -2rRcose ij- 

onde R . 	a integral em cose, na Equação C,22, assume a forma: 

u e -aU du 
rR 

Ir-RI 

a qual j facilmente integrâvel. A integral resultante em r, também não 

apresenta maiores dificuldades. O resultado final se-  expresso por: 

2a 1-e-21  -aR t(R) = - yr, 4 	[1 
X(2à+X) 	X(2a+À) 	R • 

(C,23) 

A transformada de Fourier do Elemento C,21 e .  definida por: 



e 

too'(il) = v(1-I00 ) 6 00 , (C,27a) 

(C.27b) 
,32nV a' 

v(1) - 	o  

(a241 1_2 ) 3  

-C.7- 

tl3r31 (i) =t"'(tt) 	dA . 

Através das Equações C.21 e C.23 1  obtemos 

O B' t 	( k) 	v(tc-t00 ) s oo , , 

(C .24) 

(C,25a) 

onde 

-32W a 3  
v("È) - 	

1  

(aa -dt[z  ) 2  (a4-X) 2 :tit[ 2  
(C.25b) 

V= eaa/K . 

Os resultados correspondentes ao potencial de Coulomb: 

podem ser obtidos a partir das expressões acima. Efetuando 	o limite 
), 4- O nas Equações C.22, C.25a e C.25b, obtemos: 

00 . o0. 13 „ 

	

t.. 	e 	 (C.26a) 

	

lj 	 ,ij  Q 00 . 	, 

-aIA..1 
t..= -Vo  (1-i-a[A . ..[) e 	13- 	 (C.26b) 

	

ij 	lj 
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Pode ser facilmente verificado, que os 	correspondentes 

resultados para as funções de Kohn-Luttinger . C.4 são .expressos por: 

T(l) . 1 
v 13 	, 

T(i)1 y v(t-t ) . 
v 0 	00  

(C. 28a) 

(C.28b) 

C -3 - MATRIZ DE HIBRIDIZAÇÃO 

Os elementos da matriz de hibridização relativos ás fun 
ções C.13a e C.14 e ao potencial blindado são definidos por: 

* 
- J o  O - 0-") 	Veff ( .-À.) l  ' ,1) 	.(i- ) dr ki  i= 1  

(C.29) 

A expressão acima depende da posição particular dos sítios de 	impure 

za. Desta forma, nos modelos com hibridização, o cálculo da função de 

Green. diagonal média relativa aos estados de impureza, envolve mé 
dias condicionais do tipo (vide seções 2,7 e 4.2) 

<t. G o o  t o o  G 	" o o 	. Go  
-12,1 xax.1 xix.2 x2x2 	 1 2 1412 4 220.2 2' 	2 

V V V 	 V 

onde' 

as quais não temos condições de avaliar. Nestas condições, 	adotare 

mos para estas médias, uma aproximação compativel com as aproximações 
envolvidas na versão do método MT apresentado na Seção 2.7, qual seja: 

1  Por uma questão de conveniincia de notação,foi suprimida a 	dépen 
ciência das equações sobre os diferentes minimos 



	

titi • 	.Gtv
t
v 

t
vi

> 	 <t> 
vi 	v 

<t. G  

<G 	>, 	 < 
tlti v

° 	Gt t i,t i ...t 
v v 	v 

Assim, na mesma linha de aproximações consideraremos que: 

>. 	t. 	y 	  
.12...12. E-Er(- 

Através da Equação C.29 pode ser observado que: 

<Vg s > i  = j nt(i") Veff() 00 $ 1 (7) 

1 nt(i” 	X .  Veff (i--À.)>. 	,(11 	 (C.30) 
J 1 0 

Por outro lado, utilizando a definição de media introduzida na 	Seção 

2.7.1, segue-se que: 

4nn 
. 

nj R x 2  

Desta forma, por uma questão de coerência com a hipftese de ortogonali 

dade do conjunto de funções-base, utilizada no desenvolvimento formal 

dos modelo de hibridização apresentados no Capitulo 4, desconsiderare 

mos a contribuição do Ultimo termo na Expressão C.30. Nestas condi 

çiíes, fazendo uso das Equações C.13a, C.14, C.19 e C.8a, obtemos: 

Bo 
V 	• 

f -e2 1 -- 
r 	 ) 

`• 	00' 	00 	st tJlT J  

-it.A. 
4n e 1  

(x+a)2.4.12,..114(.00;1 



onde t se situa na vizinhança de t 	O termo de maior importincia na or 
expressão acima 	o correspondente a t -  =O. Desprezando as demais con 
tribuiçiies, segue-se que: 

00' -1  --- e = Vki 	 r(k-k00 ) 00' 1/7-2 

onde: 

V2 	42 
r(t) o na 3 	(X-ra) 2 4-k 2  

(C.31)  

(C.32) 

Pode ser facilmente verificado que o correspondente ter 
mo para as Funçaes de Kohn-Luttinger C.4 .  é- expresso por: 

o 	(1 112 	oo' L 	. kl 	v 	$1 
.kl 

C.4 - MATRIZ DE TRANSFERÊNCIA EFETIVA  

Os elementos da matriz de transferência efetiva, 
ciados it Funçaes C,13a, são definidos por: 

V"*V" 
g i  
' 1 ' 	1' 	E-E (i) k 	0 

(C.33) 

asso 

(C.34) 

onde: 

	

E
o
ck) = Etk0  ) + 2f-- 	1 2  

3 	-2md  

Através da Equação C.31, obtemos: 

V43.fr V" 	it.(N-À,5) 
t3  _iye   [r(t-t00a • 

E-E0 (P 	E-E8 (t) 

(C.35) 

(C.36) 



t í3 (t) = v(ts-.t 0 ) 
" 	E-E (t) 

[r(t.v1 2  
e 

• De acordo com a discussão da Seção 4.2, a somatEria, na expressão aci 

ma, deve ser efetuada sobre os valores de t contidos numa região esfE 

rica, de raio aproximadamente igual a a, centrada no vetor t oo . Nestas 

condições, a transformada de Fourier de C.36 é expressa por: 

11 1 	)1 20 
(t' -11 .À 1r(t-it

"
)12 

0(a-lt- 	I) 	  [r( 
t, 	E -E0W) 	00 	E-E

0
(t) 	 Ito0 

(C.37) 

Assim, através das Equações C.37, C.34 e C.25a, obtemos a seguinte ex 

pressão para a transformada de Fourier de ij 

(C.38) 

Pode ser facilmente verificado que os correspondentes're 

sultados para as Funções de Kohn-Láttinger C.4, são expressos por: 

t 	—o = 	y t.. , 	 (C.39a) 
lj 

V' 0 

T(i) . 	y i 8 (t). 	 (C,39b) 
v $ .  

C.5 - ENERGIA DE REPULSA° INTRA-ATÔMICA 

A energia. de repulsão intra-atômica relativa ãs Funções 

de Kohn-Luttinger C•4 é.  definida por: 

u 	 v(it1_it2) 4, 1 (7-2) 	dít, ca-t2 , 

onde v representa o potencial de repulsão eletrônica. Fazendo uso das 

Equações C.4, C,5 e C,I2c e levando em consideração o discutido na Se 

ção 4,2, a expressão acima assume a seguinte forma: 



= 	-17 [511)1/2 	

e 

K 	V 	1T 
81 02 03 84 

- C.12 - 

e
-i(14(-o01 .4-o04 ) ^ (- 1 )  e-241t2- il e -i°1002 -1-t003 ) * (2- i )  

e  • ti: 	(71) U; 	( -È2) Ut 	(i)-̂ 2) 11  
002 	003 	-È0E3 U:

1 ) dit i  dít. 2  . 
001 	 4. 

Considerando somente as maiores contribuições, isto é, as que satisfa 

zem: 

= 
001 	004 ' 

X
O 2 

= X- 
003 

e, como nos cãlculos anteriores, retendo somente o termo 	principal 

do . produto das funções de Bloch, obtemos: -  

ue
_21..A., 	_2. 1  ["1 	f 	- 	e 	- K 	ir 

-x
-*  
1r1-r2 

e  dít 2  . 
Urt. 1 --È2 1 

Fazendo uso de uma transformação semelhante à .  indicada no cálculo dos 

elementos da matriz de transferência (Seção C.2), obtemos: 

u  íe 2 a1 

1  K 

4 r 	6„..„c, 1 

8 ] 
(MO) 

4-(X/a) 2  
3 

L (2-g/a) 
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C.6 - MATRIZ DE TRANSFERÊNCIA ENTRE ESTADOS DE BLOCH  

Nocontexto do formalismo apresentado no Capitulo 5, 	os 

elementos da matriz de transferência são definidos por: 

Vric . 

	

4, * 	Veff i ) 	oCit) d.  

	

Y 	j=1 

onde 

eff 4- V 	(r) - 
K 	r 

Atravõs das Equações C..8a e C.I4, segue-se que: 

i(11"-titt
)-È 

C(1 	
e 	

I 
.0y ,t0 ,) 	f e 	 , 

Pj  

	

N 	i (t H -t+t 
1  =21 	) 	e 	 4m.  

K er st 	Oy Oa t j=1 	 t"-ti- 1 2  tz  
(C.42) 

onde t e tu estão situados na vizinhança dos minimos a e y, respectiva 
mente, Na expressão acima, os termos de maior importãncia 	satisfazem 
a condição: 

[ 

	

(C.43) 

Para k e k" próximos a um mesmo mTnimo, a inequação acima e-  satisfei 
ta somente se 
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No entanto, para t" e t prõximos a diferentes minimos, dependendo dos 
valores de It -t I, poderão existir diversos vetores da rede 	reci Oy Oa 
proca que satisfazem a Condição C.43. No caso do Si e do Ge, em 	que 
as diferenças Oa-tOy I para minimos opostos , são da ordem do 	menor 
vetor da rede reci-proca, estes termos podem, eventualmente, apresentar 
contribuições ponderáveis ao elemento de Matriz C.42. A importância 
destes termos sobre as propriedades do sistema deve aumentar com a di 

minuição de À, pois o elemento de matriz C.42 é -  inversamente propor 
cional a este parâmetro. No cálculos apresentados no Capitulo 5, 	nos. 
limitaremos a investigar a situação em que, por hipõtese, estas 	tran 
siçá-es intermTninios podem ser desprezadas. Nestas condições, 	devido 
ao resultado C.9, a Equação C.42 assume a seguinte forma: 

Vnt  = V(1-t") g.W0 - 8 kk"  
(C.44a) 

onde 

v(t-t") =(-e2 1 . 	4'  
K 	

x24..t,112 

gi(t"...t) = t 
ei(ku-t).À. 

(C,44b) 

(C.44c) 



APENDICE D 

CALOR ESPECIFICO ELETRÔNICO E SUSCEPTIBILIDADE DE  
"SPIN"- MODELO DE HUBBARD  

Neste apgndice, apresentamos a dedução das expressões pa 
ra o calor esPecifico eletrônico a baixas temperaturas e a 	suscepti 
bilidade de"spin fl a T.OK, correspondentes a cada uma das 	aproximações 
discutidas na Seção 3.4. 

D.I - CALOR ESPECIFICO ELETRÔNICO A BAIXAS TEMPERATURAS  

No modelo de Hubbard, a energia total do sistema eletr& 
nico g expressa por: 

U 
<H> = 	t., ‹a. a, > 	y ‹n• n. > . 

lj 	la ja 	2 	la 1-0 
ija 	 ia 

(D..1) 

Consideraremos que o sistema g paramagngtico e apresenta a mesma OCU 

paço mgdia para cada sitio, ou Seja: 

<n. >= <n-0> , 
1-a 

> = <11.0.› = 1/2 . 
a 

Para o cãlculo da probabilidade de que um sitio esteja duplamente ocu 

pado, utilizaremos o seguinte artificio. Observando que: 

La. 	= 	a 	t U a. n. la 	it ta 	la 1-0 ' 

segue-se que: 

<e. Laj a = >= <a- a >. 	U 	 > • ia 	la 	i 	ia ta 	la 1-a 

- D.1 - 
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Por outro lado, utilizando as definições do Apêndice B, podemos expres 

sar a mêdia no lado esquerdo da equação acima, atravEs da seguinte 

expressão: 

-0E •  <a ia La ia > 	
1 y e 	• <v 1a 	tp><pla.ia 	te 
Q Pv 

1 1 e-BE" EV-Ed<v  Q pv 

-0E 	0(E -E ) 
Ef(E) 1 1 e 	v  (1+e 	v 	) 

Q Pv 

<v[a. 	iv>s(E-(E -E )) dE , 
la 	la 	v p 

= 	Ef(E) (- 	Im G.. ) dE . n 	liu 

Da mesma forma: 

a > =f(E) (- 1  Im G . ) dE . 

	

la ta 	 na 
ir 

Substituindo estes resultados na Equação D.1, obtemos; 

	

1 	c° 
<H> . 2- f f(E) y t„ (_ 1 Im 	) dE 

ij o. 

	

2 	 Lu 	 j 1  ir 

t 
Ef(E) 

2 	-lb 	Ir 

m 	dE . 
•lics 

(D.2) 

As funçaes de Green de muitas partTcula's, definidas no Apêndice B, se 
referem ao hamiltoniano generalizado: 

H = H' 	PN . 	 (D.3) 



Nestas condições, pode ser facilmente verificado que as funções 	de 

Green utilizadas no formalismo da Seção 3.4 dependem, 	efetivamente, 

de E 4- p. Por outro lado, as funções de Fermi-Dirac,que estamos 	uti" 

lizando nas médias termodinãmicas, são definidas por: 

f(E) = 
14-e' 

como pode ser verificado no Apêndice B.-Desta forma, efetuando a trans 

formação 

E = E 

nas integrais que aparecem na expressão D.2_ e isolando o termo i=j na 

primeira. somatOH.a desta mesma expressão, obtemos: 

<H> . -p<N> 	11 r°  f(E) 	t.. 	_ Im G..) dE  
2 	

. -
ir 

! í Ef(E) 	 IM G.4 ) dE , 
2 	 ia 	7i 	lia 

(0.4) 

onde as funções de Fermi-Dirac são, agora, definidas pela forma usual 

f(E)- 

e <N> j o nUmero total de eljtrons no sistema. 

Comparando as Equações 0.3 e DA, obtemos que: 

) 	
f(E) X 	ti .;  (—I 	 dE 

2 	i=j 	n 	
Sia 

-m 
O 
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1  • 4- 
2 

r 
Ef(E) X 	(- 

ia 
1 
ir 

Im G iia ) dE (D.5) 

Através das Equações 3.71, 3.83a, 3.83b, 3.86a e 3.86b, pode ser facil 
mente verificado que, para as aproximações b, c e d.discutidas na 
Seção 3.4, valem respectivamente, as seguintes identidades 

E(E-U) 	(_ 	Im Gila)  , 	 (D.6a) 
E-U/2 ia 	w 

1 t i4 (- —Imu jia ) =x (E-U) X (- — mm G iia ) 	E  
i#j d 	n 	d 	 ia 	ir 	 ia 	ir (D.6b) a 

2(E-U) I (- 	Im ei.ja ) -b 2E X '(- 	Ç).
ia 	n 	 ia 	ir 

(D.6c) 

Para uma. função que apresenta um comportamento regular em torno de 
EF' pode ser demonstrado que (Ashcroft, 1976) 

J ' 	 1.1 	 2 

k(E) f(E) dE = 	k(E)dE 	(k T) 2 	[ 	O (-21 
6 	dE p (D.7) 

O numero de elétrons no sistema -e fixo, de maneira que: 

f
Er  

I  D(E) dE = 133  f(E) D(E) dE, 	 (D.8) 
amop 	 ••■■20 

onde definimos: 

D(E) = 	(-Im 
ta 	n 

Aplicando a Expansão D.7 ã .  integral que aparece no lado direito 	da 
igualdade acima e retendo termos ate-  da ordem de T 2 , obtemos: 
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2 
f(E) D(E) dE a f D(E) 	dE 	2L-.(k,T) 2 	D(p) 	. (D.9) 

6 
...CO 

As Equações D.8 e D.9 implicam que p difere de E F  por termos de ordem 

T2 . Desta, forma, a aproximação: 

ri  D(E) dE 	E ', D(E) dE 	(p-EF ) D(EF ) 	 (D.10) 

g correta atg termos da ordem de T 2 . Substituindo este resultado 	na 

Equação D.9, obtemos: 

f(E) D(E) E EF  D(E) dE 	(p-EF)D(EF) 	
2 
 (k T)

2 
 D I (EF ) 

6 

que, levando em consideração a Identidade D,á, implica ia 	seguinte 

equação para o potencial quimico: 

2 	• Di(Er ) 
p 	EF 	(k0T) 2 	. 

6 	D (E) 

Introduzindo estes resultados na Equação D.7, obtemos a seguinte expan 
são: 

J ' 	
E, 

k(E)f(E) dE 	f I  k(E) dE 	(k T) a  ki(E ) 
6 	0 	F 	

D'(EF ) 

k(E  F)1.  D (EF )  

(D.1I). 

Substituindo as Expressões D.6a, D,611 e D.6c na Equação D,5, e fazen 

do uso da Aproximação D.11, obtemos as seguintes expressões para o ca 

lor especrfico eletrõnico a baixas temperaturas: 

Hubbard-I: 

í ,  2 Tr 2 . . 	:EF (EF-U)-ãU 2 /8 

3 	(EF-U12)2 	D(E  ) T  • 
(D.I2a) 
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Kishore-I: 

  

,2 2  
C V = 	kB 	 D 	

D'(EF 	)."(EF ) 	D F)))T . 3 	 2 	 D (EF ) 
(D.12b) 

Kishore-II: 
2 

2 k  
-   D+(EF)) C 	( 
	

D(E) - U(D-1"(EF ) V - 3 	2 	 D (EF ) 

  

 

(D.12c) 

  

onde 

D+(E) = 	( 
Ir 

m G+. ) 

0.2 - SUSCEPTIBILIDADE DE"SPIN"A T=OK  

A susceptibilidade deuspinu por unidade de volume é 	defi 

nida por: 

 

x = PB um 	, 
h+0 h . 

(D.13)  

onde: 

M = n 	(<11 1,> - (D.14) 

é a magnetização por unidade de volume, produzida pelo campo 	magnéti 
co h. O Hamiltoniano de Hubbard para um sistema sujeito a um campo mag 
nético h é expresso por: 

H = y 	at a 	n. n. lj 	B lj a j a  a ja 	. 	ia i -o • 2 10 ija 

Desta forma, um dos efeitos da aplicação do campo serã um deslocamento 

rigido, de magnitude apBh, do espectro de excitações elementares 	para 
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cadamspinn. No que se segue, faremos uso das seguintes definições: 

p±a(E±) 

p2a(E-(1) -.'- 

p(E) 

densidade de estados por elgtrons poruspin% relativa ao 

sistema com campo magnético aplicado l . 

densidade de estados por elgtron por fi spin%relativa 	ao 

sistema sem campo. 

densidade de estados por elgtron poraspinn,relativa 	ao 

sistema sem correlação e sem campo aplicado. 

44-am  < na  > 

onde: 

m = y a<n > . 

a) Hubbard-1 

Com á aplicação do campo, a Equação 3.71 assume a forma: 

(E+Cip h)(E.i-op Bh-U) 

GolA Bh-U(1711 

G.. 	j i d. 21- y i  t 	G . 	 (D,16) t tja 

Comparando a Equação acima com a Equação 3471, podemos observar que os 
espectros com e sem campo se relacionam atravgs da expressão: 

 

.(E:toil 8h)(Eap8h4) 	Eo(Eo_u ) 
(D.17) 

E-1. PBna -U [141 ---- E°-U/2 
2 

   

2 

1  Como na Seçjo 3.4, os si•ánbolos "..." e "d." se referem a primeira e 'se 
gunda sub-banda, respectivamente. 
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Desta forma: 

2 
"ir ZU 

2 
	auBh 

E 	+ 

2 

(Z-U2 ZU_ 	ZUam 	1 
	  A  "Bh  

t. 2 J. 	2 	AZ-U12.4 
2 

(D.18) 

portanto' 

E+  g e+ 	A(E+ )am - cip Bh , 	 (D.19a) 

E+  Z+U 

 

2 

 

  

onde 

A(E) - 1 	ZU  - 	
4í

Z-U12-ZU 

2 J. 	2 

(8.19b) 

,E" 
(E -U) 

Z 	'  
E -U/2  

(D.19c) 

Dbservando que 

P ±o (E .,..(Z)) = P °a(E° (Z)) + 

obtemos: 

) = 
	(E .,±A(E .„)arn 	apBh). 

1 
Através da Equação D.17, podemos observar que E2 E 	 e E., diferem por ter 
mos da ordem de m e h. Desta forma, A(E4.)cím 5 A7E2)am. 
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De acordo com estes resultados, segue-se que: 

<no> = 1+am 
2 	

j E
F 

+ 	
EF 
 p-a(E .. ) dE_ , 

E
F 	

EF 

1 
- 	p°  (E +A(E )+ap +a 	+ 	+ 	) dEl. 	+j 	p°a(EA(E)om+cpBh)dE_, 

EFBh  
dpa 

(p a  (E )+ 	'a  A(E.)am) dE + 
dE + 

/ EF+apBh 

(r °  (E ) 	-a  A(E )am) dE 
-a 	dE 

dp a- 

E, 	 Er  j v -o-- • 	•• pZp  E dE + 	p_p (E)dE 	olaBh(p_0 (EF )+port.p (E F )) + 

EF  
p o (E)  dA dE 	j 	(E)  dA dE  

-a 	dE 	 P-L-a 	dE 
co 

+ p:p (EF )A(E ) - o 00 (EF )A(E F )1 am • 

Pode ser facilmente verificado que as energias de Fermi do sistema com 

e sem campo diferem por termos de ordem 2 em m e h. Desta forma, em pri 

meira ordem: 

Er 	 E 
1 	f 	c' (E) dE 	f F 

o (E) dE p 	 * 	p  
2 	+a 

co 

(D.20) 

..00 

■.4:0 



Consequentemente: 

p:o (E F ) 	p:o (E F ) 

h  
2 

EF o 	)1 A(E ) p - (E) --- dE 
+a 	dE 	-a F +0 F 	F 

uma vez que 140  independe denspinn.Substituindo este resultado na Equa 

cio D.13, obtemos: 

2 
X = 

 

g  g-t(EF ) 	p°  (EF  ) -a 	-a  (D.21) 

  

21. P_(!...(E) 	dE 	p°o (EF ) 	I A(EF ) 
dE 

 

b) Kishore-I 

Comwaplicação do campo, as Equaciies 3,83 passam a 	ser 

expressas por: 

4- 
(E4-apn

R
h-U) G-tio  = < n -a > (5 ;4  + y tio  Gtio  , 
 t  

(E4-alsh) Gíja <t-n-a>d.i.j 4 	y t in  Ç3 . 

Nestas condicaes, segue - se' que: 

P+0 (E) - 1 11  p o  (Ealsh-U) = (1-0m) P`)ta (E-E-ali Bh) 

p_0 (E) =fI'T!1p  (E2torp Bh) = (lam) p20 (E-kap 8h) . 
2 	° 

De acordo com estes resultados: 

r  
1+am 	f EF (I-am) pg (E -.-KFpBh) dE 	f 

E 
I  (1+am) <na> . 

2 	 +a 	 -02 

po (E4-ap h) dE 
-a 	8  



= (1-am 

2 

f EF+Oush p _ 
° (E) dE +a 

(p(EF  

(1' 	1) 

- aM ( 

EF  -to bpli p_0 (E) 

E 
F  p(E) dE - 

dE 	, 

dE 

e, portanto: 

ti B (p:a (E F ) 	p2a (E F)) 

EF  h 	1 - E 
p(E) dE -I

o  
p (E) dE' 

■ CO 

Substituindo este resultado na Equação D,13, obtemos: 

2
O 	• 

(P:a (EF) 	P .,a (EF)) 
(D.22)  = 	ni.13  x 

E F potia(E) dE - 
E, 

 p ° 	(E) dE 

-CO 

ou, numa forma mais simples: 

e 	p:a(EF) 	p°a (E ) 
= 	1111 (D.23) 

B 

2 
E F 	o p(E) dE 

c) Kishore-II 

Com a. aplicação do campo, as Equações 3.87 assumem a 	se 
guinte forma: 

E-t-ap Bh-U 
	 G.. . 	2 t. 

[. I Luz } 	"a13  
tja ' 
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Ei-ap Elh 
G7, 	 X t. G- . 	. 

í 1-4-aml 	1Ja 	ti it tja 

(. 2 J 

Nestas condições: 

E+ap Bh-1.1 
P +(E) =4 	 ) l- farrq 

t 2 J 

p
-a

(E) =p 

+arril  

( 2 

e, portanto: 

E 	E+op h-U 
‹ru> - 1+" - f F pl 	B  	dE 

a 	2 	 o p_m 
/' 

- t 2J 

E F 	( E+ d1-101 
dE 

Er  
1 p

o
(2(E -U)+2alsh+2(E -Oam) 

E, 
1 p0 (2E±211,:sh -2Eam) dE . 

Efetuando, respectivamente, as seguintes transformações nas 	integrais 
acima: 

E'.E:talsh -t(E -U)am 

U=E-topBh-Eom 
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obtemos: 

1+am 	f 
E
F
+ap Bh+(EF-U)om 

	

'dE 	• 
po(2(E1-0 	

l 

2 	) 	 1+am 

EF+op Bh-EFam o  
p (2E') dEl  

1-ath 

g Xl-aM) 	EF 9  +0 (E') dE' 	(ap8h+ 	p °  (E 	+ +a F 

+ (1+am) 	
EF p °  (E') dE' 	(apBh-EFam) p °_ 0 (Ed 

«CO 

consequentemente: 

pia (P:a (EF 	P°a(EF )) 

h 	E  1 	 Er Fla p (u) du_ f r o o 
-a (E l )dE l +E p ° -U)p °  (E )] 

2 

Substituindo este resultado na Equação D.13, obtemos: 

2 	 p °  (EF  )  
+a 	-a F  x = np B  

2.1
E Fp o (E)dE+E

F 
 p° (EF(F  -U)p °  (EF  ) - +a -a +a  

•••40 

(D.24) 





APÊNDICE E  

DESCRIÇÃO DOS CÁLCULOS - MODELOS COM HIBRIDIZAÇÃO  

Neste apêndice apresentaremos, de forma resumida, os. cl  

culos desenvolvidos para cada um dos modelos discutidos no Capitulo 4. 

Antes, porêm, de discutir 	cada modelo em separado, de 

senvolveremos uma breve anãlise qualitativa sobre algumas 	caracteris 

ticas comuns aos três modelos em questão. 

A quantidade bãsica a ser obtida na solução de cada 	um 

dos modelos em questão j a função de Green diagonal relativa aos 	esta 

dos de impureza. Nos três casos,.esta função obedece a uma equação que 

apresenta a seguinte forma geral: 

(E-To-r(E)) g.. = 14 y 	(E) 	• , 9£1 

onde: 

g iz 	r 1 ( E) , 

r1(E) 	y  ki kt  

t E-Et 

(E.2a) 

(E.2b) 

Conforme o modelo considerado, as quantias Vt t , q 	To  apresentam di 

ferentesexpressõeseaquantiag.difere da função de Green associada it 
aos estados de impureza por um certo fator multiplicativo. Para 	cada 

um dos casos, conhecemos as soluções complexas (e reais) de*: 

(Z—T0 )g7i = 1  "f- 	qte gLi g 
txi 

(E .3) 

Vide Capitulo 3. 

 

- 
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as quais apresentam a forma geral ilustrada na Figura E.1. 

'Fig: E.1 - Parte imaginãria das soluções de E.3 em 
função do parãmetro Z. 

Comparando as Equações E.1 e E.3, podemos observar 	que, 

se desprezarmos a contribuição r it (E) aos elementos da matriz de trans 

ferência da primeira equação, as soluções das mesmas se relacionam atra 

vés das transformações: 

E - r(E) 	 (E.4) 

(E.5) 

A Figura E.2 ilustra, em particular, a relação entre as regiões 	em 

que g(E) e g i (Z) apresentam soluções complexas, de acordo com esta 
aproximação. 

O esquema apresentado na Figura E.2 se aplica ã 	situa 

ção em que o conjunto de energias {E ld é-  discreto. No caso em que 	os 

elementos deste conjunto se distribuem continuamente numa certa 	re 

gião, a interpretação acima sofre alterações. Nesta situação, na região 

de energias em que r(E) apresenta parte imaginãria, E>E1 na Figura E.2, 

as transformações E.4 e E.5 perdem sua validade. No entanto, na região 

em que r(E) "e" real, as referidas transformações permanecem vãlidas. 

Desta forma, a situação na região E<E 1  independe da natureza, contínua 
ou discreta, do conjunto de energias (Ek}. 
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Fig. E.2 - Relação entre as soluções dos modelos com e sem hibridi 
zação. 

- As curvas cheias representam os valores de r(E) e as 
retas tracejadas, os valores de E - Z1 e E - Z s 	em . 
função da energia E. As ass'intotas representam os va 
lores de E-k". Para facilitar a visualização das banda, 
estão também representados em outra escala os valores 
de -1/7r Im 7p e -1/IT Im -g. 

Utilizando esta anãlise como referéncia, calculamos a mé 

dia configuracional de gii  (E) através .  da aproximação MT. Nesta aproxi 

mação, a referida média obedece "ã^  seguinte equação: 

E - To  - r(E) _ 	
dk  

) (21T) 3  1 -t(;) 
(E. 6) 

onde: 

b-M = q(t) 	r(E, 14C), 
	

(E.7a) 
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q(r() =q(À) e 	dÀ , 	 (E.7b) 

r(E,t") = fr(E,Ã) e - ' 	clÃ . 	 (E.7c) 

Através de simples manipulação algébrica, a Equação E.6 pode ser 	colo 
cada na forma: 

 

dt 	õ(t) 	í dt 
(2 )3 	

q(k) , 
1-ngq(k) 	(270 

E-T-r(E)--1  
. 

 

	

jcit 	4040 	q(=0) - 

	

) (2w) 	W) 

ondefoi utilizado o fato de que 

r(E,U) = r(E). 

Assim: 

( dt 	4(t) 	q(À=0) ET()  4 I = j 	
4(t) 	

3 (E.8) 

o que elimina a necessidade de calcular r(E). 

As soluções complexas da Equação E.8 na região E<E 1  apre 
sentam, efetivamente, a forma apresentada na Figura E.2. Na região E>Ei 
estas soluções passam a depender criticamente do tratamento 	dispensa 
do ã integral presente na Equação E.8. Se esta integral :é. 	calculada 
numericamente, as soluções obtidas apresentam vírios picos, cuja 	dis 
posição depende do passo de integração, como ilustrado na Figura E.2. 
A altura destes picos, no entanto, decresce com o . aumento de E, possi 

velnientedevidcaostermosr.(E) que foram desprezados na anílise 	an 
tenor. Caso esta integral seja calculada analiticamente, 	acreditamos 
que a solução adquire a forma ilustrada na Figura E.3. 



E 
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Fig. E.3 - Parte imaginãria das soluções da Equação E.8, 
quando as energias Et estão continuamente 
distribuidas na região E>E 1 . 

A densidade de estados associada aos estados de condução 

é expressa, de uma maneira geral, por: 

D(E) =- 1  Im 	lim- 	
k2 	dk, 

ir 	i 0  S-41 -1-  E-Ek-E(E,t)-t-iS 

E(E,t) 	p u °4°  
32n-p -  (1( .0 

(E.9a) 

(E.9b) 

Na expressão acima, u(t) 6 uma função cuja expressão depende do modelo 

considerado. A Expressão E.9a somente é-  diferente de zero quando uma 

das seguintes condições -e--  satisfeita 

- E(E,t) apresenta parte imaginãria; 

- o denominador do integrando se anula para algum valor de k 	per 

tencente ao intervalo de integração. 

A "self-energy" E(E,t) apresenta parte imaginãria nas regiões de ener 

gia em que a função -Ii(E) é complexa, ou seja, nas regiões 	ilustradas 

na Figura E.3. Nestas regiões a integral E.9a 	facilmente calculãvel. 
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Nas regiões em que I(E,t) E real (I(E) real), os cãlculos foram reali 
zados admitindo um valor finito para S. 

E.1 - MODELOS 1 E 2  

Utilizando como unidades de energia e 	distãncia 

V0 =e 2a/K e ot-1 , respectivamente, a equação para a função de Green dia 

gonal mgdia relativa aos estados de impureza -6 expressa por: 

k2 [v(k)(E-E0-Emk 2 )+U(k)] 1 	16 le° 	  dk + 	4  	E.10) 
G 	o 	(32u-p.2 )-Pid-U(K) 	(2-0) 2  

onde 

32u 	1  
v(k) = 

(1+1( 2 ) 2 	1 À) 2 +k 2  

U(k) = 	16u  

/'((l+X) 2 +1( 2 
 

2 

E - 	
4 	-. 1 fal 

'-.(2+x) 2 	2 ta° 

Em 1-c-40 1 , 
2  md a 

= 32nu 
P  

a 3  

Os valores de m*, md  e a o  = 1/a 1  são dados pelas Equações 4.27, 4.33 

e 4.29, respectivamente. 



A Equação para a densidade de estados por impureza 	por 

"spin%por sua vez, j dada por: 

VoD(E) c  
1m 	["--G 	1  - k 2  dki , (E.11) 

são dadas por: 

n2 

onde: 

E(E,k) 

Tr 	2ff 

_ 	p --G-  U(k) 

E-E -E k 2 -E(E,k) o 	m 

para o modelo 2 

32w-p G v(k) 

As respectivas equações 

1 	16 fce k 2 [v(k)(E-E0  -E k 2 ):E-11(k)] m 	dk -E 	4  

-G- 	Tr 	 . . 
° (32.2--p-G-ILL--() )(E-E -E k2) 	U(k) 	

(2+x)2 
-pG- 

	

6 	o m 	6 

V,D(E) 	1 	_ 6 	k2 " 	 - 	I  Im G   dkl 
nn 	 2n2  o  E-E0-Emk2 -E,(E,k) 

E2(E,k) 	PIU(k)/6 
 

321T-p-G- v(k) 
6 

A energia de Fermi para ambos os modelos E 	determinada 
pela solução de 

2 f EF  D(E) - dE = 1 . 

E.2 - MODELO 3  

Para este modelo, as Equações relativas ãs funções 	de 

Green diagonaismjdias,,associadas ã-  primeira e segunda sub-banda 	de 

impurezas são, respectivamente, expressas por: 



k2 [V(k)(E-E0-Emk2 )-à(k)dk 
E - 1  = 16  r4 	 4  

(2-f-x) 2  o o m 6 

E  u  , 

n 	J 

r. k2 [V(k)(E 7E0-Emk2 )+U(k)] 
dk 4 

v(k) 	 4- 
(2+X)2 (327r-g+------)(E-E 0-Emk2 )_g0(6k)  o  

onde 

G+  . < n-a > g +  a 

G; = <I-n a ' >g- - 

As unidades de energia e distancia, bem cdmo a definição dos 	diversos 
térmos envolvidos nas equações acima,são as apresentas na Seção E.1. 

A densidade de estados por impureza por "spin"é-  expressa 
por: 

onde: 

an (E) 
Ç(E) = 	 = 	>O-(E) 	<n-a>o+(E), -a rtsz 

2  p(E) = 	j- um g 	 k  

2n2  o E-E -Em  k 2 -E(k) o 	. 

(E.12a) 

dkj 	(E.12b) 

E ( k) U(k)/6  
i _rit;v(k) 
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A ocupação total de um estado de impureza g expressa por: 

<nd> =  
a 

onde: 

(E.13a) 

( E, 

<.n >. ol-a>j EF  
a 	

- 	i m  g4* (E)dE 	 - 	Im g(E) dE . 
J.-. 	ir 

ir 	 (E.13b) 

Por outro lado, devido ã-  conservação do nUMero total de elétrons 	no 

sistema, temos que: 

j
Er  

d a (E) dE (E.14) 

Através das Equações (E.I2a), (E.13a), (E.I3b) e (E.14),obtemos a 	se 

guinte equação: 

E 
<nd> f F  p(E) dE 

Loo 

p(E) dE = I, 	 (E.15) 

onde: 

E 

	

F 	um g 	dE 

	

JF 
1 	, 

- Im(g - (E)-7-a5)dE 

cuja solução determina a energia de Fermi para o sistema. 

<nd> 





APÊNDICE F 

CALOR ESPECIFICO ELETRÔNICO E SUSCEPTIBILIDADE DE "SPIN"  
MODELOS COM HIBRIDIZICAO  

F.1 - CALOR ESPECIFICO ELETRÔNICO A BAIXA TEMPERATURAS  

Em todos os modelos com hibridização discutidos na Capi 

tulo 4, o hamiltoniano para o sistema assume a seguinte forma geral: 

É . y t.• bt b. 	+ 	n. n. 	+ 1 Et 	ako  + 
jia. 13 lcr Ja 	2 ia 	ia 1-a 	t  

* 
+ 	(V+. a,  b. 	+ Vt.b 	at ) 

ki ka 'a 	Kl ia KO 
.* 
1J0 

(F.1) 

onde t.., V÷. e U apresentam diferentes expressões de acordo com o mo 
ij 	ki 

delo considerado. Em particular, U = O para modelos 1 e 2. Por 	conve 

niência de notação, não explicitamos a dependéncia das equações sobre 

os estados de Bloch situados em torno dos diversos mínimos, devendo as 

somatõrias em t ser entendidas como somat5rias sobre estes estados. 

Fazendo uso das definições e resultados dos Apéndices B 

e D, segue-se que: 

L b. 	t. b 	U b. n. 	+1 V÷. a÷ +  
la 	lt ta 	la 1-a 	ki ka 

Lata  = Et ata  + Vt£  bus  

de modo que: 

<bt L b. > . 	t. <bt b > + U<n 	n
i

> + 	V. <bt a > 
1a 	la 	1£ 	1a t 	 ia 	-a a 	 1 	10 ko 

- F.1 - 

(F.2a) 

(F.2b) 



2 4.0, ir 
1 Ia 

4  f° Ef(E) 

f(E) X Vti 	
G
klaj 
.).. 	e:1E 4 ' 

(F.3) 

-F.2- 

Ef(E) 	1 Im G.. ) dE 	 (F.2c) ir 	lio 

4- <a* L a-* > = Et <ai 	> -E- X Vt <at b > = Ka 	Ka 	a a 	Kt Ka ta 

= 	 1 f Ef(E) (- — Im ka) dE . 	 (F.2d) 

Tomando a mgdia termodínãmica do HamTltonlano F-.1 e fazendo uso das re 

iaç5es acima, segue-se que: 

4  
H = L 

c° 
 Ef(E) 	

" 
Im G.- 

a
) dE 

2  w 

I 	f(E) 	tit 
2 

m G 	IdE tla 

Por outro lado, da Equação F.2 d, segue-se-que: 

(E-E-0 G* i  = X 	Gtia  
K a 	isx 

de Modo que: 

* y Vi- G+. - 	 Go4 kla - 2 

	

ta E-Et 	̂l' a  
(F.4) 
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Substituindo a Equação F.4 na Equação F.3, obtemos: 

H . 1  f°3  Ef(E) 	(- 	Im 

f(E) 	Im 
2 	 71- 	¡ ta  

+ 
G 1 101 dE  

t. G • ldE + 
lt tla 

+ íc°  Ef(E) 	{- 	Im Gr, IdE 
icsi  

(F.S) 

onde: 

.it * E-Er K k 

Na Seção D.I, enfatizamos que as thnçaes de Green defini 
das no Apêndice B se referem ao hamiltoniano _generalizado. 

H = H' - pN 	 (F.6) 

e que elas, portanto, depen411f1&ncionanmente de E+p. Tendo 	este 

fato em mente e efetuando a transforMaçao 

E' = E + p 

nas integrais presentes na Equação F,5, obtemos: 

1 <H>= 	fe°

- 

	E I VE') 	Im G—lla  IdE - 	<Nd> + 

	

2 	. 	 2 

1 j°3  f(E . ) 	_ ( + 
2 ir 

Im y 	t. G . }dE' + 12, tia 
it 
a 



-F.4- 

2  
+ 1 fc°  f(E') (- 	Im 	

lV 
	-ri1 }dE 1  - 	<Nd> + 2 	w 	ti  E 1 -Et 	2 

+ .E.E'f(E i ) 
L 

— Im G÷ ldE 1  ka - u<Nc> 9 (F. 7) 

onde: 

re° í <Nd >= j 	
f(E) y t-1 Im G 	E' 	 (F.8a) 

ia 

< 	= 
	

r(E)(-^rn Git crldE 
-* ka 

(F.8b) 

f ( E ) 

1-te B(ET) 
	 (F.8c) 

e o potencial qulmico 	tal que: 

d
> 	<11c> 	di> . 
	 (F.8d) 

Comparando i.-;Eqdraç'cie-t' ';.S'donta-EquaeÃo 	sé§ue:se:que: 

r- 2 .Ef(E) 
ia 	ir 

	

+ 1 	1 f(E) - — Im 

	

2 	co 	 Tf ita 
t. G . I dE + tla 

I  fc°  nE) ( - t  Im 	[v } dE + 
2 	 ita  E-Ek 
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J Ef(E) (_1 im y GtaldE . 	 (F.9) 
w ka 

Por outro . lado, atravEs das EquacEes 4.74a e 4.74b , pode ser 	observado 

que: 
2 

1 	 EV1-1[ 	
G  la] • IM [(E-U)Gt a  - 	 = - 1  - IM  li l  iz £1

▪  

0 Tr 	£xi 

2 	 C3).1 

	

hr+- 	 Tr 

-
1 	G7 	- y 	kl 	. I 	1m

it G
-2,
ia ' liai E-Er 

C 
(- 	 7r 	, .exi 	• co. 

l ibf1/4.01DirT —  
if 

consequentemente: 

41-.111.2  kt  
- Im 	((E-U)G4: 	EG: ) = 	1m 'X ( 	 - 

lia 	lio 
Ina  Tr 	ia 	 lka 	k 

(58 	"-t) 

SubstitujAdveste 

41 1 > 

onde: 

D( E) 	. 

D-(- (E) 	= 

Ef(E) 

— 1  1m 

17r  

-resultado .-ja 

D(E) dç 

evia  

-11m 	X 	t. 	G Lia 7r 	-ao 
1=2, 

uÇoF9, optemos: 

4(E)DE) 	, 

	

X 	Gtcri 

	

I 	. 	I 

• 
(F.10 ) 

(F.11). 

(E.12a) 

(F.12b) 
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O Resultado F.11 poderia ter sido previsto: com base nos 	resultados 

do Apêndice D, pois, do ponto de vista formal, os Hamiltoniano F.1 	e 

D.1 são completamente equivalentes. 

Aplicando a expansão de Sommerfeld D.11 ã média 	F.11, 

obtemos a seguinte expressão para o coeficiente linear do calor 	espe 

cTfico correspondente ao Hamíltoniano F.1. 

' 
I, 	2  

y= 	kp (D(Er) 	
U — (D 	

D(E
F 	

) 

+ F ) 	 D (EF ))1 	 (F.13) 
3 	' 	2 	 D(EF ) 

O Resultado F.13 é' diretamente aplicãvel ao modelo 3. No caso dos mode 

los 1 e 3, o é&resPOWdehte reSultadó é - Obtido'tomandóPU=0 na Expres 

são F.13, ou teja: 

2  2 
y. 	k D(E ) (F.14) 

F.2 - SUSCEPTIBILIDADE DE"SPIWA T=OK 

Considerando a apl i cação de um campo magneticó fraco h ao si s 

tema, as Eqyaçaes 4.68 e 4.75 passam a; ser expressas por,: 

2  Gt VP'L 	

i,i 
n+  

V 

%.11Cr 
[V'11  1 6 	[E-hap Bh-U y j lja 	d

>.. 
-o 	"

it 
sí 	k  E.t_ap Bh-E'k  

(F.15a) 

(Ei-ap Bh y 	= <I- 
tE-tv-p Bh-E ll 

11*
,  v y ft. 41 	t IG . ij 	lt ,E+apBti-lEt) 2,Ja 

,,(F.15b) 



<ri 	> 

	

d-a 	<1-n d-a>  	- (F.15c) 
G a E4-04sh-Et-r E4.ap Bh-ErI 

-F.7- 

onde: 

Ir(t 
± 	

)12g(E) 
1 

v  1 - 1-1 g-10--(E) 

=<11 	> G-1- (E) a 	d-a 	a 	' 

g(E) .*<1d-a>  G-0(E) 

(F.16a) 

(F.16b) 

(F.16c) 

AtravsAtajcluaçãg,6,7309 i.qdj4 REgOig MyllsOgiceervadas 	as 

seguintes relações entre as propriedad -es relativas' ao sistema com e sem 
campo aplicado: 

g(E) = ,47 (E:L-ap Bh) 

G-1- (E) = <ri 	> g+ 	E--k-ap Bh) 
a 	d-a oa 

Ca(E) = <1LW 
d-a5- ,g-oa (  

onde o indicAno" ideptifica as propriedades,repativas ao sistema 	sem 
' A i 	 LJI 

camiro -AilidAMeYdpW70 
m 	m  

md = 	<nda>  ' a 

41 	 (Z 

-  Im ga 
r -ijOcy 	 Ocy 

= <nd-a > a +  (E-i:ap B  h) a 	 oa 	' ' 



-F.8- 

D-cs (E) = <1-11d_ a> p -  (E+ap h), oa 	B 

ms = a a 

nc = <n Ca a 

'± (E) = —
1 

oCa 	r15.2 

1 — I m 	1 
 

W 

rn2 t?  

oo.(E) 

YoaE) =— 	 )'1 

DCa(E) =<nd-a 	a >Poc (E+"Bh *<1-  n d-a>  P .o. ca (E+"Bh)  

m  = mems ' 

e observandó que: 

nd 	EF  

r 	

inA 

" 
ID -r  (E) 4- (1 

2 	2 
e° 

nc EF índ   = 
2 	12 oÇP, 

1-1-1-)P -  (E)} dE, 
2 " 

11, 
u)p -, (E)1 dE 

obtemos: 

< n eta> 

h d+amd  
EF(' -g dmdl a  (Eorp h) dE Po 	B 

2 

E 2-n +am, 

	

F í 	(E-Figpn 
J _. t - --2' 	. 

n d-(3  d 	p (E)dE 	21-1 4."  
( L 

d 	d l  r mou Bh p.„ 
 (E) dE , 

	

m 	E F-3"Bh  
2 	J 	oa oa 
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d 	 2- 
,„ k 	P 	

2 

nd 	
nd  = 	-m 	 p ( Er ) 

2 	 oa 2  

crn/d í ç E F •  4-  -- 	(P;a (E ) - pWE)) dE 2 	 l . 

Resolvendo a Equação acima para a variãvel m d , obtemos: 

2 	11 ,, 
2p-n(, 
	 2-n 

--p 4" ( E 	-(-  

	

oa F ) 	oa F 
Xd = r 	moi 	B+  n p d ..„. 	2 	2 5  

( 3 ) z)109 1(50 ^fl 
h - 	 E 	 • 	n 

1--  LFe (P;É: C74-(grjd  

Analogamente: , 

	

nc-i-am
s1

EF  n -amd p 	E+ap Bh)dE <r1> - 	 . Cu 	 oca 
2 	 2 

f E
F

2-n d-f-amdl  - 
p oca 

( 	
D 

E4-apnh)dE 
t, 	2   	. 

de modo que: 

_ 	! , 	(-2= 	(L'L- 
m ; m 	Er  s 	d 	oca 	oca 	 • -1- oca F 4  (E ) 

2-n, 	_ 
-k-  2 	oca F 

Assim: 

ms x s = lim up B — 114-0 	h 

 

P -   ca á)oca-p+ ( ))dE l2t.„ 1  
o  

 



onde 

2. 
xd = 2n PB Poa (E  ), 

(F. 19a) 

(F.19b) 
2 

PB Poca (EF
). 
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2 
nv 	(n P+  ( E ) fi (2-n d ) POJEF ))  B 	d oca F 

e, consequentemente, a susceptibilidade de spin a T=OK, relativa 	ao 

Hamiltoniano F.1, é" expressa por: 

4- 
x = Xu  (14 E rr 
	

o ( P -ca (E)-poca+ (E))dE) •nuB2 (n
d 

poca
(E

F
)  

4- (2 -nd)p;ca(EF)] 	 (F.17) 

onde 

' 2 (

n  d  oa  F 	d oa  F p+  (E )4(2 n )p -  (E ) 
Xd = PB  n 

O Resultado F.I7 g diretamente aplidvel ao modelo 3. Quanto aos mode 

los 1 e 2, devemos observar que quando U = O, 

P 

▪  

( E) = (E) = 	(E) 
oca 	oca 	oca 

p 

▪  

(E) = p -  (E) = poa 
 (E) 

oa 	À 	oa  

dè modo que 

x = xd 	xs  , 	 (F.18) 

( E, 
1- 	(P;a(E)-p a(E))dE 
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