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RESUMO

Neste trabalho é proposto um novo método para calcular a fase de sistemas cadticos
e de conjuntos de dados experimentais, a fim de analisar o fendmeno de sincroni-
zacdo de fase. A sincronizacao de fase ocorre, principalmente, quando se tem um
acoplamento fraco entre os sistemas ocasionando um travamento na fase enquanto
as amplitudes permanecem nao correlacionadas. O método proposto, denominado
wavelet dt-cwt, ¢ baseado na utilizagdo da transformada wavelet discreta complexa
dual-tree, a qual é uma transformada wavelet complexa quase-ortogonal, com algo-
ritmos rapidos, possui boa invaridncia a deslocamentos e redundancia limitada. A
aplicabilidade do método wavelet dt-cwt é testada em: cinco diferentes experimentos
envolvendo o sistema de Rossler; dois experimentos envolvendo o sistema de Lo-
renz; no Modelo de Kuramoto imerso no Plano e na Faixa de Mdéebius e, em quatro
diferentes conjuntos de dados experimentais. Os resultados obtidos com o método
mostram-se eficientes em relacdo aos métodos ja existentes para este fim, devido a
seu baixo custo computacional, da ordem de 2N com N sendo o ntimero de pontos
da série temporal, quando comparado com a transformada wavelet continua, a qual
apresenta um custo da ordem de N2. A eficiéncia do método proposto também se
destaca no fato do mesmo nao exigir a reconstrucao do atrator no espago de estado,
sendo que, é suficiente apenas uma variavel de cada sistema em estudo ou a série
temporal experimental; devido a possibilidade de ser aplicado em séries temporais
com grande nimero de pontos; o fato de ser robusto a moderados niveis de ruido
aditivo e sua localizagdo acurada nas mudancas de fase.
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DETECTING PHASE SYNCHRONIZATION IN CHAOTIC
SYSTEMS BY DUAL-TREE COMPLEX WAVELET TRANSFORM

ABSTRACT

In this work, it is proposed a method to calculate the phase of chaotic systems
and of sets of experimental data in order to analyze the phenomenon of phase
synchronization. The phase synchronization mainly occurs when there is a coupling
weak between the systems causing a locking in the phases while the amplitudes
remain uncorrelated. The proposed method,called wavelet dt-cwt, is based on the
use of dual-tree complex wavelet transform, which is a quasi-orthogonal complex
wavelet transform, with fast algorithms, has good invariance to shifts and limited
redundancy. The applicability of the wavelet dt-cwt method is tested in: five different
experiments involving the system of Rossler; two experiments involving the Lorenz
system; the Kuramoto model immersed in the Plan and the Moebius Strip and with
and without noise, and four different sets of experimental data. The results show
the method is efficient compared with existing methods for this purpose, due to its
low computational cost - on the order of 2N with N being the number of points
in the time series - when compared with the continuous wavelet transform, which
presents a cost the order of N2. The efficiency of the proposed method also stands
out in the fact that the same does not require the reconstruction of the attractor in
the state space, being that, is sufficient a single variable of each system under study
or experimental time series; due to the possibility of being applied in series with a
large number of points; the fact that it is robust to moderate levels of additive noise
and its accurate location on the phase changes.
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1 INTRODUCAO

Muitos sistemas naturais ou artificiais apresentam a capacidade de ajustar seus
ritmos devido a presencga de uma interacao fraca entre eles. Essa coordenacao de rit-
mos ¢ uma manifestagdo de um fendémeno nao-linear chamado de sincronizagao (PI-

KOVSKY et al., 2001; ROSENBLUM; PIKOVSKY, 2003; OSIPOV et al., 1997).

O fenomeno de sincronizagao foi descoberto no século 17 pelo cientista Christiaan
Huygens (HUYGENS, 1673), e pode ser entendido como um processo onde dois ou
mais sistemas dindmicos interagem entre si e alteram os seus ritmos fundamentais

de modo a adquirirem uma dindmica ou ritmo comum.

Esse fendmeno ocorre quando dois ou mais elementos estao acoplados ou em sistemas
complexos envolvendo centenas de entidades dinamicas acopladas, dos quais pode-se
citar os vaga-lumes machos que se agrupam em arvores durante a noite, e piscam

em unissono na tentativa de atrair as fémeas (BUCK; BUCK, 1968; BUCK, 1988).

Inicialmente, a sincronizacao foi estudada em sistemas dinamicos periddicos, os quais
apresentam um atrator do tipo ciclo limite. Nas tltimas décadas, esse conceito tem
sido ampliado a fim de permitir a compreensao de outros processos do ajuste de
ritmos em sistemas dinamicos caodticos, processo este que seguiu-se a melhor com-
preensao do proprio conceito sobre o que seria o ritmo no contexto de um sistema
dindmico (BOCCALETTI et al., 2002; HEAGY et al., 1994; PECORA; CARROL, 1990;
ROSENBLUM et al., 1996; ROSENBLUM et al., 1997; ROSENBLUM et al., 2001).

Assim, varios tipos de sincronizacao foram identificados dependendo, em geral, do
grau de homogeneidade entre o sistemas e da intensidade da interacao de acopla-
mento presente. Portanto, entre os tipos mais facilmente reconhecidos pode-se ci-
tar a sincronizagio completa (PECORA; CARROL, 1990), o que implica na coinci-
déncia do estado das variaveis dos sistemas dinamicos acoplados; sincronizagdo de
atraso (PIKOVSKY et al., 1997), onde as varidveis de estado coincidem uma com a
outra havendo, contudo, um tempo de atraso ou deslocamento entre elas; sincroni-
zagao generalizada (BOCCALETTI et al., 2002), onde existe alguma relagao funcional
entre as variaveis de estado dos sistemas acoplados, e a sincronizacio de fase, onde
apenas as fases dos sistemas sincronizam, enquanto suas amplitudes continuam a

evoluir de forma independente (ROSENBLUM et al., 1996).

Neste trabalho, estuda-se a sincronizacao de fase, que ocorre, principalmente, quando

se tem um acoplamento fraco entre sistemas nao totalmente idénticos, ocasionando



um “travamento” entre as fases associadas aos sistemas, enquanto as amplitudes
permanecem nao correlacionadas (PIKOVSKY et al., 2001). Observa-se, aqui, que a
andlise deste fendmeno exige primeiramente que se consiga associar a cada sistema
uma fase, o que nem sempre é uma tarefa simples ou natural, como se descrevera

mais adiante.

Com o objetivo de detectar a sincronizacdao de fase entre sistemas dindmicos, é
necessario uma definicdo clara e ndo ambigua de fase, uma vez que a condigao de
sincronizagao de fase é dada por Ag;;(t) = ¢;(t) — ¢i(t) < const < 2w, em que ¢;(t)

e ¢;(t) denotam as fases dos sistemas ¢ e j, respectivamente.

Devido a necessidade de se obter a fase de sistemas dindmicos, varias técnicas vém
sendo desenvolvidas, incluindo medidas diretas do dngulo do atrator (STONE, 1992),
a transformada de Hilbert (QUIROGA et al., 2002; ROSENBLUM et al., 1996; YAL-
CINKAYA; LAI, 1997), a superficie de se¢do de Poincaré (PIKOVSKY et al., 1997), o
método da curvatura ou arco tangente, técnica baseada no travamento da frequén-
cia (ROSENBLUM et al., 2002), conjuntos localizados (PEREIRA et al., 2007), plots de
recorréncia (ROMANO et al., 2005; KURTHS et al., 2006), técnica baseada na anélise
espectral por meio de minimos quadrados (FOLLMANN et al., 2011), transformada
de Fourier (BRUNS, 2004) e a transformada wavelet complexa continua (HRAMOV;
KORONOVSKII, 2004; HRAMOV et al., 2005; KORONOVSKII; HRAMOV, 2004a; KORO-
NOVSKII et al., 2005). Atualmente, a fase pode ser calculada usando a transformada
wavelet synchrosqueezed, a qual é baseada no algoritmo EMD (HUANG et al., 1998)
e na transformada wavelet complexa continua. Para maiores detalhes desta técnica
veja (DAUBECHIES; MAES, 1996; DAUBECHIES et al., 2011).

No entanto, nenhuma destas técnicas funcionam adequadamente para todos os tipos
de sistemas dindmicos ou em conjuntos de dados experimentais. A maioria delas
sao diretamente aplicaveis em sistemas onde a dinamica se da em um contexto
geométrico de seu espaco de fase no ambito de uma figura geométrica semelhante
a um ciclo limite. Neste contexto a trajetoria da projecao do atrator em alguma
se¢ao definida em algum espaco de fase gira em torno de um centro de rotagao
bem definido, situacao esta que se define como coerente. Contudo, as técnicas que
necessitam da projecao do atrator tém sua aplicabilidade dificultada no contexto de
conjunto de dados experimentais, devido ao fato de que para utiliza-las é necessario

fazer a reconstrucao do atrator em um espaco de imersao adequado.

Em particular, as técnicas que utilizam a transformada wavelet complexa continua

baseiam-se na wavelet complexa de Morlet para obter a fase a partir de uma série



temporal, rendendo bons resultados para sistemas cadticos de Rossler (HRAMOV et
al., 2005; KORONOVSKII et al., 2005). No entanto, esta técnica implica um alto custo
computacional, da ordem de N? em que N ¢ o ntimero de pontos da série analisada.
Neste caso também os resultados podem nao ser facilmente aplicaveis, devido a sua
redundancia, em que uma fun¢ao de uma variavel é transformada em uma funcao de
duas variaveis, quando aplicada a séries temporais com grandes nimero de pontos,

como as de interesse neste trabalho.

Este trabalho surge da necessidade de se ter uma técnica para obter a fase a partir
de uma série temporal proveniente de um sistema cadtico ou de um conjunto de
dado experimental, ou seja que funcione adequadamente para andalise de sistemas

cadticos e que seja aplicavel na analise de séries temporais experimentais.

Assim, aqui propoe-se um método baseado em uma transformada wavelet dita efici-
ente, a Transformada Wavelet Complexa Dual-Tree (DT-CWT), para obter a fase
de sistemas caodticos e de conjunto de dados experimentais, a fim de analisar o
fendomeno de sincronizacao de fase. Esta transformada tem um desempenho compu-
tacional eficiente quando aplicadas a séries temporais com grande niimero de pontos
e é robusta diante de niveis moderados de ruido. A seguir, sdo descritos os objetivos

e as contribui¢oes dadas neste trabalho.
1.1 Objetivos e Contribuigoes

Este trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de uma metodologia, baseada
na Transformada Wavelet Complexa Dual-Tree, para obter a fase a partir de uma
série temporal proveniente de sistemas cadticos ou de conjuntos dados experimentais,

para posterior deteccao da sincronizagao de fase.

O método proposto permite calcular a fase e posteriormente analisar o fenémeno de
sincronizacao de fase em sistemas dinamicos, em especial que apresentem caos e em
conjuntos de dados experimentais, nos quais a fase tem defini¢ao nao trivial, devido
a geometria do sistema em seu espacgo de fases. Com relagao a aplicabilidade do
método, o mesmo pode ser utilizado na analise de conjuntos de dados experimentais,
mostrando-se robusto com relagao a niveis moderados de ruido aditivo e conseguindo
capturar com precisao as possiveis mudangas que venham a ocorrer na fase e na

diferenca de fase.

A seguir, descreve-se como a Tese encontra-se organizada.



1.2 Estrutura da Tese

A Tese encontra-se organizada da seguinte forma:

Capitulo 2: apresentam-se brevemente conceitos relacionados a sistemas dinamicos
caoticos, bem como os sistemas e 0s conjuntos de dados experimentais

utilizados e analisados neste trabalho.

Capitulo 3: descrevem-se conceitos relacionados a sincronizagao de fase em siste-
mas caoticos. Inicialmente apresenta-se uma introdugao ao fenémeno de
sincronizagao e as formas em que os sistemas podem estar acoplados. Em
seguida, descreve-se conceitos relacionados a sincronizagao de fase em sis-

temas peridédicos e sua extensao para sistemas cadticos.

Capitulo 4: apresentam-se conceitos relacionados a teoria wavelet. Primeiramente
descreve-se uma breve introducao as wavelets. Em seguida, explora-se con-
ceitos da transformada wavelet continua e discreta. E, por fim, expoem-se

conceitos relacionados a Transformada Wavelet Complexa Dual- Tree.

Capitulo 5: descreve-se o método wavelet dt-cwt proposto para calcular a fase e
posteriormente, identificar o fendmeno de sincronizagao de fase em sistemas

caoticos e em conjuntos de dados experimentais.

Capitulo 6: apresentam-se e discutem-se os resultados obtidos da aplicagdo da
metodologia proposta em sistemas cadticos e em conjuntos de dados expe-

rimentais, com a finalidade de investigar a sincronizagao de fase.
Capitulo 7: focam-se nas conclusoes e sugestoes para pesquisas futuras.

Apéndice A: descreve-se brevemente sobre a transformada de Fourier, a transfor-

mada janelada de Fourier e a transformada de Hilbert.

Apéndice B: apresentam-se sobre os filtros da DT-CW'T utilizados neste traba-
lho. Em seguida, explora-se como construir as func¢oes de escala e fungoes
wavelets a partir dos filtros e, posteriormente é descrito como calcular a
frequéncia central da DT-CWT.

Apéndice C: descreve-se um resumo sobre nimeros complexos e fase, as fungoes
do GNU/Octave utilizadas neste trabalho e a fun¢do my-unwrap proposta
neste trabalho, a qual foi implementada com o objetivo de tentar corrigir

as desvantagens encontradas na funcao unwrap.
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Apéndice D: apresenta-se um exemplo de um experimento na qual foi utilizada
a transformada wavelet continua e o método wavelet dicwt na anélise do

fenémeno de sincronizagao de fase.

Apéndice E apresenta-se o método arco tangente e sua utilizacdo quando o sistema
apresenta regime de fase coerente e nao coerente, bem como, descreve-se

como calcular a fase quando se analisa o sistema de Lorenz.






2 SISTEMAS CAOTICOS

Neste capitulo descrevem-se conceitos relacionados a sistemas cadticos, apresentando
os sistemas estudados bem como os conjuntos de dados experimentais que serao

analisados.

Na Secao 2.1 apresentam-se brevemente conceitos relacionados a sistemas dindmicos
cadticos, em especial no contexto dos sistemas de Rossler (Subsecao 2.1.1), Lorenz
(Subsegao 2.1.2), no modelo de Kuramoto imerso no plano e na faixa de Méebius
(Subsegao 2.1.3).

Os conjuntos de dados experimentais analisados neste trabalho, os quais foram: o
Plasma for¢ado (Subsegdo 2.2.1), Circuito de Chua (Subsegao 2.2.2), a atividade
solar e geomagnética (Subsegao 2.2.3) e dados de osciladores eletroquimicos (Subse-

¢ao 2.2.4) sdo apresentados na Segao 2.2.
2.1 Sistemas Cadticos

Uma importante descoberta na area da dinamica nao-linear foi observar que mesmo
sistemas com dinamica simples podem apresentar evolugoes complexas, sendo uma

delas denominada como cadtica.

Sistemas dinamicos cadticos sao sistemas dindmicos deterministicos nao-lineares que
apresentam comportamento cadtico. Esse comportamento, em geral, é caracterizado
pelas seguintes propriedades: nao-linearidade, sensibilidade com relagao as condi-
¢oes iniciais, determinismo subjacente e uma certa manutengao da irregularidade no

comportamento do sistema (ALLIGOOD et al., 1997).

A dindmica destes sistemas tem uma caracteristica essencial: sdo sensiveis a pe-
quenas perturbacoes nas condi¢oes iniciais. Isto significa que considerando-se dois
pontos muito préximos mas diferentes no espaco de fase e seguindo-se sua evolugao
ao longo do tempo, entao observa-se que as duas trajetérias iniciam-se proximas e
com o passar do tempo divergem (OTT, 1993). Em outras palavras, mesmo conhe-
cendo o estado de um sistema cadtico com uma precisao alta, mas finita, a previsao
do estado futuro do sistema é apenas possivel para um intervalo de tempo finito.
Essa sensibilidade as condig¢des iniciais pertence a qualquer ponto da trajetéria, sig-
nificando que todos os movimentos no espaco de fase, eventualmente em um atrator
estranho sao susceptiveis a presenca de ruido, o que pode ser quantificado conside-

rando o maior expoente de Lyapunov.



Em sistemas tridimensionais cadticos continuo no tempo pelo menos um dos trés
expoentes de Lyapunov associados a trajetoria do sistema é positivo, o que cor-
responde a haver uma sensibilidade do sistema as variacoes das condigoes iniciais,
podendo existir outros de valor enquanto existe um que é negativo, correspondendo
a propriedade do atrator capturar estados préoximos e, e um expoente é exatamente

zero, o que corresponde a deslocamentos ao longo da trajetoria.

A seguir, apresentam-se trés sistemas dinamicos cadticos, os quais serao utilizados
neste trabalho. Na Subsecao 2.1.1 é descrito o sistema de Rossler e em 2.1.2 o sistema

de Lorenz. Ja em 2.1.3 explora-se o Modelo de Kuramoto.
2.1.1 Sistema de Rossler

Um exemplo de sistema dindmico cadtico é o sistema de Rossler o qual foi proposto
por Otto E. Rossler (ROSSLER, 1976) em meados de 1976 a partir das equagbes de
Lorenz na tentativa de criar um modelo simples e que apresentasse comportamento

cadtico.
Matematicamente, esse sistema é descrito pelas equagoes

T=—-Yy—=z
y=xz+ay (2.1)
Z=b+z(x —c)

Neste sistema os parametros a, b e ¢ sdo responsaveis por regular a dinamica do
sistema, sendo que o parametro a descreve a dindmica do atrator no espaco de estado
permitindo que o sistema apresente um regime de fase coerente ou nao coerente. Para
a resolucao desse sistema, utilizou-se o método Runge-Kutta de quarta ordem com
passo de integragdo h = 0,01, a condigdo inicial foi considerada como z(0) = y(0) =

2(0) =1 e os pardmetros b = 0,4 e ¢ = 8, 5.

Quando a projecao do atrator no espago de estado rotaciona ao redor de um ponto
fixo (xo,y0) no plano de coordenadas (x,y), o sistema é dito ter um regime de fase
coerente, como pode ser visto na Figura 2.1(a). No entanto, em um sistema dindmico
cadtico tem-se a possibilidade da trajetéria do sistema nao rotacionar continuamente
ao redor do ponto fixo (g, o), como pode ser visto na Figura 2.1(b), onde ocorre
algum retorno mais rapido da orbita. Neste caso o sistema ¢ dito ter um regime
de fase nao coerente e apresenta um atrator no espago de fase chamado de “funil”.

Uma possivel solucao para encontrar um centro de rotacao, neste caso, é utilizar a



projegao do atrator sobre o eixo das derivadas, conforme proposto por (CHEN et al.,
2001) e ilustrado na Figura 2.1(c).
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Figura 2.1 - Projecao do atrator do sistema de Rossler considerando regime de fase em
(a) coerente com a = 0,16; (b) ndo coerente com a = 0,2925 e em (c) nao
coerente com a = 00,2925 considerando a projecao sobre o eixo das derivadas.




2.1.2 Sistema de Lorenz

O sistema de Lorenz foi introduzido por Edward Lorenz em 1963, onde as equacoes
sao um modelo extremamente simplificado para modelar a conveccao do fluido tér-
mico. Seus estudos eram motivados pela tentativa de compreender os fundamentos

da previsao do tempo (LORENZ, 1963).

Esse sistema ¢ um sistema nao-linear, tridimensional, deterministico que exibe com-
portamento cadtico e apresenta um atrator estranho, sendo gerado por trés equagoes

diferenciais nao-lineares dadas por

&=p(y—2)
Yy=rr—y—axz (2.2)
t=xy—dz

em que p ¢ o numero de Prandtl e r ¢ o nimero de Rayleigh. Todos os parametros p,
r e d sao maiores que zero e o sistema exibe comportamento cadtico quando r = 28.
Neste trabalho considera-se p = 10e d = § Para a resolugao desse sistema, utilizou-
se o método Runge-Kutta de quarta ordem com passo de integracdo h = 0,01 e a
condigdo inicial foi considerada como x(0) = y(0) = z(0) = 5. Note que o sistema
de Lorenz apresenta uma simetria de (z,y) para (—z,y) nas equagoes e, assim, o

atrator pode ser projetado sobre um novo plano (u, z), em que u = /22 + 3.

A Figura 2.2 ilustra a projecao do atrator do sistema de Lorenz em diferentes planos

de coordenadas sendo em (a) (z,y); (b) (z,2); (¢) (y,2) e em (d) (u, 2).

A seguir, na segao 2.1.3, explora-se o Modelo de Kuramoto, o qual foi imerso no

plano e na faixa de Mdoebius.
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Figura 2.2 - Projegdo do atrator do sistema de Lorenz no plano em (a) (z,y); (b) (z,2);
(c) (y,2) e em (d) (u, 2).
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2.1.3 Modelo de Kuramoto

Yoshiki Kuramoto, por volta de 1975 (KURAMOTO, 1975; KURAMOTO, 2003), mos-
trou que a dindmica de qualquer sistema de osciladores quase idénticos fracamente
acoplados e que exibem uma forma de ciclo limite no espago de fase, podem ser

descritos pela seguinte equagao

N
¢i =w; + Y_ Iysin(¢; — ¢;), (2.3)
j=1
com ¢ = 1,..., N, sendo que a funcao de interacao I';; determina a forma de aco-

plamento entre o oscilador 7 e o oscilador j. Esta é uma equagao geral, permitindo
qualquer tipo de acoplamento e mesmo com a simplicidade deste modelo, as fungoes

de interacao I';; podem ser dificeis de analisar.

Kuramoto continuou a trabalhar com o seu modelo e assumiu que cada oscilador
afeta os outros, cenario onde este tipo de interagao é chamado de acoplamento global.
Ele considerou que as interacoes foram igualmente ponderadas e dependia apenas
da forma senoidal sobre a diferenga de fase, resultando em fungoes de interacao da

forma

produzindo as equacoes que regem o que veio a ser conhecido como o Modelo de
Kuramoto (MK).

Neste trabalho, assume-se que para cada oscilador ¢ =1,..., N, com N = 3, o MK

¢é descrito pela equacao

N

éi =Ww; — 1N Z Aij sin((bi — ¢j)a (25)

j=1

em que ¢; é a variavel de fase do i-ésimo oscilador, assumindo valores em R, o
qual pode ser visto como um angulo na circunferéncia unitaria. As frequéncias na-
turais, também conhecidas como frequéncias angulares, dos osciladores sao dadas
pelos pardmetros w = (wi,...,wy) € RY. A constante n € R ¢ a intensidade de
acoplamento, o qual ajusta a intensidade da influéncia entre osciladores vizinhos. O
grafo de acoplamento é construido a partir da matriz de adjacéncia Anxy = (A4;;),
com A;; = 0; A;; = 1, se o oscilador 7 é influenciado pelo oscilador j; e A;; = 0,

caso contrario. A topologia de conexao dos osciladores é considerada 1 <> 2, 3 — 1

12



e 3 — 2, conforme ilustrado na Figura 2.3, onde as setas indicam uma ligacao entre
os osciladores, bem como a dire¢ao de influéncia das ligacGes. A seta <> significa
um acoplamento bidirecional entre os osciladores 1 e 2 e a seta — significa um

acoplamento unidirecional entre 3 e 1 e entre 3 e 2.

@ 4O
\®

Figura 2.3 - Grafo representando a topologia da conexao dos osciladores do MK. A topo-
logia apresenta um acoplamento bidirecional entre os osciladores 1 e 2 e um

acoplamento unidirecional entre os osciladores 3 e 1 e entre os osciladores 3 e
2.

As frequéncias naturais e condigoes iniciais sao consideradas como w = (1,1.05,1.5)
e gy = (0, 2;7 4;), respectivamente. A intensidade de acoplamento n = 0,475 foi
empiricamente fixada para estudar dois tipos diferentes de regime de sincronizagao.
Para a simulagdo numérica usou-se o Método Adams-Bashforth-Moulton (BURDEN;
FAIRES, 2011) na integragdo numérica, com passo fixo de tamanho h = 0,01 e

N = 28 pontos.

A fim de analisar diferentes configuracoes do MK, o mesmo foi considerado imerso

no Plano e na Faixa de Moebius, sem e com ruido, conforme apresenta-se a seguir.
2.1.4 Modelo de Kuramoto no Plano

Neste caso, a transformagao das variaveis de fase ¢ da Equagao 2.5 no plano (x,y) €

R? é considerada notando ¢ como ponto no circulo unitario com este angulo, isto ¢,

T = Cos ¢ 2.6)
y = sin ¢.
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2.1.5 Modelo de Kuramoto na Faixa de Moebius

Em relacao a faixa de Moebius (KUHNEL, 2005) a parametrizagao usual é dada por

meio das equacoes

em que 0 < u <27, —1 < v <1, e considera-se u € R e o conjunto u igual para ¢
a partir do MK.

Além disso, escolheu-se v = cos ¢, onde ¢ é um oscilador auxiliar, com ¢(t) = @(t),
onde @ é uma frequéncia natural irracional. Desse modo, as érbitas definidas como
estas sao densas na faixa de Moebius, o qual pode ser vista como uma analogia

da propriedade de transitividade topolégica para atratores caéticos (HIRSCH et al.,
2012).

A frequéncia natural irracional para os osciladores auxiliares foi considerada como

o (V3 m V2
-\ 107207 10
e dez vezes mais lento do que os osciladores padroes.

), o qual é aproximadamente equivalente a (0,173,0,157,0, 141)

A Figura 2.4(a) mostra esquematicamente duas linhas constantes dessa parametri-
zacao e na Figura 2.4(b,c) apresenta-se um exemplo da construgao descrita acima

aumentando o tempo de integracao final.
2.1.6 Modelo de Kuramoto com ruido

O MK imerso no plano e na faixa de Moebius sao considerados sem ruido e com

diferentes intensidades de ruidos.

Um ruido nao correlacionado &, com intensidade « ¢ adicionado a série temporal
depois da integracao numérica, em cada variavel de estado do sistema. O ruido é
gerado como &, = ad N em que 0 < a < 1; 6 é o desvio padrao da série temporal
perturbada; e A/ sdo ntimeros aleatérios escolhidos a partir de uma distribuicio

normal padrao.

Foi considerada a intensidade de ruido av = 0, 10 até o = 2, com incremento de 0, 10.
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y =constant

u =constant

(b) (c)

Figura 2.4 - Modelo de Kuramoto na Faixa de Méebius. Em (a) indica duas curvas dadas
pela linha constante de parametrizagdo de acordo com a equacao 2.7; a érbita
de um oscilador desacoplado combinado com um oscilador auxiliar irracional,
com tempo de integragao final em (b) ty = 47 e em (c) ty = 407. Uma
projecgdo no plano (z,y) é também mostrada.

A Figura 2.5 apresenta as érbitas desses trés osciladores considerando a intensidade
de ruido em (a) a« = 0; em (b) @ = 0,10 e em (¢) a = 0, 20.

Na préxima Secao apresentam-se os conjuntos de dados experimentais que serdao

analisados.
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Figura 2.5 - Orbita dos osciladores 1 (em azul), 2 (em laranja) e 3 (em vermelho) como
descritas nesta subse¢do, com intensidade de ruido em (a) a = 0; em (b)
a = 0,10 e em (c) @ = 0,20. As projegoes no plano (z,y) sdo também
mostradas.

2.2 Dados Experimentais

Neste trabalho analisaram-se quatro conjuntos de dados experimentais, a saber:
plasma forgado (Subsegao 2.2.1), o circuito de Chua (Subsecao 2.2.2), indices da
atividade solar e atividade geomagnética (Subsecao 2.2.3) e dados de osciladores

eletroquimicos (Subsegao 2.2.4).
2.2.1 Plasma Forcado

Neste experimento consideram-se dados de um dispositivo cadtico de plasma, sujeito

a acao de um gerador de ondas periddicas. Este experimento inclui um plasma
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desmagnetizado produzido num envelope cilindrico com uma regiao capilar central
e com um diametro maior nas suas extremidades, onde estao situados os elétrodos
(tubo Geissler). O tubo é preenchido com gés hélio espectroscopicamente puro. O
anodo e o catodo do tubo estao ligados a uma corrente continua de alta tensao,
de valor 850V, por meio de um resistor de corrente R = 30k €2. Em paralelo com
o resistor R, um capacitor C' = 3,5p F' corta a alta voltagem e um transformador
eleva a baixa amplitude do sinal regulando-a a onda seno a partir de um gerador
de funcdo. A saida do sinal é fornecida por um sensor de corrente. Para maiores
detalhes sobre este experimento veja (TICOS et al.,, 2000). A Figura 2.6 ilustra em
(a) um esquema do experimento do plasma (adaptado (TICOS et al., 2000)) e em (b)

a projecao do atrator em coordenadas cartesianas.

GEISSLER TUBE (L) 0.1
h R E 0.05r
)
— —+
CURRENT . HIGH VOLTACE =
proee | LC L | s ot
v o
("]
ANALOG ANALOG SCOPE
DERIVATIVE
WAVE GENERATOR —@’ -0.05¢
_01 L L n L
u -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02
LTI I

(a) (b)

Figura 2.6 - Em (a) representacdo esquemadtica do experimento do plasma. Adaptado
de (TICOS et al.,, 2000). Em (b) a proje¢do do atrator do plasma em coor-
denadas cartesianas.

2.2.2 Circuito de Chua

O circuito de Chua (CHUA et al., 1993; KENNEDY, 1992) é um circuito oscilatério
simples que exibe uma variedade de bifurcagoes e caos. O circuito, conforme mos-
trado na Figura 2.7(a), contém trés elementos lineares de armazenamento de energia
(um indutor linear L e dois capacitores lineares C e (), um resistor linear R, e um
unico resistor nao linear Ng. Neste experimento, dois circuitos de Chua sao acopla-
dos através de um resistor com resisténcia 2, o qual ¢ utilizado para controlar a
interagao entre os dois circuitos de Chua acoplados. A variavel analisada é a volta-

gem através do capacitor C7, para ambos os circuitos. Para maiores detalhes deste
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experimento veja (CHUA et al., 1993; KENNEDY, 1992).

A Figura 2.7 ilustra em (a) o circuito de Chua desacoplado e em (b) uma represen-

tagdo deste experimento composto por dois circuitos de Chua acoplados.

R~TKQ

L= _ Cl=
18mH G2

ANALOG SCOPE 741

™~
@ — —L
%
LM741

BNC-2090

; Ry
L
- — L=
Ve Va—— W 18 mH
c2 c1
1 L _ _ _
Ng

Figura 2.7 - Em (a) o circuito de Chua desacoplado e em (b) uma representagdo deste
experimento composto por dois circuitos de Chua acoplados.

2.2.3 Atividade solar e atividade geomagnética

Neste conjunto de dados experimentais explora-se a analise do niimero de manchas
solares, denotada por R,, e a atividade geomagnética, denotada por aa (para detalhes
e outras bibliografias veja (ECHER et al., 2004)).

Dois tipos de conjuntos de dados experimentais sao considerados: um conjunto de
dados anual e outro mensal. No conjunto anual tem-se um ponto por ano, sendo
analisado os anos de 1868 até 2000 e apresentando N = 133 pontos. No conjunto
mensal analisaram-se os anos de 1868 a 2012, em que para cada ano tem-se 12
pontos referente aos 12 meses do ano. Assim, sdo 145 anos vezes 12 meses entao
tem-se N = 1740 pontos. A Figura 2.8 ilustra a série temporal do indice R, e aa

considerando o conjunto de dados em (a) anual e em (b) mensal.
2.2.4 Osciladores Eletroquimicos

Neste conjunto de dados experimentais analisa-se a sincronizacao de fase em um

situagao formada por trés osciladores eletroquimicos cadticos acoplados.

Uma célula eletroquimica padrao consistindo de uma matriz de niquel (Goodfel-
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Figura 2.8 - Série temporal dos indices R, e aa considerando o conjunto de dados em (a)
anual e em (b) mensal.

low Ltd Cambridge, 99,98%, 1,0 mm de didmetro), um elétrodo de referéncia
Hg/Hg,S0, saturado em K5SO,4, e um contra elétrodo de platina (Pt) sdo uti-
lizados no experimento, conforme ilustra a Figura 2.9(a). Para maiores informagoes
e detalhes deste experimento veja (WICKRAMASINGHE; KISS, 2011).

Neste caso analisaram-se dois conjuntos de dados, os quais sao compostos por N =
200.500 pontos e classificados como: conjunto I tendo trés osciladores fracamente
acoplados e no conjunto 11 trés osciladores fortemente acoplados. Na Figura 2.9(a)
Ref denota o elétrodo de referéncia Hg/H g, SO, saturado em K,SO,, C o elétrodo
de Pt; Rj,q os resistores individuais e R os resistores acoplados. Em 2.9(b) ilustra-se
a topologia de acoplamento implementada aos trés osciladores. Nos itens (c¢) e (d)
ilustra-se um intervalo da série temporal dos osciladores z, y e z do conjunto I e do

conjunto I, respectivamente.
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Figura 2.9 - Configuracdo experimental, para maiores detalhes veja (WICKRAMASINGHE;
KISS, 2011). Em (a) diagrama da célula eletroquimica; (b) a topologia de
acoplamento dos trés osciladores; (c) um intervalo da série temporal dos os-
ciladores z, y e z do conjunto I e em (d) um intervalo da série temporal dos
osciladores x, y e z do conjunto I1.
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3 SINCRONIZACAO DE FASE EM SISTEMAS CAOTICOS

Neste capitulo descrevem-se conceitos relacionados aos fenémeno de sincronizagao.
Na Secao 3.1 apresenta-se uma introdugao ao fenémeno de sincronizagao. A sin-
cronizacao de fase em sistemas peridédicos é descrita na Secao 3.2 e na Sec¢ao 3.3 é
explorada a capacidade de sistemas dinamicos cadticos também apresentarem este

fendmeno.
3.1 Introducao

A sincronizagdo é um processo em que dois ou mais sistemas interagem entre si
e alteram seus ritmos de modo a adquirirem uma dindmica comum (PIKOVSKY et
al., 2001; ROSENBLUM; PIKOVSKY, 2003; OSIPOV et al., 1997). Este fenémeno pode
também ser entendido como um ajuste mutuo na dindmica dos sistemas em estudo,
o qual resulta no travamento de suas frequéncias. Assim, considerando dois ou mais
sistemas acoplados e tendo uma certa intensidade ou “for¢a” de interagao entre eles,
depois de um certo tempo, pode ocorrer um ajuste mutuo nas frequéncias de cada

sistema e o sistema acoplado ser conduzido a uma frequéncia comum.

O relato cientifico mais antigo conhecido sobre sincronizacao foi de Christian Huy-
gens por volta de 1657 quando ele estudava o movimento de dois péndulos oscilando,
os quais estavam pendurados sobre um mesmo suporte de madeira. Huygens, inven-
tor do relégio de péndulo, estava observando dois relogios, que ele tinha recentemente
construido, o qual estavam suspensos lado a lado. Ele notou que os dois péndulos
estavam oscilando em sincronia, onde suas oscilagées coincidiam e os péndulos sem-
pre moviam-se em dire¢cdes opostas, suspeitando assim, que os relégios deviam de
alguma forma serem influenciados uns pelos outros (HUYGENS, 1673). A primeira
mencao desta descoberta encontra-se na carta de Huygens a seu pai, na qual ele

descreve sobre a simpatia de dois relogios.

Historicamente, na metade do século 19, William Strutt relatou o fenémeno de sin-
cronizagao em sistemas acusticos. Em 1920 W. H. Eccles e J. H. Vicent descobriram
propriedades de sincronizagao em um gerador de triodo. Edward Appleton e Baltha-
sar van der Pol mostraram que a frequéncia de um gerador pode ser travada, ou
sincronizada e, Dutchman relatou a primeira observacao de sincronizacao em uma

populagao grande de vaga-lumes (PIKOVSKY et al., 2001).

O fenémeno de sincronizagao pode ser encontrado em varias situagoes do cotidiano,

tais como em redes de células marcapasso do coragao (GLASS, 2001), plateias que
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frequentemente batem palmas em sincronia, vaga-lumes do sudeste asiatico que pis-
cam em sincronia (BUCK; BUCK, 1968; BUCK, 1988), cigarras que saem do estado
de ninfa juntas (STROGATZ, 1997), grilos que gorjeiam em unissono (STROGATZ;
STEWART, 1993) e mulheres cujo ciclo menstrual tornam-se sincronizados (STRO-
GATZ, 1997). Alguns exemplos fisicos, sao encontrados nas oscilagoes de tensao de
supercondutores que sao observadas nas jungoes de Josephson e as oscilagoes de
neutrinos no Universo, as quais também podem apresentar o fenémeno de sincroni-
zagao (PIKOVSKY et al., 2001).

A sincronizagao é um fendémeno essencialmente nao linear e que ocorre em oscila-
dores auto-sustentados. Entende-se por um oscilador auto-sustentado como sendo
um sistema ativo que contém uma fonte de energia interna que é transformada em
movimento oscilatério. Um exemplo simples de um oscilador auto-sustentado é o
relogio de péndulo, conforme ilustrado na Figura 3.1. Matematicamente, tal oscila-
dor é descrito por sistemas dinamicos autonomos nao-lineares, os quais sao sistemas
que nao dependem explicitamente do tempo e apresentam alguma relacao nao-linear

entre suas variaveis de estado.

Para analisar o fenomeno de sincronizacao é necessario determinar o ritmo dos sis-
temas em estudo, ou seja seu periodo T e a sua frequéncia f. Usualmente o ritmo
é caracterizado pelo ntimero de ciclos oscilatorios por unidade de tempo, ou pela

frequéncia ciclica

1
c = 31
fo= 7 (31)
onde T' é o periodo. No estudo de sincronizacao, a frequéncia angular
27
=21 f. = — 3.2
fomomfo= 2 (32)

é muitas vezes mais conveniente.

A Figura 3.1 ilustra o exemplo de um sistema formado por um oscilador auto-
sustentado, o relégio de péndulo. A oscilacdo do angulo « ao longo do tempo ¢ e o

periodo T associado a este sistema é também ilustrado.

Um fator importante é que a sincronizacao ocorre quando dois ou mais sistemas
encontram-se acoplados e ajustam seus ritmos. Aqui, indica-se os indices 1 e 2 re-

presentando o sistema 1 e o sistema 2, respectivamente.

Considerando dois sistemas, tem-se que eles podem ser classificados como idénti-

cos ou nao-idénticos de acordo com a frequéncia natural w; de cada sistema 7. Se a

22



periodo T'
fb >

/N 4

o

~
D

Sl |

Figura 3.1 - Um sistema formado por um oscilador auto-sustentado, o reldgio de péndulo,
e a oscilacdo do angulo « ao longo do tempo ¢, bem como o seu periodo T
Adaptado de (PIKOVSKY et al., 2001).

frequéncia natural do sistema 1, denotada por wy, for igual a do sistema 2, denotada
por wsp, ou seja, w; = ws, entao os sistemas sao ditos idénticos, e se w; # wy en-
tao os sistemas sdo considerados nao-idénticos. Assim, dois sistemas nao idénticos,
que quando desacoplados, apresentam periodos diferentes, quando acoplados podem
ajustar seus ritmos e comegarem a oscilar com um periodo comum. Este fenomeno é
conhecido como travamento da frequéncia, em que dois sistemas nao idénticos, tendo
suas frequéncias naturais diferentes, quando acoplados podem comecar a oscilar com

uma frequéncia comum.

Se os sistemas vao sincronizar ou nao, isto depende de dois fatores: a intensidade de
acoplamento, denotada por 7, e a diferenga de suas frequéncia naturais, denotada
por Aw. A intensidade de acoplamento, também chamada de forca de acoplamento,
descreve quao fraco ou quao forte é a interacao entre os dois sistemas. A diferenca

da frequéncia natural, Aw = w; — wy, quantifica o quao diferente sdo os sistemas

quando desacoplados.

Existem varios tipos de sincronizagao descritos na literatura. A sincronizagao com-
pleta entre os sistemas ocorre quando a intensidade do acoplamento é muito forte e
os sistemas sao idénticos. Neste caso, as variaveis de estado do sistema, por exem-
plo a varidvel x, tendem a se tornarem idénticas e isto influéncia nao apenas as
frequéncias médias, mas também as amplitudes cadticas. Como um resultado, essas
varidveis podem coincidir (ou quase coincidir), ou seja, z1(t) = x5(t). Um outro tipo

de sincronizagao em sistemas caoticos ¢ a sincronizacao com atraso, quando as varia-

23



veis de estado coincidem uma com a outra depois de um atraso 7 no tempo, ou seja,
x1(t + 7) = 22(t). A sincronizacao generalizada é introduzida para sistemas do tipo
condutor-resposta (mestre - escravo), e significa que hé alguma relagao funcional F

entre as variaveis de estado dos sistemas cadticos acoplados, isto é, xa(t) = Flz1(t)].

Um tipo mais especifico de sincronizacao, a qual é estudada neste trabalho, é a sincro-
nizacao de fase. Esse tipo de sincronizagao acontece quando dois, ou mais sistemas
cadticos estao fracamente acoplados e desenvolvem sincronismo entre suas fases,
enquanto suas amplitudes continuam a evoluir de forma independente (PECORA;
CARROL, 1990; ROSENBLUM et al., 1997; ROSENBLUM et al., 2001). Neste caso, a
intensidade do acoplamento entre os sistemas ¢é relativamente fraca e surge o “trava-
mento da fase” dos sistemas, enquanto suas amplitudes continuam a evoluir de forma
nao correlacionada (PECORA; CARROL, 1990; ROSENBLUM et al., 1997; ROSENBLUM
et al., 2001).

A sincronizacao de fase é reportada em varios sistemas dindmicos naturais e explo-
rada em experimentos laboratoriais, tais como em sistemas neurais (LACHAUX et al.,
1999; LACHAUX et al., 2000), redes complexas (ARENAS et al., 2008), sistemas ecoldgi-
cos (BUCK, 1988; POST; FORCHHAMMER, 2002), matrizes de laser (SUGAWARA et al.,
1994), na astronomia (BJORCK et al., 1996), na comunicagdo (KOCAREV; PARLITZ,
1995), sistemas eletromecénicos (CARROLL; PECORA, 1993; GE; LIN, 2003), sistemas
biolégicos (WINFREE, 1967), sistemas climéticos (VIEIRA, 1999) e em conjunto de
dados fisioldgicos (QUIROGA et al., 2002), tais como no sistema cardiaco (MICHAELS
et al., 1987) e no sistema cardiorrespiratério (IATSENKO et al., 2013; SCHAFER et al.,
1999).

Para investigar a ocorréncia dessa forma de sincronizacao, primeiramente, uma va-
riavel fase, denotada por ¢, deve ser definida e calculada para ambos os sistemas em

estudo.

Em seguida, a sincronizacao de fase entre dois sistemas 1,2 ocorre se a diferenca
entre as fases ¢y 5(t) ¢é limitada por alguma constante, ou seja, é necessario verificar

a condicao de sincronizacao de fase dada por

Ag1a(t) = |pa(t) — ¢1(t)| < const < 2, (3.3)
em que ¢q(t) é a fase do sistema 1 e ¢5(t) é a fase do sistema 2.

Nota-se que a diferenca de fase no estado sincrono nao é necessariamente constante,
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mas pode oscilar em torno de um valor constante. Assim, no regime sincrono a

diferenca de fase é limitada, caso contrario, cresce infinitamente.

A seguir, descreve-se sucintamente sobre as formas de acoplamento possiveis entre

dois sistemas.
Formas de Acoplamento

O estudo do fenémeno de sincronizagao esté relacionado com a interagdo (comuni-
cagdo) entre dois ou mais sistemas. Essa interacao entre os sistemas é descrita por
uma func¢ao de acoplamento. O acoplamento pode ser entre dois sistemas ou de um
sistema por uma forcante externa. Basicamente, os sistemas podem estar acoplados

de duas formas: unidirecionalmente ou bidirecionalmente.

Quando a evolucao de um dos sistemas acoplados permanece inalterada tem-se o
acoplamento unidirecional ou também chamado de acoplamento condutor-resposta
(mestre - escravo). Neste tipo de acoplamento um sistema denominado condutor atua
sobre os demais, chamados de resposta, sem reciprocidade, conforme a representagao
ilustrada na Figura 3.2(a). Em (PIKOVSKY et al., 2001) apresenta-se como exemplo
de agoes unidirecionais os relogios biologicos que regulam os ritmos circadianos de
células e os organismos controlados pelos ritmos periédicos provenientes da rotagao

da Terra em torno de seu eixo e ao redor do sol.

Matematicamente, pode-se escrever um sistema acoplado unidirecionalmente por

meio das equacoes

.fl = .7:(:161)

3.4
Ty = F(x2) + 1 (21 — 2) o0

em que 7 ¢ o sistema condutor, x5 é o sistema resposta, 1 determina a intensidade
ou forca de acoplamento entre os sistemas, x; e x sdo as variaveis do sistema e F

é a dinamica propria do sistema.

Ao contréario, quando ambos os sistemas estao conectados, de modo em que eles se
influenciam mutuamente em seus comportamentos, tem-se o chamado acoplamento
bidirecional. Neste caso, os sistemas se influenciam mutuamente, conforme repre-

sentado na Figura 3.2(b). Pode-se escrever um sistema acoplado bidirecionalmente
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por meio das equacgoes

Zy = F(x1) +n (22 — 1)

3.5
Ty = F(x2) + 1 (21 — 72) &

A Figura 3.2 mostra um esquema de um acoplamento unidirecional em (a) e de um
acoplamento bidirecional em (b) por meio das variaveis x de dois sistemas, denotadas

por xry € Ta.

ED—C)
H—® =

(a) (b)

Figura 3.2 - Esquema ilustrando duas formas possiveis de acoplamento: em (a) acopla-
mento unidirecional e em (b) bidirecional. As setas indicam o sentido da
influéncia entre os dois sistemas.

3.2 Sincronizagao de fase em sistemas periédicos

Primeiramente o fendomeno de sincronizagao foi investigado em sistemas periédicos,

nos quais as oscilagoes sao periddicas, isto é, repetem-se depois de um periodo T

Nestes sistemas, a dindmica das oscilagoes no espago de fase (o grafico das varidveis
y versus x é chamado o retrato ou espago de fase do sistema) corresponde a uma
curva fechada, chamada ciclo limite, conforme ilustrado na Figura 3.3. Nota-se da
Figura 3.3(a) que a curva fechada (curva em negrito) no espago de fase atrai todas
as trajetorias de sua vizinhanca, e por isso é chamada de ciclo limite. As mesmas
trajetérias sdo mostradas considerando o tempo t versus a variavel x do sistema no
item (b).

Uma caracteristica comum notavel de tais sistemas periddicos é a capacidade de se
tornarem sincronizados (ROSENBLUM; PIKOVSKY, 2003). Esta habilidade é baseada
na existéncia de uma variavel especial denominada fase. Entende-se a fase como

sendo uma quantidade que cresce 2w dentro de um ciclo oscilatorio, proporcional a
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Figura 3.3 - Em (a) ciclo limite e em (b) tempo ¢ versus a varidvel x do sistema. Adaptado
de (PIKOVSKY et al., 2001).

fracdo do periodo 7', conforme pode ser visualizado na Figura 3.4.

A fase pode também ser interpretada explorando a imagem do ciclo limite e o ponto
de fase no plano em coordenadas polares, conforme ilustrado na Figura 3.4 a direita.
O ponto de fase gira, por exemplo, no sentido anti-horario com uma determinada
velocidade angular, de modo que durante o periodo de oscilagao T' faz uma rotagao
em torno da origem e a fase ¢(t) aumenta por um fator de 27. Assim, a fase ¢
pode ser introduzida como uma variavel ao longo do ciclo limite, de tal forma que
ela cresce monotonicamente na direcdo do movimento e ganha 27 durante cada

rotacao. Matematicamente, a fase deve obedecer a equacgao

a = Wo, (36)

2
em que wy = T é a frequéncia natural do sistema.
0

A fase ¢ corresponde a variavel que parametriza o movimento ao longo do ciclo limite
estavel, isto €, ao longo da direcao onde nao hé contracao nem expansao do volume no
espaco de estado de um sistema dinamico autéonomo de tempo continuo. Esta direcao
no espago de fase corresponde ao expoente de Lyapunov de valor zero. Nota-se que,
pequenas perturbagoes (por exemplo por meio de uma for¢ante periédica externa
ou outro sistema acoplado) podem causar grandes desvios da fase, contrariamente
a amplitude, que é apenas ligeiramente perturbada. A principal consequéncia deste
fato é que a fase pode ser facilmente ajustada (travada), e como resultado, o sistema
pode ser sincronizado (ROSENBLUM; PIKOVSKY, 2003).

A fase nao fornece nenhuma informagao nova ao sistema, mas sua vantagem torna-se
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Figura 3.4 - A fase de um sistema periddico cresce de maneira uniforme no tempo e acu-
mula 27 em cada periodo. Na parte superior da figura ilustra-se o tempo ¢
versus a variavel x do sistema e, na parte inferior o tempo ¢ versus a fase ¢ e
o perfodo T do sistema. A direita da figura apresenta-se a rotacio do ponto
de fase ao longo do ciclo limite sendo que suas coordenadas polares corres-
pondem a fase ¢ e a amplitude A da oscilagdo. Adaptado de (PIKOVSKY et

al., 2001).

evidente se a diferenca de fase, A¢, é considerada. Caso ¢o — ¢1 = 0, diz-se que os

sistemas estao em fase, conforme ilustra-se na Figura 3.5(a); se ¢o — ¢1 =~ 7 diz-se

que os sistemas estao em anti-fase, conforme ilustra-se na Figura 3.5(b).

 H .“

Figura 3.5 - Em (a) a varidvel = de dois sistemas nao idénticos encontram-se em fase e em
(b) em anti-fase. A varidvel x é denotada por linha continua para um sistema
e por linha tracejada para o outro sistema. Adaptado de (PIKOVSKY et al.,

2001).
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E importante ressaltar que a sincronizagao nao aparece como a igualdade entre as
fases dos sistemas, mas como o aparecimento de uma diferenca de fase constante
A¢ = ¢o — ¢1 = const, sendo que ¢s € a fase obtida da andlise do sistema 2 e ¢, é

a fase obtida da anélise do sistema 1.

A sincronizacao é também muitas vezes descrita em termos de bloqueio (travamento)
na fase, onde o movimento nao-sincronico corresponde a um crescimento ilimitado

da diferenca de fase, enquanto que, no estado sincrono a diferenca de fase é limitada.

A diferenca de fase pode apresentar épocas em que é quase constante, e outras épocas
em que, a diferenca de fase muda de forma relativamente rapida por um fator de
27. Essa mudanca rapida que aparece praticamente como um salto muitas vezes é

chamada de deslizamento de fase (do inglés, phase slips).

Na Figura 3.6, ilustra-se a diferenca de fase em (b) para diferentes valores de inten-
sidade de acoplamento 7. Os valores de 7 sdo indicados em (a), por meio dos pontos
1—5, dentro e fora da regiao de sincronizacao dada pelo grafico da lingua de Arnold
(frequéncia w para diferentes intensidades de n). No estado sincrono, referente aos
pontos 1 e 2, a diferenca de fase é constante, conforme visto nas linhas 1 e 2 em (b),
sendo zero no centro da lingua e diferente de zero caso contrario. Do lado de fora
da lingua de Arnold, a dindmica da fase sdo intermitentes, ou seja, a diferenca de
fase aparece como uma sequéncia de saltos réapidos (deslizamentos) intercalados com
épocas de comportamento quase sincrono, conforme pode ser visto no ponto 3 e na
diferenca de fase dada pela linha 3. Afastando-se da fronteira da lingua, a dindmica
da fase tende ao crescimento uniforme, conforme ilustrado pelos pontos e curvas 4
e 5. A transi¢do para a borda direita da lingua ocorre de forma semelhante, apenas

a diferenca de fase agora diminui.

Portanto, uma possivel condi¢ao para verificar se dois sistemas estao sincronizados
em fase é analisar
|ngs — meoy| < const (3.7)

com n,m € Z.
A seguir, explora-se o fato de que o fendmeno de sincronizacao de fase foi também
detectado e analisado em sistemas dindmicos cadticos acoplados (BOCCALETTI et

al., 2002; CARROLL; PECORA, 1991; HEAGY et al., 1994; PECORA; CARROL, 1990;
ROSENBLUM et al., 1996; ROSENBLUM et al., 1997).
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Figura 3.6 - Em (a) a lingua de Arnold e em (b) a diferenca de fase ao longo do tempo.
Adaptado de (PIKOVSKY et al., 2001).

3.3 Sincronizagao de fase em sistemas cadticos

Existem sistemas naturais oscilatérios que apresentam um comportamento cadtico
e, tais sistemas quando acoplados, sdo também capazes de apresentar o fendmeno

de sincronizacao.

Neste caso, como caracterizar o ritmo de um sistema caético? Como o processo é
irregular, nao consegue-se definir seu periodo conforme definido para sistemas perio-
dicos. Em vez disso, pode-se determinar um tempo entre dois eventos semelhantes

nas séries temporais, por exemplo, entre dois maximos da variavel x do sistema.

Assim, a frequéncia média observada do sistema pode ser calculada como:
N,
Q = lim 27 Tt (3.8)

em que V; é o numero de interse¢oes da trajetoria da fase com a se¢ao de Poincaré,
durante o tempo de observacao t. No caso mais simples pode-se, por exemplo, con-
siderar N; como o nimero de maximos presentes em uma das variaveis do sistema

dentro do intervalo ¢.

Com o calculo das frequéncias médias pode-se descrever o comportamento coletivo
das interacoes em sistemas cadticos, da mesma forma como para sistemas periddicos.
A ideia principal da sincronizagao de fase em sistemas cadticos é que essa frequéncia
pode ser travada por uma forca externa peridédica ou pelo acoplamento com um

outro sistema cadtico.
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A condicao para verificar se dois sistemas estao sincronizados em fase é a mesma

apresentada na Equacao 3.7 dada para sistemas periddicos.

Outros calculos podem ser realizados, a partir da fase, com o objetivo de medir a
sincronizacao de fase em sistemas cadticos. Como por exemplo, em (MORMANN et
al.,, 2000) calcula-se a coeréncia média da fase e, em (TASS et al., 1998) propoem-se
dois indices de sincroniza¢ao. Em (QUIROGA et al., 2002) descreve-se a sincronizacao
usando vérias medidas lineares e ndo-lineares e em (LACHAUX et al., 1999) apresenta-
se uma medida, denominada phase-locking statistics (PLS), a qual é utilizada para

quantificar a estabilidade da diferenca de fase.

O problema reside em como calcular a fase de sistemas caodticos. A fase pode ser
obtida facilmente para sistemas periédicos e para sistemas cadticos que apresentam
atratores que espiralam em torno de algum ponto fixo em uma projecao bidimensi-

onal, como no caso do atrator do sistema de Rossler mostrado na Fig. 2.1(a).

Quando se consideram sistemas dindmicos cadticos nao se tem uma defini¢cao precisa
de fase e, em contraste com o caso de sistemas periédicos, o crescimento da fase de um
sistema caético nao é necessariamente uniforme (maiores detalhes em (PIKOVSKY et
al., 2001)).

De modo geral, é dificil obter a fase de sistemas cadticos que apresentam atratores do
tipo “funil”, como no caso do atrator do sistema de Réssler mostrado na Fig. 2.1(b);
ou calcular a fase a partir de séries temporais provenientes de conjunto de dados

experimentais.

Existem alguns métodos para a obtengdo da fase em sistemas cadticos. Um deles é
construir um mapa de Poincaré para o sistema cadtico em estudo e, em seguida, para
cada parte da trajetoria entre duas se¢oes transversais com esta superficie, definir a
fase como uma func¢ao linear no tempo, de modo que a fase acumula 27 com cada

retorno a superficie da secao de Poincaré, ou seja,

t—1
op(t) =2n——"— +271n (3.9)
tn—i—l - tn
em que t, <t < t,.1 e sendo t, o tempo do n-ésimo cruzamento da superficie
secante. Porém existe uma ambiguidade na escolha da secao de Poincaré e, conse-

quentemente, essa ambiguidade reflete-se na definicao da fase.

Uma outra forma de calcular a fase de sistemas caodticos pode ser obtida por meio

do conceito de sinal analitico baseado na transformada de Hilbert (ROSENBLUM; PI-
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KOVSKY, 2003). Para uma descri¢ao da transformada de Hilbert veja o Apéndice A.

Uma outra maneira usual de se obter a fase é por meio da funcao arco-tangente.
Neste caso, se a projecao do atrator for encontrada, pode-se introduzir a fase como
sendo um angulo entre uma certa dire¢do de referéncia fixa (na projecao) e o vetor

tracado desde a origem até o ponto para o qual quer-se determinar a fase.

Atualmente, a transformada wavelet continua tem sido utilizada para obtencao da
fase de um sistema. Koronovskii e Hramov (2004b) apresenta um método baseado
no calculo de uma familia de fases para um sistema cadtico usando uma transfor-
mada wavelet continua. J& em (POSTNIKOV, 2007; POSTNIKOV, 2009) utiliza-se a
transformada wavelet continua com wavelet analisadora de Morlet para calcular a
fase de sistemas caoticos de Rossler e o conceito de fase wavelet ou sincronizagao
tempo-escala em sistemas cadticos é explorado. Em (QUYEN et al., 2001) apresenta-se
uma comparacao direta entre o uso da transformada de Hilbert e da transformada

wavelet continua no célculo da fase.

No Capitulo 5 apresenta-se o método wavelet dt-cwt proposto neste trabalho para

calcular a fase de sistemas cadticos e de conjuntos de dados experimentais.
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4 WAVELET

Neste capitulo apresentam-se conceitos relacionados a teoria das wavelets. Primeira-
mente, descreve-se uma introdugdo as wavelets (Se¢ao 4.1). Em seguida, na Sec¢ao 4.2,
apresenta-se sucintamente a transformada wavelet em suas formas continua e dis-
creta. Na Secdo 4.3 explora-se a transformada wavelet complexa dual-tree, a qual
¢ utilizada neste trabalho para obter a fase de sistemas cadticos e de conjuntos de

dados experimentais.
4.1 Introducao

A maioria das observacoes e simulagoes de processos naturais sao registradas a par-
tir de uma série temporal. Atualmente, encontram-se na literatura varias técnicas
de analise de séries temporais, sendo que cada uma possui suas vantagens e desvan-

tagens.

Uma técnica bastante conhecida ¢ a Transformada de Fourier (TF) a qual utiliza
fungoes bases senoidais (senos e cossenos) para analisar uma série temporal no do-
minio da frequéncia (veja Apéndice A). Uma desvantagem desta transformada é a
sua inviabilidade na investigacao de fendmenos provenientes de séries temporais nao-
estaciondrias ou mesmo séries que sofrem variagoes bruscas de frequéncia (FARGE,
1992). Outra técnica conhecida é a chamada Transformada Janelada de Fourier
(TJF), a qual é uma versao da TF que utiliza janelas fixas no tempo, sendo que,
essa transformada nao consegue-se capturar variagoes de altas e baixas frequéncias

simultaneamente (veja apéndice A).

Devido as caracteristicas encontradas na TF e da TJF uma possivel solucao é encon-
trar uma técnica que possua janelas moveis, no tempo ou no espaco, que se dilatam
ou se comprimem para capturar baixas e altas frequéncias presentes na série tem-
poral a ser analisada. Essa técnica é conhecida como Transformada Wawvelet (do
inglés, Wavelet Transform - WT) e foi originalmente empregada na andlise de sinais
sismicos na Geofisica (MORLET, 1983; MALLAT, 1989).

O termo wavelet associa-se a ideia de “ondas pequenas”, as quais sao ondas locali-
zadas, isto é, ondas que crescem e decaem em um periodo limitado de tempo. As

wavelets sao um conjunto de fungoes com forma de pequenas ondas geradas por
1 t

translagoes ¥, (t) = ¥o(t — n) e escalonamentos 1°(t) = NE o <> de uma fungao
B s

wavelet, denotada por 1y(t) e denominada wavelet analisadora. Os pardmetros sao

s,nm € R, s # 0, em que n representa o deslocamento no tempo/espago, e s o fator
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de escala. Quando s > 0 temos a dilatagao e s < 0 a contracao da wavelet 1)y(t).

Assim, as wavelets podem ser construidas por meio da equacao

ba(t) = \}5% (t;") (4.1)

1
O fator 7 é chamado de constante de normalizacdo da energia de cada wavelet
s

de forma a manter a mesma energia da wavelet analisadora, ou seja, a soma das

energias de todas as wavelets resulta na energia total da transformada.

As fungoes wavelets podem ser complexas ou reais, simétricas ou assimétricas, com
funcoes definidas explicitamente ou nao. Dois requisitos importantes devem ser sa-
tisfeitos para uma fungao ser considerada uma wavelet. O primeiro requisito é conhe-

+oo
cido como condi¢io de admissibilidade e é dado por [ (t)dt = 0. Essa condic¢ao

—0o
garante que a funcdo wavelet assuma uma forma do tipo onda e assegura a existén-

cia da transformada wavelet inversa. O segundo requisito é que a wavelet apresente

energia unitdria, ou seja +foo ]w(t)]2 dt = 1, garantindo o suporte compacto, ou um
rapido decaimento de ampﬁtude (e-folding time) e, possibilitando a sua localizagao
espacial. Assim, as fungoes wavelet possuem a propriedade basica de dupla locali-
zacdo: em frequéncia e em tempo, com uma relacao intrinseca entre elas, arbitrada

pelo principio da Incerteza de Heisenberg.

Esses dois requisitos acima descritos sdo equivalente a dizer que ¥(t) é quadra-
ticamente integravel, ou seja, que a wavelet pertence ao conjunto das funcoes de
quadrado integravel L?(R) dentro do conjunto dos niimeros reais R, para maiores
informagoes veja (DAUBECHIES, 1992). Isso também sugere que ¢(t) tende a oscilar
acima e abaixo do eixo t e que tem sua energia localizada em uma certa regiao, ja

que ela é finita.

Ha& varios tipos de wavelet analisadora, sendo que cada tipo possui uma melhor ou
pior localizagdo nos dominios da frequéncia e/ou do tempo. E necessario escolher
a wavelet analisadora conveniente de acordo com a série temporal estudada e os

objetivos almejados, para detalhes veja (DOMINGUES et al., 2005).

Morlet (1983) propds uma das primeiras wavelet de interesse na anélise de sinais. Em
sua investigacao de sinais geofisicos na exploracao de petroleo, utilizou uma wavelet
complexa formada por uma onda plana modulada por uma fungao gaussiana, para

maiores detalhes veja o Apéndice D.
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A seguir, apresenta-se sucintamente sobre a Transformada Wavelet, descrevendo

brevemente suas formas continua e discreta.
4.2 Transformada Wavelet

Quando se aplica uma transformada em uma série temporal deseja-se mapear a série
em um outro dominio, sem no entanto, mudar o conteiido da informacao presente
na mesma. As transformacoes sdo importantes em andlise de séries temporais por-
que no dominio transformado algumas propriedades relevantes da série ficam mais

evidentes.

Devido as limitagoes da TF e da TJF surge a necessidade de uma transformada
que possibilite uma andlise com janelas flexiveis e cuja largura e altura variam no
plano tempo-frequéncia. Assim surge a Transformada Wavelet (do inglés, Wavelet
Transform - WT), que ao contrario das fungoes de bases senoidais utilizadas na TF

ou da janela fixa, utilizada na TJF, utiliza uma familia de fungdes wavelets.

A Figura 4.2 ilustra um esquema do plano tempo-frequéncia, ou seja, t versus f das

transformadas de Fourier, Janelada e Wawvelet.

f f f

> >

t t t

Figura 4.1 - Tlustragdo esquematica do plano tempo-frequéncia, ou seja, t versus f das trés
transformadas, TF, TJF e WT.

A WT é uma transformada linear que pode ser utilizada na andlise de séries tempo-
rais nao estaciondrias para extrair informagoes das variagoes na frequéncia ao longo
do tempo e para detectar estruturas temporalmente e/ou espacialmente localiza-
das (GRAPS, 1995).
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Desde seu surgimento até os dias atuais, a WT tem sido aplicada com grande sucesso
em diversos campos da ciéncia, tais como na codificacao de imagens (ANTONINT et al.,
1992), em sistemas biol6gicos (ARNEODO et al., 1996; BOLES, 1998), processamento
de sinais (COIFMAN et al., 1992), turbuléncia (FARGE et al., 1996), reducdo de ruido
em imagem (PORTILLA et al., 2003), computacao grafica (STOLLNITZ et al., 1995),
classificacao de imagens (XIAOOU; STEWART, 2000) e em muitas outras aplicagoes.

Quando os parametros de escala s e translacao n sdo continuos, tem-se a chamada
Transformada Wavelet Continua, a qual transforma um sinal unidimensional no
tempo em uma representagao bi-dimensional (tempo, escala) que pode ser alta-
mente redundante. A fim de se obter uma descricdo mais eficiente para a WT, a
Transformada Wauvelet Discreta foi introduzida, na qual os valores dos parametros

sao discretizados.
A seguir, apresenta-se brevemente sobre essas duas formas da Transformada Wavelet.
4.2.1 Transformada Wavelet Continua

A Transformada Wavelet Continua (do inglés, Continuous Wavelet Transform -
CWT) é uma ferramenta que permite decompor a série temporal em diferentes

componentes frequenciais.

A CWT em L*(R) pode ser definida como

Wi — \}g " s (t;”) d. (4.2)

em que f(t) é a série temporal, s,n € R, s # 0 e (*) denota o complexo conjugado.

O termo —= ¢é um fator de normalizacao da energia do sinal.

NG
Similarmente a TF, em wavelet tem-se o espectrograma, mais conhecido como es-
calograma, o qual representa as amplitudes quadradas do médulo dos coeficientes

wavelet e sao interpretados como a distribuicao de energia da série temporal no

tempo t e escala s.

O espectro wavelet global é a integracdo no tempo do escalograma, ou seja,

Sy(s) = / W (s,t) dt. (4.3)
A amplitude do coeficiente wavelet esta associada a regularidade local da série tem-
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poral analisada, sendo que quanto menor é a suavidade local da série, maior é a

amplitude dos coeficientes wavelet nessa regiao.
A seguir, descreve-se sobre a Transformada Wawvelet Discreta.
4.2.2 Transformada Wavelet Discreta

Na Transformada Wavelet Discreta (do inglés, Discrete Wavelet Transform - DWT)
os parametros de dilatacao e translagdo nao variam continuamente, como no caso

da CWT, mas sim discretamente.

Dependo da aplicagao, os valores dos parametros s,n podem ser considerados em
uma grade discreta, fixando um passo de dilatacao sy > 1 e um passo de translagao

ng # 0. Assim, a familia de wavelets, para j, k € Z podem ser escritas como

i) = — w(t_’“””g>

J
sg 50

(4.4)
Dit) = 5072 (sg 7t — ko)

Note que isso corresponde a s = sj e n = kngs] indicando que o pardmetro de

translacao n depende da taxa de dilatagao escolhida.

Se assumir dilatacoes binarias e translagoes unitarias, isto é, so = 2 e ng = 1, a
funcao wavelet torna-se

Vi) =272 927t — k) (4.5)

e constitui uma base ortonormal para L*(R). Dessa forma, tem-se uma amostragem

diadica que é mais adequada para calculos computacionais.

A DWT apresenta quatro caracteristicas atrativas importantes, a saber: boa com-
pressao da energia do sinal, reconstrucao perfeita com filtros de suporte pequeno,

pouca redundancia, e um custo computacional baixo (da ordem de N operagoes).

Um conceito importante referente a DWT ¢é a andlise multirresolucao, a qual é

brevemente descrita a seguir.
Analise Multirresolugao

A ferramenta de andlise multirresolucao (MR), desenvolvido por Mallat (1989), tem

como objetivo decompor a série temporal f(¢) em termos de fungées base, como por
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exemplo, a fungdo escala o(t).

Uma MR de L?(R) é construida usando espagos de imersao V7 D V7T tendo como
funcoes base 7, as quais sio uma base de Riesz (DAUBECHIES, 1990; MALLAT,
1989; CASTILHO et al., 2012). A unido destes espagos é dada por |J V7 = L?(R);
j€Z
a intersecgao é | V? = {0} e suas funcdes apresentam propriedades de escala
jez

f(t) e VI & f(2t) € VIt Vj € Z e de invariancia do deslocamento f(t) € V° <
f(t—n) eV VneZ.

Uma propriedade importante na MR é a existéncia de uma funcao de escala ¢, ou
seja, Jp € VO {p(t —k)}, k € Z, e que é uma base de Riesz de V'. A fungdo de
escala ¢ é usada para construir bases wavelets sendo que a MR requer uma base

para cada espaco V7. Em outros subespacos V770 define-se
ph(t) = 272 p(2t — k) (4.6)
em que o indice j denota a escala e k indica o deslocamento inteiro.

A diferenca entre dois espacos V7 e V! é chamado o espaco detalhe D7, onde as
fungoes wavelets sao bases de Riesz, como descrito em (MALLAT, 1989; MALLAT,
2008). O espago D’ contém as informagoes necessarias para ir de V7 para V7it! e

sao extraidas da série temporal original usando a fungao wavelet ¥ (t).

Considerando que a série temporal f(t) pode ser representada de uma forma multi-
escala, tem-se que a funcao de escala ¢ e sua funcao wavelet associada 1 sao dadas

por meio da equacao

f&)y=2" chen()+ > divi(t) (4.7)

n€Z JmEZ

em que ¢’ sdo os coeficientes de escala, e d?, sdao os coeficientes wavelet.

Os coeficientes podem ser descritos pelas equacoes

(4.8)

Estes coeficientes sao geralmente calculados usando um algoritmo eficiente baseado

em convolugoes da série temporal analisada f(t) com um filtro passa-baixa de tempo
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discreto hy e um filtro passa-alta h; e por meio de operagoes de sub-amostragem
1 2. Isto é chamado o algoritmo de Mallat (MALLAT, 1989; MALLAT, 2008) e é a
propria DWT.

Os coeficientes ¢/ e dJ estdo associados aos filtros hg e hy, respectivamente e, apre-

sentam uma relagao de escala dada por

ng - Z ho(k) szjm dZL = Z h1<k) CZL_—%W
k€EZ keZ

em que uma possibilidade é escolher hy(k) = (—1)¥ ho(1 — k). Portanto, as seguintes

relacdes podem ser obtidas

en(t) =D ho(n) o7, (1),
. ! , (4.9)
Vi) = h(n) i~ (1)

n

A Figura 4.2 ilustra um esquema da decomposigao em trés escalas (Jpa.x = 3) de uma
dada série temporal real f(t) por meio da DWT. A série temporal f(¢) é analisada
independentemente e simultaneamente usando os filtros hg e h;y, 0s quais juntos
constituem um banco de filtros. Depois da filtragem, as séries temporais obtidas sdo
decimadas (sub-amostragem) por um fator de 2 (sub-amostrar um sinal de entrada
por um fator de 2, denotado como | 2, refere-se a extrair uma amostra a cada duas,
de modo que o sinal de saida tera a metade do niimero de amostras do sinal de
entrada). O resultado sera dois coeficientes na escala j = 1 dados respectivamente

pelas seguintes convolugoes (denotada por )
cl=1[z % hll2,  d'=[x * hy]l2
Nas escalas j = 2 e Jpax = 3 tem-se

c*=[hy * ¢ {2, d?> =1[hy *c'] |2,
c® =[ho * ¢ |2, d®>=1[hy *c? |2

O uso de banco de filtros proporciona uma forma conveniente para construcao de
fungoes de escala ¢ e fungdes wavelets 1 com propriedades desejaveis tal como

suporte compacto no tempo e rapido decaimento na frequéncia, a fim de garantir
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Figura 4.2 - Esquema da decomposigdo da série temporal real f(t) em trés escalas, j = 1,
7 =2 e Jnax = 3 utilizando a DWT.

que a andlise seja tanto possivel localmente quanto na frequéncia (DAUBECHIES,

1992).

Apesar da sua eficiéncia, aplicabilidade e de seu algoritmo computacional eficiente, a
DWT apresenta quatro deficiéncias fundamentais, conforme exposto em (SELESNICK
et al., 2005). A primeira deficiéncia sdo as oscilagdes, como as wavelets sao fungoes
passa-banda, os coeficientes wavelets tendem a oscilar positiva e negativamente em
torno de singularidades, complicando a analise da série temporal. Um segundo pro-
blema ¢ a variancia a deslocamentos, ou seja, um pequeno deslocamento presente na
entrada da série temporal pode causar grandes variacoes na distribuicao da energia
entre os coeficientes wavelet em diferentes escalas. Um terceiro inconveniente é o
aliasing que surge devido ao fato dos coeficientes serem calculados por meio de ope-
racoes iteradas de sub-amostragens em tempo discreto intercaladas com filtros nao
ideais passa-baixa e passa-alta. E, quando se trabalha em duas ou mais dimensoes,

tem-se o problema da falta de direcionalidade.

Em Selesnick et al. (2005) uma possivel solugdo para sanar essas quatro deficién-
cias da DWT ¢é apresentada fazendo-se uso de wawvelets complexas. A chave para
a construcao de wavelets complexas é notar que a TF nao apresenta os problemas
acima descritos, ou seja, na TF a magnitude nao oscila positiva e negativamente,
¢ invariante a deslocamentos e apresenta uma fase de deslocamento linear simples
(SELESNICK et al., 2005). Outro fator importante é que os coeficientes de Fourier nao
sofrem aliasing e as bases senoidais sdo ondas planas direcionais (SELESNICK et al.,
2005).

A seguir, exploram-se conceitos relacionados a Transformada Wavelet Complexa
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Dual-Tree, a qual apresenta propriedades atrativas da TF, incluindo uma magnitude
suave, nao oscilante, e quase invariante ao deslocamento, com aliasing reduzido e

wavelets direcionais em altas dimensoes (SELESNICK et al., 2005).

Essa transformada é a base do método wavelet dt-cwt, proposto neste trabalho no
Capitulo 5, que tem como objetivo calcular a fase de sistemas cadticos e de conjuntos

de dados experimentais.
4.3 Transformada Wavelet Complexa Dual-Tree

A Transformada Wavelet Complexa Dual-Tree (do inglés, Dual-Tree Complex Wa-
velet Transform - DT-CW'T) é uma transformada construida utilizando-se dos fun-

damentos tedricos provenientes da teoria matematica e da teoria de banco de filtros.

Nick Kingsbury em 1998 construiu essa transformada wavelet complexa quase-
ortogonal com banco de filtros e algoritmos rapidos, conforme pode ser visto
em (KINGSBURY, 1998).

As principais caracteristicas desta transformada s@o: o baixo custo computacional
quando comparada a CWT com wavelet analisadora de Morlet, a possibilidade de
uma reconstrucao perfeita com filtros de suporte pequeno, sua boa invaridncia a
deslocamentos e sua redundancia limitada de 2 : 1 em uma série temporal unidimen-
sional. Maiores detalhes sobre essas caracteristicas sao discutidas em (SELESNICK et

al., 2005).

Na pratica, a DT-CWT emprega duas DWT reais. A primeira DWT, também de-
nominada banco de filtro superior ou arvore superior, esta associada com os filtros
passa-baixa iy e passa-alta fi1. Ela calcula o coeficiente wavelet real d° o qual serd
utilizado como a parte real dos coeficientes wavelet complexo d’. A segunda DWT,
também denominada banco de filtro inferior ou arvore inferior, ¢ composta de filtros
passa-baixa h, e passa-alta h,. Similarmente, ela calcula d’, a qual contribui para

a parte imaginaria de d”’.
Assim, o coeficiente wavelet complexo d’ pode ser escrito como

d/=d’ +1d7. (4.10)

A Figura 4.3 apresenta um esquema da decomposi¢ao da série temporal f(t) em trés
escalas 1 =1, j = 2 e Jy4: = 3 utilizando-se a DT-CWT.
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Figura 4.3 - Representagdao esquematica da decomposicao da série temporal f(t) em trés
escalas j = 1, j = 2 e Jpqe = 3 utilizando-se a DT-CWT.

A notac@o * ¢é incluida nos filtros utilizados na primeira escala, isto é, h§ e h} os
quais sao filtros diferentes dos utilizados nas demais escalas e sdo iguais para ambas
as DWT’s. Nesta representacao, J,,.. = 3, as saidas desejaveis, neste trabalho, desta
DT-CWT sao
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Essa transformada tem também como saida usual os coeficientes de escala complexos

c’ma= que nao sao usados neste trabalho.

Note que, devido a sub-amostragem, em cada escala de decomposicao j o niimero

de pontos na série temporal é reduzido por um fator de 2. Assim, quando j = 1,

N . N
tem-se 5 pontos; em 7 = 2, tem-se 1 pontos e assim sucessivamente.

A fim de satisfazer as condi¢oes de reconstrucao perfeita da série temporal, os fil-
tros sdo construidos de modo que a wavelet complexa ¥ (t) = P (t) + 1¢(t) seja

aproximadamente analitica.

Um fator importante é que ¢(¢) é aproximadamente o par de Hilbert de ¢ (), em ou-
tras palavras ¢(t) ~ H{y(t)}, em que H denota a transformada de Hilbert (KINGS-
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BURY, 1999; KINGSBURY, 2000; KINGSBURY, 2001).

A DT-CWT tem a importante propriedade de quase invariancia a deslocamentos, a
qual pode ser entendida de duas diferentes formas. Primeiro, desde que as wavelets
real e imaginaria sao um par de Hilbert uma da outra, os coeficientes wavelet real e
imaginario interpolam um o outro. Segundo, desde que utilizam-se de duas DWT’s,
o efeito de decimacao por dois em cada escala é diminuido, o qual reduz a quantidade
de aliasing (SELESNICK et al., 2005).

Quando a DT-CWT ¢ aplicada em uma série temporal real, a saida dos bancos de
filtros superior e inferior, conforme ilustrado na Figura 4.3, serd as partes real e
imaginaria dos coeficientes complexos, e pode-se armazena-los separadamente. No
entanto, se a DT-CWT ¢é aplicada a uma série temporal de valor complexo, entao
a saida de ambos os bancos de filtros superior e inferior serao complexos, e nao é

correto classificd-los como as partes real e imaginaria.

Considerando uma série temporal real de N pontos, tem-se 2 N coeficientes comple-
xo0s, mas [N desses coeficientes sao os complexo conjugado dos outros N coeficientes.
No caso de uma série temporal de valor complexo de N pontos resulta em 2N co-
eficientes complexos. Portanto, para ambos os sinais de entrada real e complexo, a
DT-CWT ¢é duas vezes expansiva (SELESNICK et al., 2005).

. 1
Quando as duas DW'T’s reais sao ortonormais e o fator de ﬁ ¢ incluido, ¢ valido

na DT-CWT o teorema da conservagao de energia de Parseval: a energia do sinal

de entrada é igual a energia no dominio wawvelet

S P+1diP)=X1r0) P (4.11)

Jm n

Na inversa da DT-CW'T a parte real e a parte imaginaria sao cada uma invertidas.
Assim, a inversa de cada uma das duas DWT’s reais sao usadas obtendo-se duas
séries temporais reais. A média destas duas séries sdo entao utilizadas para obter
a série temporal reconstruida. A série temporal original f(¢) pode também ser re-
construida a partir de ambas as partes real ou imaginaria sozinha; no entanto, tal

inversa nao apresenta todas as vantagens de uma transformada wavelet analitica.

A DT-CWT ¢ de facil implementacao devido ao fato de nao haver nenhum fluxo
de dados entre as duas DW'T’s reais, sendo assim, elas podem cada uma serem

implementadas usando softwares existentes para a DW'T.
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Deve notar-se que a DT-CWT requer a construcao de filtros novos. Primeiramente,
é necessario um par de conjuntos de filtros escolhidos de modo que as wawvelets cor-
respondentes formem aproximadamente um par de Hilbert. Os filtros existentes para
transformadas wavelets nao devem ser usados para implementar ambas as arvores
da DT-CWT. Por exemplo, pares de filtros wavelets de Daubechies nao satisfa-
zem a condicdo Y(t) ~ H{¢(t)}. Se a DT-CWT ¢ implementada com filtros nao

satisfazendo esta condig¢ao, entdao nao sera obtida a vantagem de wawvelets analiticas.

Ha varias abordagens para a construcao de filtros para a DT-CW'T, as quais con-
forme exposto em (SELESNICK et al., 2005), devem seguir as seguintes propriedades
desejaveis: atraso de metade da amostra, reconstrucao perfeita, suporte finito, mo-

mentos nulos e filtros de fase linear.

No Apéndice B, apresenta-se uma condicao simples que deve ser verificada entre os
filtros utilizados na DT-CW'T, que é a condigao de atraso de metade da amostra,
conforme descrito em (SELESNICK et al., 2005). Neste mesmo Apéndice descrevem-se

sobre os filtros Q-shift e questoes de implementacao no uso dos filtros na DT-CWT.
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5 METODOLOGIA
Neste capitulo apresenta-se o método wavelet dt-cwt desenvolvido neste trabalho.

No Apéndice E descreve-se o método arco tangente, o qual foi utilizado neste tra-

balho a fim de comparar os resultados obtidos por meio do método proposto.

Na Secao 5.1 explora-se o método wavelet dt-cwt, o qual baseia-se na DT-CWT,
para calcular a fase de sistemas cadticos e conjunto de dados experimentais, a partir

de séries temporais.
5.1 Método Wawvelet dt-cwt

Nesta secao, apresenta-se como aplicar o método wavelet dt-cwt proposto, o qual
baseia~se no uso da DT-CW'T (descrito no Capitulo 4, na Secao 4.3), para calcular
a fase de sistemas cadticos e de conjuntos de dados experimentais, a partir de séries

temporais.

Primeiramente, para aplicar o método wavelet dt-cwt é necessario escolher:

e o filtro na primeira escala de decomposi¢do, neste caso, usou-se o filtro
bi-ortogonal Near-Symmetric (13,19) tap filters descritos no Apén-
dice B.

e o filtro nas demais escalas de decomposicao, neste caso utilizou-se o filtro
Q-Shift (14,14) tap filters descritos no Apéndice B.

e quantos niveis de decomposicao a série temporal serd decomposta.
Supondo uma série temporal com N = 2L, pode-se decompor a série em
L = L — 6 escalas. Isso garante que nao haverd os efeitos de borda e a

condicao de admissibilidade da wawvelet serd satisfeita.

A série temporal x é analisada em j niveis de decomposicao, com j =1,..., L. Em
cada nivel de decomposicio j, o coeficiente wavelet complexo d? é obtido por meio
da analise DT-CWT. Como a DT-CWT é uma transformada decimada, na escala
j a dimenséo do vetor contendo os coeficientes d? é igual a N9 = 257 em que N’

denota o nimero de pontos N na escala j.

A energia E7 para cada escala j ¢ calculada como o médulo ao quadrado do coefi-
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ciente wavelet complexo d? por meio da equacio

E¥(n) = |d’(n)

‘ 2

(5.1)

Em seguida, calcula-se o espectro de energia global E/ por meio da equacao

E' =>" E’(n). (5.2)

Posteriormente, procura-se a escala J a qual apresenta a energia global maxima do

sistema utilizando-se a condicao

E’ = maxEJ. (5.3)
J

Depois de encontrada a escala .J, a fase é calculada nesta escala .J, denotada por ¢’
e dada por
¢’ (t) = atan2(d”,d”). (5.4)

, . . . =J
em que d’ é a parte imaginéria do coeficiente wavelet complexo na escala J e d” é a
parte real do coeficiente wavelet complexo na escala J. Para informacoes da fungao

arco-tangente de dois argumentos,atan2, veja o Apéndice C.

A Figura 5.1 ilustra um esquema do método para calcular a fase de uma série

temporal genérica, denotada por x, usando o método wawvelet dt-cwt proposto.

Considera-se, agora, a aplicacado do método descrito acima a dois sistemas cadticos
nao-idénticos acoplados denotados por sistema 1 e sistema 2. Seja a série temporal
da variavel x do sistema 1, denotada por x; e a série temporal da variavel z do
sistema 2, denotada por . Ambas as séries temporais foram obtidas resolvendo-se
o sistema de equagoes por meio de algum método numérico. No caso de conjunto de
dados experimentais, as séries temporais sao provenientes do experimento realizado.
Com o objetivo de calcular a fase de ambos os sistemas, ambas as séries temporais, x;
e xo, sao analisadas individualmente pelo método wavelet dt-cwt proposto, descrito

acima.

Considerando-se dois sistemas, encontra-se a escala de maxima energia, J; e Jo,
para cada sistema, respectivamente. Quando as escalas de maxima energia, J; e Js,
sao diferentes, ou seja, J; # Jy convencionou-se escolher a escala J = min(Jy, Js).

Esta escolha baseia-se em testes realizados e no fato de que o nimero de pontos N
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& complexo
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J B = |di(n)|
E’ = maxE/
calculando J
a fase
(2)

Figura 5.1 - Esquema do método wavelet dt-cwt para calcular a fase de uma série temporal
genérica, denotada por x.

na série temporal da fase ¢(t) é proporcional a escala, isto é, N = 2177 e a série
temporal da fase com maior nimero de pontos é escolhida. Depois de encontrada a

escala J, a fase de cada sistema, ¢{ e ¢y é calculada nesta escala.

Com o objetivo de analisar o fendmeno de sincronizacao de fase entre os sistemas, a

diferenca de fase é calculada por meio da equacao

A¢iy = by — 61, (5.5)

e a condicao de verificagdo para a sincronizacao de fase, dada pela equacao 3.3, é

avaliada.

A Figura 5.2 ilustra a aplicagdo do método wavelet dt-cwt em duas séries temporais,

T1 € Xo.

Quando as escalas de maxima energia nao encontram-se bem definidas ou situam-se
em escalas com baixa resolucao temporal (poucos coeficientes wavelet), é feita uma
analise da energia ao longo do tempo. Desta analise, verifica-se a evolucao temporal

da energia e calcula-se a fase na escala com maior energia ao longo do tempo.
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série temporal série temporal

X1 X2
método método
wavelet dt-cwt wavelet dt-cwt
&l(t) (1)

calculando a Y diferenca de fase

Adia(t) = 3(2) — (1)

avaliando a condicdo
de sincronizac3o de fase

Agblz(t) :| (,)z(t) = ()1(f) ’S const < 2w

Figura 5.2 - Esquema representando o método wavelet dt-cwt sendo aplicado em duas
séries temporais x1 e Ta.
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6 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo exploram-se os resultados obtidos da aplicacdo da metodologia pro-
posta com o objetivo de analisar a sincronizagao de fase em sistemas dinamicos

cadticos e em conjuntos de dados experimentais.

Na Secao 6.1 apresentam-se os resultados obtidos considerando o sistema de Rossler.
Utilizando o sistema de Rossler consideram-se cinco experimentos denotados por
R; com ¢ = 1,..,5. O que diferencia os experimentos um dos outros sao: se os
sistemas estao em regime de fase coerente ou nao coerente; a forma de acoplamento -
bidirecional ou unidirecional e, por meio de qual variavel os sistemas estao acoplados.
Na aplicacao do método wavelet dt-cwt nos experimentos R; consideram-se tanto a
analise utilizando a variavel x de cada sistema quanto a variavel y, a fim de analisar

a aplicabilidade do método em qualquer uma das duas variaveis.

J& os resultados da andlise do sistema de Lorenz sao explorados na Secao 6.2.
Para este sistema consideram-se dois experimentos, denotados por Ly e Ls, 08 quais

diferenciam-se pelos parametros utilizados.

Na Secao 6.3 apresentam-se os resultados obtidos da analise do Modelo de Kuramoto.
O Modelo de Kuramoto foi analisado considerando sua imersao no plano e na faixa

de Mo6ebius, sem e com a adicao de ruido.

Os resultados da analise dos conjuntos de dados experimentais sdo explorados na
Secao 6.4.

6.1 Sistema de Rossler

Nesta secao apresentam-se os resultados obtidos da aplicagdo da metodologia pro-

posta em experimentos envolvendo o sistema de Rossler.

A analise utiliza como entrada para o método wavelet dt-cwt a variavel x de cada
sistema. A fim de estudar a aplicabilidade do método em qualquer uma das variaveis

do sistema, a variavel y de cada sistema também foi analisada.
6.1.1 Sistema Desacoplado

Nesta subsecao tem-se uma andlise do sistema de Rossler desacoplado, o qual foi

descrito no Capitulo 2 na Subsegao 2.1.1.

A Figura 6.1 ilustra o espectro de energia wavelet, denotado por E’, e a fase, deno-
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tada por ¢, obtidos da analise do sistema de Rossler considerando em (a,b) regime

de fase coerente e em (c, d) regime de fase nao coerente. Nota-se que, para ambos os

regimes, coerente e nao coerente, e utilizando ambas as variaveis do sistema, = e y,

a escala de maxima energia encontrada é a escala J = 9 e, a fase é calculada nesta

escala. A fase, para ambos os regimes, cresce uniformemente ao longo do tempo

indicando assim que o método foi capaz de calcular corretamente a mesma.
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Figura 6.1 - Espectro de energia wavelet Egyy e a fase qﬁizg obtidos da anédlise do sistema
de Rossler desacoplado em regime de fase coerente em (a,b) e ndo coerente
em (c,d). Aqui, a notacdo E, e E, representa a energia calculada utilizando
as varidveis x e y do sistema, respectivamente. J4, ¢g:9 e qﬁizg indica a
fase calculada utilizando as varidveis x e y do sistema, respectivamente e
considerando a escala de maxima energia J = 9.
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6.1.2 Sistema de Rossler em regime de fase coerente

Nesta subse¢ao apresentam-se os resultados obtidos da andlise de um experimento,
denominado Experimento Ry, o qual considera dois sistemas de Rossler nao-idénticos
em regime de fase coerente acoplados bidirecionalmente por meio da variavel y do

sistema.
6.1.2.1 Experimento R,

Neste experimento consideram-se dois sistemas de Rossler ndao-idénticos em regime
de fase coerente acoplados bidirecionalmente por meio da variavel y do sistema, e

descritos por meio do seguinte sistema de equagoes

T1p=—Wi2Y12 — 21,2
Y12 =wi2%12+ 0,16 Y12+ 1 (Y21 — Y1,2) (6.1)
2120=0,44+212(x12—8,5)

em que wi = 0,98 e wy = 1,02 sdo as frequéncias fundamentais do sistema 1 e 2,
respectivamente. Para a resolucao do sistema utilizou-se o método de Runge-Kutta
de quarta ordem com condigao inicial do sistema 1 sendo (0,1,0) e do sistema 2
sendo (—5,4,5) e passo de integragao de 0,01. A série temporal foi considerada com
N = 2% pontos.

Neste experimento trés diferentes intensidades de acoplamento 7 sao consideradas,
a saber, um acoplamento fraco no valor de n = 0,01, um médio de n = 0,035 e um
forte de n = 0, 05.

A Figura 6.2 mostra o espectro de energia wavelet e a fase obtidas da anélise utili-
zando a variavel x e considerando as trés intensidades de acoplamento estudadas. A
Figura 6.3 mostra o espectro de energia wavelet e a fase obtidas da andlise utilizando
a variavel y e considerando as trés intensidades de acoplamento estudadas. Nota-se
que para ambos os casos, utilizando a variavel x ou y, conforme ilustrado em Fig. 6.2
e Fig 6.3, a escala de maxima energia é J = 9 e a fase é calculada considerando esta

escala.

A diferenca de fase entre os sistemas é mostrada na Figura 6.4 considerando o método
wavelet proposto utilizando a varidvel = (notagio A¢?=%) em (a) e, utilizando a
varidvel y (notagao A¢)=") em (b). Na Figura 6.4(c) ilustra-se a diferenca de fase
considerando o método arco-tangente (notagdo Ag®eotengente) ¢ em (d) o método

wavelet proposto utilizando ambas as variaveis e comparado com o método arco-
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Figura 6.2 - Experimento R;. Espectro de energia wavelet e a fase obtidas da andlise
utilizando a varidavel x e considerando as trés intensidades de acoplamento
estudadas. Aqui, a notacao E,, e E,, representa a energia calculada utilizando
a variavel x para os sistemas 1 e 2, respectivamente. Ja, qﬁil: Ie (bi; 9 indica a
fase calculada utilizando a variavel x para os sistemas 1 e 2, respectivamente
e considerando a escala de maxima energia J = 9.

tangente quando se considera a intensidade de acoplamento n = 0, 035. Nota-se que

para uma intensidade de acoplamento pequena no valor de n = 0,01, a diferenca

de fase cresce ao longo do tempo caracterizando que os dois sistemas nao estao
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fase calculada utilizando a varidvel y para os sistemas 1 e 2, respectivamente
e considerando a escala de maxima energia J = 9.

sincronizados em fase.

Aumentando a intensidade de acoplamento para o valor de n = 0,035, ocorrem 8



regides de deslizamentos de fase (do inglés, phase slips), conforme apresenta-se na
Figura 6.4(d). No intervalo ¢ ~ [0,250], as diferencas de fase Agwevelel ¢ A%”‘wd“
vao do valor de —1,57 para 0,57. Em ¢t & [400,700] ocorre que o valor de 0,57
altera-se para 2, 5. No intervalo ¢ & [800, 1050] ocorre o deslizamento de 2, 57 para
4,5m. Em ¢ &~ [1150, 1500] de 4,57 para 6,57. No intervalo ¢ ~ [1600, 1850] o valor
vai de 6,57 para 8, 57. Em ¢ ~ [1900,2200] ocorre a mudanga do valor de 8,57
para 10, 57. No intervalo ¢ ~ [2350, 2650] a mudanca vai de 10,57 para 12, 57. Em
t =~ [2800, 3100] o valor da diferenca de fase vai de 12,57 para 14, 5.

Quando n = 0, 05 ocorre a sincronizagao de fase entre os sistemas, ou seja, a diferenga
de fase utilizando a varidvel = (Figura 6.4(a)) ¢ de A¢?= ~ 0,257 e utilizando a
varidvel y (Figura 6.4(b)) é de A¢;=" = —1,7n. Observe que o método wavelet dt-
cwt proposto apresenta resultados similares quando comparados com o método arco-
tangente, conforme pode ser visto na Figura 6.4(c). No entanto, para a utilizacao do
método arco-tangente é necessario conhecer duas variaveis, por exemplo, a varidvel
x e y do sistema. Outro fator notavel é que no método wavelet dt-cwt proposto os

resultados sao iguais usando ambas as variaveis x ou y do sistema.

o4
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Figura 6.4 - Experimento R;. Diferenca de fase aplicando em (a) o método wavelet dt-cwt
proposto utilizando a varidvel z, A¢Z=?; (b) 0o método wavelet dt-cwt proposto
utilizando a varidvel y, Aqbi:g; (c) o método arco-tangente, Agarco—tangente,
(d) o método wavelet di-cwt proposto usando ambas as varidveis x e y do
sistema, e comparados com o método arco-tangente quando se considera a
intensidade de acoplamento 77 = 0,035 e em (e) zoom do grafico apresentado
no item (d).
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6.1.3 Sistema de Rossler em regime de fase nao coerente

Nesta subsecao apresenta-se os resultados obtidos da andlise de dois sistemas de
Rossler ndo-idénticos em regime de fase nao coerente sob diferentes configuragoes de
acoplamentos. Em trés experimentos os dois sistemas estao acoplados bidirecional-
mente sendo que, por meio da variavel x no Experimento Rs; por meio da variavel y
no Experimento R3; por meio da variavel x e y no Experimento R4. No Experimento

Rs5 os dois sistemas estao acoplados unidirecionalmente por meio da variavel x.
Em todos estes experimentos a série temporal foi considerada com N = 223 pontos.
6.1.3.1 Experimento R,

Neste caso consideram-se dois sistemas de Rossler nao-idénticos em regime de fase
nao coerente acoplados bidirecionalmente por meio da variavel x. O sistema de
equagoes é dado pelas equagbes descritas em (6.2) e os pardmetros considerados
foram baseados no estudos em (FOLLMANN et al., 2011; PIKOVSKY; ROSENBLUM,
2003).

Ti1o=—wiaY12— 212+ (T21 —T12)
Y12 =wi2212+0,2925y; 2 (6.2)
Z.LQ = O, 4 + 21’2 (ZL’LQ — 8, 5)

Os sistemas sao nao-idénticos sendo que w; = 0,98 e wy = 1, 02. Para a resolucao do
sistema utilizou-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem com condigao inicial
do sistema 1 sendo (0, 1,0) e do sistema 2 sendo (—5,4,5) e passo de integragao de
0,01. Trés diferentes intensidades de acoplamento sdo consideradas: uma fraca com

n = 0,05, uma média com 1 = 0,15 e uma forte com n = 0, 2.

A Figura 6.5 ilustra o espectro de energia wavelet e a fase obtidas da analise uti-
lizando a variavel x e considerando as trés intensidades de acoplamento estudadas.
A Figura 6.6 mostra o espectro de energia wavelet e a fase obtidas da analise uti-
lizando a variavel y e considerando as trés intensidades de acoplamento estudadas.
Observa-se das Fig 6.5 e Fig 6.6 que a escala de maxima energia é a escala J =9,
exceto quando n = 0, 15 utilizando-se a variavel y. Na Figura 6.6 observe no espectro
que quando n = 0, 15, a escala de maxima energia para ambos os sistemas ¢ a escala
J = 17. No entanto, depois de testes, verificou-se que esta escala nao é apropriada
para calcular a fase, devido ao fato de que nesta escala a série temporal da fase

apresenta poucos pontos, nao possibilitando uma anélise correta da mesma. Assim,
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considera-se a escala J = 9 no cdlculo da fase.
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Figura 6.5 - Experimento Ry. Espectro de energia wavelet e a fase obtidas da andlise
utilizando a variavel x e considerando as trés intensidades de acoplamento

estudadas.

A diferenca de fase entre os dois sistemas é mostrada na Figura 6.7 considerando

em (a) o método wavelet dt-cwt proposto utilizando a variavel x, A¢/=% (b) o
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Figura 6.6 - Experimento Rs. Espectro de energia wavelet e a fase obtidas da andlise
utilizando a variavel y e considerando as trés intensidades de acoplamento
estudadas.

método wavelet dt-cwt proposto utilizando a variavel y, A(bizg e (¢) o método base-

ado na funcao arco-tangente, Ag?co—tangente Na Figura 6.7(d) ilustra-se um zoom,

t = [0,600], da diferenca de fase entre os sistemas utilizando o método wavelet dt-

cwt proposto com ambas as varidveis z e y, APl o AQ&Z"“}@M , comparado com

o método arco-tangente, Ageree—tangenie considerando a intensidade de acoplamento



n = 0,15. Para uma intensidade de acoplamento pequena no valor de n = 0,05, a
diferenca de fase cresce ao longo do tempo caracterizando que os sistemas nao estao
sincronizados em fase. Aumentando a intensidade para n = 0,15, sdo detectados
trés deslizamentos de fase quando se utiliza a varidvel z do sistema e quatro desli-
zamentos sao detectados quando se utiliza a variavel y do sistema, conforme pode
ser visualizado na Figura 6.7(d). Até t ~ 20, tem-se que AgL*e = Agwet ~ (.
Depois de t =~ 25, ocorre que A¢Peee ~ () e Agb;}“““elet detecta um deslizamento de
fase alterando o seu valor de 0 para o valor de —27. Em t ~ 105, o valor de Agwavelet
vai de 0 para —27 e o valor de A%"““el“ vai de —27 para —4nw. Quando t ~ 200,
tem-se que Agp»e¢’** muda de valor de —27 para 0 e Agb;f‘wezet muda de —47 para
—27. Em t ~ 290, tem-se que A¢p¥? vai de 0 para 27 e A(b;"“”elet vai de —27 para

0.

Quando n = 0,2 os dois sistemas encontram-se sincronizados em fase e a diferenca

de fase é de Agu et = Agueeet ~ 0, 05.

Observa-se na Figura 6.7(d) que o método arco-tangente nao consegue verificar os
deslizamentos de fase corretamente, visto que sao detectados aproximadamente 11
deslizamentos e, verificando na série temporal, existem apenas trés deslizamentos
de fase. Logo, o método arco-tangente falha na deteccdo dos deslizamentos de fase.
Ja, o método wavelet dt-cwt proposto é capaz de encontrar corretamente as trés
regides em que ocorrem os deslizamentos de fase e, apresenta resultados similares

utilizando-se de ambas as varidveis = e y.
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Figura 6.7 - Experimento Rs. Diferenga de fase aplicando em (a) o método wavelet dt-cwt

proposto usando a variavel x, Aqﬁ?““ld; (b) 0o método wavelet dt-cwt proposto
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variaveis x e y comparado com o método arco-tangente considerando n = 0, 15
no intervalo de tempo ¢ = [0, 600].
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6.1.3.2 Experimento R3

Neste experimento tem-se dois sistemas de Rossler ndo-idénticos em regime de fase
nao coerente acoplados bidirecionalmente por meio da variavel y. O sistema é dado
pelas equagoes descritas em (6.3) e os pardmetros foram baseados considerando os
estudos em (FOLLMANN et al., 2011; ROMANO et al., 2005).

T1p = —Wi12Y12 — 21,2
Y12 =wi2T12+0,2925y12 + 1 (Y21 — y1,2) (6.3)
21’2 = 0,4 -+ 21’2 (I’l’g — 8,5)

Os dois sistemas sdo nao idénticos sendo que é considerado w; = 0,98 e wy =
1,02. Para a resolucao do sistema utilizou-se o método de Runge-Kutta de quarta
ordem com condigdo inicial do sistema 1 igual a (0,1,0) e do sistema 2 igual a
(—5,4,5) e passo de integragao de 0,01. Trés diferentes intensidades de acoplamento
sao consideradas: uma intensidade fraca no valor de n = 0,05, uma média no valor

de n = 0,17 e uma forte com n = 0, 23.

A Figura 6.8 mostra o espectro de energia wavelet e a fase obtidas da andlise utili-
zando a variavel x e considerando as trés intensidades de acoplamento estudadas. A
Figura 6.9 mostra o espectro de energia wavelet e a fase obtidas da andlise utilizando
a variavel y e considerando as trés intensidades de acoplamento estudadas. Anali-
sando o espectro das Figuras 6.8 e Fig. 6.9 nota-se que a escala de maxima energia é
a escala J = 9. Na Figura 6.9, observa-se que quando 1 = 0,17 um segundo pico de
energia ¢ encontrado em J = 17 e, quando n = 0, 23 um segundo pico ¢ encontrado
em J = 16. Estes segundos picos nao sao considerados na analise devido ao fato da
série temporal da fase, nestas escalas, apresentarem poucos pontos para analise. E,

a escala de maxima energia J = 9 é a considerada no calculo da fase.

A diferenca de fase entre os dois sistemas é mostrada na Figura 6.10 considerando
em (a) o método wavelet dt-cwt proposto usando a variavel z, A¢?=%; (b) o método
wavelet dt-cwt proposto usando a variavel vy, Aqﬁjzg; (¢) o método arco-tangente,
Agereotangente o em (d) o método arco-tangente e o método wavelet dt-cwt proposto
usando ambas as variaveis x e y e, considerando a intensidade de acoplamento n =

0,17.

Para uma intensidade de acoplamento pequena 1 = 0,05, a diferenca de fase cresce
ao longo do tempo caracterizando que os sistemas nao estao sincronizados em fase.

Aumentando a intensidade para n = 0,17 ocorrem regides em que ha deslizamentos
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Figura 6.8 - Experimento Rs. Espectro de energia wavelet e a fase obtidas da andlise
utilizando a varidavel x e considerando as trés intensidades de acoplamento

estudadas.

de fase e quando n = 0,23 os dois sistemas tornam-se sincronizados em fase com
Aaséucwelet ~ Aqb';uavelet ~ 0’ 05.

A Figura 6.11 ilustra um zoom dos intervalos em que ocorrem os deslizamentos de

fase quando se considera a intensidade de acoplamento n = 0,17. Considerando a
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Experimento Rs3. Espectro de energia wavelet e a fase obtidas da analise
utilizando a variavel y e considerando as trés intensidades de acoplamento

estudadas.

aplicacao do método wavelet dt-cwt utilizando a variavel z, detectam-se 7 regides de

deslizamentos de fase e utilizando a variavel y detectam-se trés regioes de deslizamen-

tos de fase. No intervalo t = [0, 140] tem-se que em ¢ = [0, 55] ambas as diferengas

de fase encontram-se ao redor do valor zero, ou seja, A@Wavelet A(ﬁZ’“”el@t ~ 0.

Quando t = [55,65], o valor de A¢¥®e“" muda para A¢P™ee ~ 21 e o valor de
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Figura 6.10 - Experimento R3. Diferenga de fase aplicando em (a) o método wavelet dt-cwt
proposto usando a varidvel z, A¢7=?; (b) o método wavelet dt-cwt proposto
usando a varidvel y, A¢;]=?; (c) 0 método arco-tangente, Agareo—tangente, (q)
o método wavelet dt-cwt proposto usando ambas as varidveis x e y, denotados
por Aqﬁgf‘weld e A(bqy"‘“’elet respectivamente, comparados com o método arco-
tangente considerando n = 0, 17.

Agb;“‘welet permanece igual a 0, conforme pode ser visualizado na Figura 6.11(a).

Em t ~ [520,585], ocorre um deslizamento de fase com A¢¥®**" mudando de 27

¢;uavelet

para 4w e A mudando de 0 para 27, conforme pode ser visualizado na Fi-

gura 6.11(b).

No intervalo ¢t = [1050, 1190] ocorre um deslizamento de fase em quem Ag@evelel ~
Agb;”a”det passam de 47 para 67, conforme pode ser visualizado na Figura 6.11(c).
No intervalo ¢ = [1800, 2000] a diferenga de fase A¢y* ' continua em torno de 6w
e a diferenca de fase Ag@®ee! cai para 47 em torno de ¢ ~ 1880, conforme pode ser

visualizado na Figura 6.11(d). No intervalo ¢t = [2200, 2400] temos que a diferenca de
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fase Agy*“ continua em torno de 67 e a diferenca de fase Ag¥*** em torno de
t ~ 2300 cai para 27, conforme pode ser visualizado na Figura 6.11(e). No intervalo
t = [2500, 2650] temos que a diferenca de fase Agb;}”‘welet continua em torno de 67 e
a diferenca de fase A¢@® et em torno de t ~ 2580 cresce para 4, conforme pode
ser visualizado na Figura 6.11(f). Em ¢ ~ 2690, ocorre um deslizamento de fase e
ambas as diferengas de fase tornam-se Agrevele ~ Aqbly”“”elet ~ 6w, conforme pode

ser visualizado na Figura 6.11(f).

Verificando na série temporal, constata-se que nos intervalos ¢t = [0,140], t =
[1800, 2000], ¢ = [2200, 2400] e t = [2500, 2650] nao ocorrem deslizamentos de fase,
porém algo ¢é detectado pelo método. Com o objetivo de analisar o que ocorre nestes

intervalos, o primeiro deslizamento em ¢t = [50, 70] é analisado.

A Figura 6.12 ilustra uma andalise do Experimento R3 no intervalo ¢ = [50, 70] onde
ocorre o primeiro deslizamento de fase. Em (a) a diferenga de fase considerando
a intensidade de acoplamento n = 0,17 marcando com um circulo em vermelho o
primeiro deslizamento em ¢ = [50,70]; (b) a diferenca de fase A¢J7? usando ambas
as variaveis x e y mostrando os 4 pontos P;, P, P3 e P, pertencentes ao intervalo
do primeiro deslizamento; (c) a fase ¢/~ de cada sistema e em cada varidvel, ¢,,,
Guyy Py, € Py, 0O intervalo do primeiro deslizamento ¢ = [50,70] e em (d) a série
temporal das varidveis 1, 2, ¥1 € Y2 no intervalo do primeiro deslizamento t =
[50, 70]. Nota-se na Figura 6.12(b) no intervalo t & [56,62] que a diferenca de fase
Agravelet altera o seus valor de 0 para 27, referente aos pontos P e P, e AQSZ’“M“
permanece em torno de 0. Neste mesmo intervalo de tempo, observe que a fase ¢,
tem sua evolugdo bruscamente alterada, conforme ilustrado em (c). Analisando a
série temporal, conforme ilustrado em (d), nota-se que, neste intervalo, as oscilagoes
T1 e To estao opostas com relacdo as oscilacgoes ¥, e ys. Assim, acredita-se que devido
a este fato tenha ocorrido a mudanca no valor da diferenca de fase A¢p¥e! e, nao

propriamente devido a um deslizamento de fase entre os sistemas.

Ainda analisando este intervalo do primeiro deslizamento ¢ = [50, 70], a Figura 6.13
ilustra o grafico dos coeficientes complexos de cada sistema 1 e 2 nas varidveis x e
y, denotados por z,, (coeficiente complexo do sistema 1 na varidvel ), z,, 2y, 2y,
dos 4 pontos Py, P», P3 e Py pertencentes ao intervalo do primeiro deslizamento.
Nota-se que do ponto P, para Ps os valores de z,, e z,, “confundem” se rotacionam
no sentido horario ou anti-horario do ciclo trigonométrico e “pulam” do segundo
quadrante para o quarto quadrante. Este problema ocorre devido a limitacao da

funcao unwrap, a qual é utilizada para corrigir os angulos de fase a fim de produzir
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Figura 6.11 - Experimento Rs3. Anélise da diferenga de fase quando n = 0,17 consi-

derando os seguintes intervalos em (a) t [0,140]; (b) t =~ [450,650];
(c) t = [1050,1190]; (d) t = [1800,2000]; (e) t = [2200,2400] e em (f)
t = [2500, 2800].

plots de fase suaves. Para uma descri¢gao da funcao unwrap veja o Apéndice C .
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Figura 6.12 - Experimento R3. Anélise considerando n = 0,17 tendo em (a) diferenca de
fase quando 1 = 0,17 marcando com um circulo em vermelho o primeiro
deslizamento ¢t = [50,70]; (b) a diferenca de fase Ag77? usando ambas as
varidveis x e y mostrando os 4 pontos P, P», P3 e P, pertencentes ao in-
tervalo do primeiro deslizamento; (c) a fase ¢7=Y de cada sistema e em cada
varidvel, ¢z, ¢z, ¢y, € ¢y, no intervalo do primeiro deslizamento, e em
(d) a série temporal das varidveis x1, x2, y1 e y2 no intervalo do primeiro
deslizamento.

Com o objetivo de tentar melhorar a fun¢ao unwrap, foi implementada uma funcao

my-unwrap. Para detalhes destas fun¢oes veja o Apéndice C.

A Figura 6.14 ilustra os graficos obtidos das andlises feitas utilizando-se a fungao
unwrap. Na Figura 6.14(a) ilustra-se o resultado utilizando a fun¢do unwrap do
GNU/Octave, a qual detecta erroneamente alguns deslizamentos de fase quando
se utiliza o método wavelet di-cwt considerando a varidvel z. Em Fig. 6.14(b),
apresenta-se o resultado utilizando a funcao my-unwrap quando aplicada em am-

bas as variaveis x e y. Note que os resultados para AgbZ"“’elet sao suavizados e nao é
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Figura 6.13 - Experimento R3. Grafico dos coeficientes complexos 2z, Zz,, Zy;, 2y, dos 4
pontos Py, P», P3 e P, pertencentes ao intervalo do primeiro deslizamento.

possivel distinguir os deslizamentos de fase. Quando a funcao my-unwrap ¢ aplicada
apenas na variavel z, conforme ilustrado na Figura 6.14(c), os deslizamentos de fase
sdo corretamente detectados. Em Figura 6.14(d) os resultados para Aqbg"“’e‘et sa0

novamente suavizados quando a fun¢ao my-unwrap é aplicada apenas na variavel y.
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Figura 6.14 - Experimento R3. Anélise da diferenga de fase considerando o método wavelet
dt-cwt proposto com intensidade de acoplamento de n = 0,17 e utilizando
a funcdo unwrap do GNU/Octave em (a); utilizando a funcdo my-unwrap
aplicada em ambas as varidveis x e y em (b); utilizando a fungdo my-unwrap
aplicada apenas na variavel x em (c) e em (d) utilizando a fun¢do my-unwrap
aplicada apenas na variavel y.
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6.1.3.3 Experimento R,

Aqui, apresenta-se os resultados aplicando o método a dois sistemas de Rossler nao-
idénticos acoplados bidirecionalmente por meio das variaveis = e y. As equagoes
estao descritas em (6.4) e os parametros foram considerados de acordo com os estu-
dos (HRAMOV; KORONOVSKII, 2004; POSTNIKOV, 2009; ROSENBLUM et al., 2002).

T1o=—Wwi2Y12— 212+ (T21 —212)
V12 =wi2T12+0,22y10+ 1 (Y21 — Y1,2) (6.4)
2'1,2 = 0, 1 + 21,2 (ILQ — 8,5)

O sistemas sao nao idénticos sendo considerados w; = 0,98 e wy = 1,03. Para a
resolucao do sistema utilizou-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem com
condigao inicial do sistema 1 sendo (0,1,0) e do sistema 2 sendo (—5,4,5) e passo
de integracao de 0,001. Trés diferentes intensidades de acoplamento foram conside-
radas: uma intensidade fraca de n = 0,025, uma média de n = 0,05 e uma forte de
n =0, 25.

As Figuras 6.15 e 6.16 ilustram os espectros de energia wavelet e as fases obtidas
da analise utilizando a variavel x e a variavel y, respectivamente e considerando as

trés intensidades de acoplamento estudadas.

Observa-se das Figuras 6.15 e 6.16 que a escala de maxima energia ¢é a escala J = 12

e a fase é calculada nesta escala.

A Figura 6.17 mostra a diferenga de fase considerando em (a) o método wavelet
dt-cwt usando a varidvel z, A¢?/=12; (b) o método wavelet dt-cwt usando a varidvel
y, Agy="%; (c) o método wavelet di-cwt usando ambas as varidveis = e y (notacdo
Agravelet o A%’J“”ewt, respectivamente) comparados com o método arco-tangente
(notagao Ag?reotangente) - considerando n = 0,05 e em (d) o método wavelet dt-cwt
usando ambas as variaveis x e y comparando com o método arco-tangente conside-

rando n = 0, 25.

Nota-se na Fig. 6.17(a,b) que considerando uma intensidade de acoplamento pequena
no valor de n = 0,025 os dois sistemas nao estao sincronizados em fase, ou seja, a
diferenca de fase entre eles cresce ao longo do tempo. Aumentando a intensidade
de acoplamento para n = 0,05, conforme Figuras 6.17(c) e 6.18(a,b), detecta-se
um deslizamento de fase quando se utiliza a varidvel z, veja Fig. 6.18(a), e quatro

deslizamentos de fase quando se utiliza a variavel y, veja Fig. 6.18(b).
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Figura 6.15 - Experimento R4. Espectro de energia wavelet e as fases obtidas da andlise

utilizando a varidavel x e considerando as trés intensidades de acoplamento
estudadas.

Quando ¢ & 350, Agu™ x~ 0 e Ag¥*" muda de valor de 0 para —2m, conforme

pode ser visto na Fig. 6.18(a). Nota-se na série temporal ilustrada em Fig 6.18(c)

que nao ocorre um deslizamento de fase nesse intervalo de tempo.

Em t =~ 500, ocorre um deslizamento de fase, conforme ilustrado em Fig. 6.18(a), e
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Figura 6.16 - Experimento R4. Espectro de energia wavelet e as fases obtidas da andlise
utilizando a varidvel y e considerando as trés intensidades de acoplamento
estudadas.

as diferencas de fase Ag@®eel altera o seu valor de 0 para 27 e Aqﬁg‘welet de —27

para 0. Nota-se na série temporal a presenca do deslizamento de fase neste intervalo
na Fig. 6.18(d).

Quando ¢ ~ 1900, o valor de A¢¥ev! continua em 27 e A%"a“elet altera o seu valor
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Figura 6.17 - Experimento Ry4. Diferenca de fase aplicando em (a) o método wavelet di-
cwt usando a variavel x; (b) o método wavelet dt-cwt usando a varidvel y;
(¢) o método wavelet dt-cwt usando as varidveis x e y comparando com o
método arco-tangente considerando n = 0,05 e em (d) o método wavelet
dt-cwt usando as varidveis x e y comparando com o método arco-tangente
considerando n = 0, 25.

de 0 para 27, conforme pode ser visto na Fig 6.18(b). Nota-se na série temporal
ilustrada em Fig 6.18(e) que ndo ocorre um deslizamento de fase nesse intervalo de

tempo.

Em t ~ 2300, o valor de A¢¥t continua em 27 e AgbZ"welet altera seu valor de 27
para 47, conforme pode ser visto na Fig. 6.18(b). Nota-se na série temporal ilustrada

em Fig. 6.18(f) que nao ocorre um deslizamento de fase nesse intervalo de tempo.

Quando n = 0,25 a sincronizacao de fase entre os dois sistemas ¢é verificada. No
entanto, conforme Figuras 6.17(d) e 6.19(a), nota-se que em t ~ 2450 a diferenca

de fase utilizando a variavel vy, A%’J“”elet altera o seu valor de 0 para 27. Observa-se
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na série temporal ilustrada em Fig 6.19(b) que ndo ocorre um deslizamento de fase

nesse intervalo de tempo.

A Figura 6.18 ilustra uma andlise do Experimento R; quando n = 0,05, sendo
apresentado em (a) diferenca de fase no intervalo ¢ = [300, 550] contendo dois desli-
zamentos; (b) diferenga de fase no intervalo ¢t = [1900, 2400] contendo dois desliza-
mentos; (c) série temporal no intervalo ¢ = [340, 360] do deslizamento de Agb;“a”elet;
(d) série temporal no intervalo ¢ = [490, 520] do deslizamento de fase; (e) série tem-
poral no intervalo ¢t = [1930, 1950] do deslizamento de A(b;““”el“; (f) série temporal
no intervalo ¢ = [2300, 2320] do deslizamento de Agy* e,

Observa-se na Figura 6.18(a,b) que o que acontece com A(bg‘“’elet nao é um desli-
zamento de fase, conforme pode ser verificado na série temporal ilustrada em Fi-
gura 6.18(c,e,f). O que acontece é que as oscilagoes das séries y; e y, tornam-se
opostas as das oscilagoes das séries 1 e z5. Ja no intervalo ¢ ~ [490, 520] realmente
é identificado um deslizamento de fase conforme identificado na série temporal ilus-
trada na Fig. 6.18(d).

A Figura 6.19 ilustra uma andlise do Experimento R, quando n = 0,25 sendo
ilustrado em (a) diferenca de fase no intervalo t = [2440, 2470] contendo um desli-
zamento de Aqb;“‘welet e em (b) série temporal no intervalo ¢ = [2440, 2470] contendo

um deslizamento de A@weree.

Nota-se da Figura 6.19 que, novamente, o que acontece com A(b;”“”eld nao é um
deslizamento de fase, conforme pode ser verificado na série temporal ilustrada em
Figura 6.19(b). O que acontece é que as oscilagoes das séries y; e ys tornam-se

opostas as das oscilagoes das séries z1 e x».
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Figura 6.18 - Experimento R4. Anélise da diferenca de fase considerando n = 0,05 sendo
ilustrado em (a) diferenca de fase no intervalo ¢ = [300, 550] contendo dois
deslizamentos; (b) diferenca de fase no intervalo ¢ = [1900, 2400] contendo
dois deslizamentos; (c) série temporal no intervalo ¢ = [340,360] do des-
lizamento de Agw* ¢! (d) série temporal no intervalo t = [490,520] do
deslizamento de fase; (e) série temporal no intervalo ¢ = [1930, 1950] do des-
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6.1.3.4 Experimento R;

Neste experimento exploram-se dois sistemas de Rossler nao-idénticos acoplados

unidirecionalmente por meio da variavel x, o qual é descrito pelas seguintes equagoes

T10=—WiaY12— 212+ (1 —22)
Y12 =wi2Z12+ 0,22y (6.5)
21,2 = 0,44‘21,2 (%172 — 8,5)

com wi =0,98 e wy = 1,02.

Para a resolucao do sistema utilizou-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem
com condigao inicial do sistema 1 sendo (0,1,0) e do sistema 2 sendo (—5,4,5) e
passo de integracdo no valor de 0,01. Trés diferentes intensidades de acoplamento
sao consideradas: uma fraca de n = 0,05, uma média de n = 0,5 e uma forte de

n=20,9.

As Figuras 6.20 e 6.21 mostram o espectro de energia wavelet e as fases obtidas da
analise utilizando a variavel x e utilizando a variavel y, respectivamente, e conside-

rando as trés intensidades de acoplamento estudadas.

Nota-se das Figuras 6.20 e 6.21 que a escala de maxima energia é a J = 9 na qual

a fase é calculada.

A Figura 6.22 mostra a diferenga de fase do Experimento Rj aplicando em (a
método wavelet dt-cwt usando z; (b) método wavelet dt-cwt usando y e em (¢) o

método arco-tangente.

Observa-se em Fig. 6.22 que o método wavelet dt-cwt, usando as variaveis x ou
y, ¢ capaz de identificar quando os sistemas encontram-se nao sincronizados em
fase (n = 0,05); quando ocorrem deslizamentos de fase (n = 0,5) e quando estao

sincronizados em fase (n = 0,9).

O método arco-tangente apresenta resultados ambiguos, conforme pode ser visuali-
zado em Fig. 6.22(c). Quando se tem um acoplamento pequeno de n = 0,05 o método
arco-tangente nao detectou corretamente que os sistemas nao estao sincronizados em
fase. Considerando um acoplamento médio de n = 0,5, o método arco-tangente de-
tecta varios deslizamentos de fase, os quais, quando verificado na série temporal
nao ocorrem. Para um acoplamento forte de n = 0,9, o método arco-tangente nao

detecta corretamente que os sistemas encontram-se sincronizados em fase e detecta
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Figura 6.20 - Experimento Rs. Espectro de energia wavelet e as fases obtidas da andlise

erroneamente quatro deslizamentos de fase.

utilizando a varidavel x e considerando as trés intensidades de acoplamento
estudadas.

A Figura 6.23 ilustra uma andlise do Experimento Rs; quando n = 0,5. Em (a)

ilustra-se a diferenga de fase e em (b,c,d,e,f) a série temporal considerando alguns

intervalos para andlise. Nota-se da Figura 6.23(a) que utilizando a variavel = sao
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Figura 6.21 - Experimento Rs. Espectro de energia wavelet e as fases obtidas da andlise
utilizando a varidvel y e considerando as trés intensidades de acoplamento
estudadas.

detectados cinco deslizamentos de fase. Os intervalos em que ocorrem sao t ~ 255,
t ~ 460, t ~ 1170, t =~ 2330 e t ~ 2700. Observando estes intervalos na série
temporal, nota-se que o que ocorre nao é um deslizamento de fase, conforme ilustrado
em Figura 6.23(b, d) em dois destes intervalos. Observa-se da Figura 6.23(a) que

utilizando a variavel y sao detectados cinco deslizamentos de fase. Os intervalos em
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Figura 6.22 - Experimento Rj. Diferenca de fase aplicando em (a) método wavelet dt-cwt
usando z; (b) método wavelet dt-cwt usando y e em (c¢) o método arco-
tangente.

o

que ocorrem sao t &~ 355, t &~ 750, t ~ 1010, t =~ 2170 e t ~ 2960. Observando estes
intervalos na série temporal, nota-se que o que ocorre nao é um deslizamento de

fase, conforme ilustrado em Figura 6.23(c, e, f) em trés destes intervalos.

A Figura 6.24 ilustra a andlise do Experimento Rs; quando n = 0,9. Em (a)
ilustra-se a diferenga de fase e em (b) a série temporal considerando o intervalo
t ~ [1000, 1030]. Observa-se da Figura 6.24(a) que em t ~ 1010 o valor da diferenga
de fase AgP®ee vai de 0 para o valor de —27. Nota-se que o método detecta algo
que, observando na série temporal ilustrada em Figura 6.24(b), ndo seria de fato um

deslizamento de fase.
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Figura 6.23 - Experimento R;. Andlise da diferenga de fase considerando n = 0,5. Em (a)
ilustra-se a diferenca de fase e em (b,c,d,e,f) a série temporal considerando

alguns intervalos para anélise.
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6.2 Sistema de Lorenz

O sistema de Lorenz desacoplado foi apresentado no Capitulo 2 na Subsecao 2.1.2.
Neste trabalho consideram-se dois experimentos com o sistema de Lorenz, o primeiro
experimento (denotado por Experimento L;), apresenta-se na Subsec¢ao 6.2.1 e o

segundo experimento (denotado por Experimento Ls), na Subsegio 6.2.2.

Na analise destes dois experimentos, por meio da aplicagdo do método wavelet dt-

cwt, utilizou-se apenas a variavel x de cada sistema.
6.2.1 Experimento L,

Neste experimento consideram-se dois sistemas nao idénticos de Lorenz em evolu-
¢ao cadtica, acoplados bidirecionalmente por meio de suas variaveis x, conforme
descrito na equagao (6.6). Para simular esses sistemas, usou-se o método Runge-
Kutta de quarta ordem com passo de integragao igual a 0,001 e a série temporal foi

considerada com N = 2% pontos.

O sistema de Lorenz estudado é dado por meio das seguintes equacoes

T12=10(y12 —x12) +n(T21 —T12)

Y12 =28T12 — Y12 — 212712 (6.6)
. 8
212 = W12 <$1,2?Jl,2 - 321,2> )

em que w; = 0,9831 e wy = 1,018 introduzem uma pequena diferenga entre os dois

sistemas, tornando-os nao idénticos, e n é a intensidade de acoplamento.

Com o objetivo de analisar a sincronizagao de fase, sdo consideradas trés forcas de
acoplamento, as quais sao: um acoplamento fraco entre os dois sistemas considerando

n = 0,4; um acoplamento médio com 7 = 4,2 e um acoplamento forte com n = 6.

A Figura 6.25 mostra o espectro de energia wavelet e a fase obtida por meio da
aplicacao do método wawvelet dt-cwt proposto. Analisando os valores da maxima
energia, observa-se que para 1 = 0,4, as escalas de méxima energia sao iguas para
ambos os sistemas, ou seja, J; = Jo = 15. Considerando n = 4,2 tem-se que J; = 15
e Jo = 16, assim J = min(.Jy, J5) = min(15, 14) = 14. Quando se tem 7 = 6 a escala
de maxima energia é J; = Jy = 14. Avaliando a resolugdo da série temporal obtida
para a fase nestas escalas de maxima energia, decidiu-se adotar a escala J = 14 para

as trés intensidades de acoplamento e, assim, a fase é calculada nesta escala.
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Figura 6.25 - Experimento L;. Espectro de energia wavelet e a fase calculada na escala J =
14 obtidos da analise do Experimento L e considerando as trés intensidades
de acoplamento estudadas.

Nota-se que a fase apresenta algumas pequenas perturbacoes e deslizamentos, por-
tanto, decidiu-se verificar quando se utiliza a fun¢ao my-unwrap se a fase apresenta
um melhor resultado. A Figura 6.26 ilustra a fase obtida quando se utiliza a fun-
¢ao my-unwrap. Para maiores informagoes da fun¢ao my-unwrap veja o Apéndice C.

Observa-se dos graficos 6.25 e 6.26 que a fase apresenta-se consideravelmente melhor
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quando se utiliza a fun¢do my-unwrap.
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Figura 6.26 - Experimento L;. Fase considerando a utilizagdo da fun¢do my-unwrap.

A Figura 6.27 ilustra a diferenca de fase obtida da andlise do Experimento L; consi-
derando em (a) o método wavelet dt-cwt proposto utilizando a variavel z e a fungao
unwrap do GNU/Octave, denotada por A¢¥**“**; (b) o método wavelet dt-cwt pro-
posto utilizando a variavel = e a fun¢do my-unwrap, denotada por A %‘;@fﬁfwmp; (c)

o método arco-tangente, denotado por Ageeotangente. (d) os métodos considerados

nos itens (a,b,c) considerando n = 4, 2.

Nota-se da Figura 6.27(a,b,c) que quando a intensidade de acoplamento é fraca,
n = 0,4, a diferenca de fase cresce ao longo do tempo e os sistemas nao estao sincro-
nizados em fase. Aumentando a intensidade de acoplamento para n = 4,2 ocorrem
deslizamentos de fase, conforme pode ser visualizado em Fig. 6.27(a,b,c,d). Quando
a intensidade de acoplamento é n = 6, os sistemas encontram-se sincronizados em

fase, visto que a diferenca de fase encontra-se limitada.
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Figura 6.27 - Experimento L;. Diferenca de fase considerando em (a) o método wavelet
dt-cwt proposto utilizando a varidvel x e a fungdo unwrap do GNU/Octave,
denotada por Aqﬁ;”‘“’elet; (b) o método wavelet dt-cwt proposto utilizando a

varidvel x e a funcdo my-unwrap, denotada por Agb%%”_elu‘;iwmp; (¢) o método

arco-tangente, denotado por Ag@reo—tangente, (q) os métodos considerados
nos itens (a,b,c) com n =4,2.

Analisando a Figura 6.27(d), observa-se que o método arco-tangente apresenta varios
deslizamentos de fase, das quais alguns nao sao verificados na série temporal. Quando
se utiliza o método arco-tangente sao detectados aproximadamente 11 deslizamentos
de fase, com o método wavelet usando a fungao unwrap do GNU/Octave verificam-
se 6 deslizamentos e com o my-unwrap sao verificados quatro deslizamentos de fase,

conforme pode ser visualizado na Figura 6.27(d).

Em alguns destes intervalos, ndo é um deslizamento de fase que ocorre. Os intervalos
em que realmente sdao identificados deslizamentos de fase na série temporal sdo:
t & [1290,1315], t &~ [1477,1495], t ~ [1585,1610] e t ~ [1685, 1710].
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Quando se utiliza o método wavelet dt-cwt usando a fun¢do unwrap do GNU/Octave
trés deslizamentos de fase sdo detectados corretamente, um deslizamento em ¢ =
[1477,1495] nao foi detectado e trés deslizamentos foram detectados erroneamente,

conforme pode ser visualizado na Figura 6.27(d).

Quando se utiliza a fun¢do my-unwrap os quatro deslizamentos de fase sdo correta-

mente detectados.

A Figura 6.28 ilustra um zoom de dois intervalos da série temporal considerando
n = 4,2. Em (a) t ~ [1290,1315] apresenta-se um intervalo em que ocorre um
deslizamento de fase entre os dois sistemas e, em (b) t &~ [2735,2750] apresenta-se
um intervalo em que o método detecta algo que nao é propriamente um deslizamento

de fase.
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Figura 6.28 - Experimento L;. Zoom de dois intervalos da série temporal considerando
n=4,2. Em (a) t ~ [1290,1315] e em (b) ¢t ~ [2735, 2750].
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6.2.2 Experimento L,

Neste experimento, considera-se o sistema de equacoes

T12=10(y12 —212) + (21 —T12)

Y12 = (36,5 +712)T12 — Y12 — 21212 (6.7)
Z1p0= 3212+t T12Y12
em que os parametros v; = 1,5 e 75 = —1,5 permitem que os sistemas sejam

nao-idénticos e 7 é a intensidade de acoplamento entre os sistemas. Neste caso, um
acoplamento fraco entre os sistemas permite-nos analisar que os sistemas nao estao
sincronizados em fase. Dois acoplamentos de intensidade média sdo considerados com
o objetivo de verificar deslizamentos de 27 na fase que ocorrem entre a transicao
do estado de nao sincronizados para sincronizados em fase. Um acoplamento forte é
considerado para examinar a sincronizacao de fase propriamente dita. Para estudar
essas situagoes, utilizou-se os pardmetros sugeridos no artigo de Lee et al. (1998)

para quatro intensidades de acoplamento:

e acoplamento fraco: n = 3;
e dois valores de acoplamento médio, n = 5,2 e n = 6,4;

e acoplamento forte: n = 10.

As séries temporais x, y e z sao obtidas a partir de cada sistema de Lorenz usando o
método Runge-Kutta de quarta ordem com passo de integracao de 0,001 e as séries

temporais foram consideradas com N = 22! pontos discretos.

A Figura 6.29 ilustra o espectro de energia wavelet obtido da analise do Experi-
mento Ly considerando em (a) n = 3; (b) n = 5,2; (¢) n = 6,4 ¢ (d) n = 10.
Nota-se da Figura 6.29(a) que para n = 3 tem-se que a escala de méxima energia
para ambos os sistemas ¢é a escala J = 15. Neste caso, as escalas J =14 e J = 13
sao também analisadas devido ao fato delas apresentarem séries temporais da fase
maiores e energia consideravel. Quando n = 5,2, conforme pode ser visualizado na
Figura 6.29(b), tem-se que as escalas de maxima energia sao iguais para ambos os
sistemas, ou seja, J; = Jo = 15. Esta escala ainda apresenta séries temporais de fase
pequenas, portanto as escalas J = 14 e J = 13 sdo também analisadas. Conside-
rando o acoplamento de = 6,4, conforme pode ser visualizado na Figura 6.29(c),

a escala de méaxima energia do sistema 1 e 2 sdo diferentes, ou seja, J; # Jo, e
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Figura 6.29 - Experimento Ly. Espectro de energia wavelet considerando em (a) n = 3;
(b) n=15,2; (c) n=16,4 ¢ (d) n = 10.

portanto, escolhe-se a escala minima J = min(J;, J;) = min(14,15) = 14. Neste
caso, a segunda escala de maxima energia J = 13 é também analisada. Para n = 10,
conforme pode ser visualizado na Figura 6.29(d), a escala de méxima energia para

ambos os sistemas sao iguais, ou seja, J; = Jy = 13.

A Figura 6.30 mostra a diferenca de fase entre os sistemas considerando n = 3.
Analisando esta figura, nota-se que a diferenca de fase cresce ao longo do tempo
caracterizando que os dois sistemas nao estao sincronizados em fase. Observa-se que
as trés escalas J = 15, J = 14 e J = 13 sao capazes de detectar a nao sincronizacao

de fase entre os sistemas.

Aumentando o acoplamento para 1 = 5, 2, conforme ilustrado na Figura 6.31, ocor-
rem deslizamentos de fase de 27w. Analisando a escala J = 15, detectam-se dois

deslizamentos de fase de ~ 27. Mas, nesta escala, o nimero de pontos na série tem-
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Figura 6.30 - Experimento Ls. Diferenca de fase considerando n = 3 nas escalas J = 15,
J=14e J =13.

poral da fase ainda nao é suficiente para analisar adequadamente os deslizamentos
de fase. Portanto, as escalas J = 14 e J = 13 sdo também consideradas na analise.
Na escala J = 14, o método wavelet dt-cwt detecta quatro deslizamentos de fase. Em
t =~ 300 ocorre um deslizamento de fase onde a diferenca de fase vai de 27 para 0. Em
t =~ [1100, 1300], ocorrem dois deslizamentos de fase e a diferenga de fase vai de 27
para 67 e, em t &~ 1400 a diferenca de fase vai de 67 para 47. Na escala J = 13, sdo
detectados 10 deslizamentos de fase. Entre ¢ ~ [0, 1120] ocorrem cinco deslizamentos
onde a diferenca de fase vai de 0 a 27 e vice e versa. Em t ~ [1100, 1600] ocorrem
dois deslizamentos onde a diferenga de fase varia de 27w a 6. Em ¢ ~ [1600, 2000]

ocorrem trés deslizamentos onde a diferenca de fase varia de 27 a 0.

Quando n = 6,4, como pode ser visto na Fig. 6.32, o método wawvelet dt-cwt consi-
derando a escala J = 14 detecta dois deslizamentos de fase que ocorrem em t &~ 300
e em t &~ 1600. No intervalo ¢ ~ [1300, 1400] ndo ocorre um deslizamento de 27. Na

escala J = 13 o método identifica cinco deslizamentos de fase de ~ 27.
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Figura 6.32 - Experimento Lo. Diferenca de fase considerando 1 = 6,4 nas escalas J = 14
eJ =13.

Para uma intensidade de acoplamento forte de n = 10, como pode ser visto na

Fig. 6.33, a sincronizacao de fase ocorre.
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Figura 6.33 - Experimento Lo. Diferenca de fase considerando n = 10 na escala J = 13.

Os resultados sao consistentes com o encontrado em (LEE et al., 1998).

O método wavelet dt-cwt foi capaz de verificar corretamente quando os sistemas
nao estavam sincronizados em fase, conforme ilustrado na Fig. 6.30, quando ha
deslizamentos de fase, conforme ilustrado em 6.31 e Fig. 6.32, e quando ocorre a

sincronizacgao de fase entre os dois sistemas, como pode ser visto em Fig. 6.33.

Resultados ambiguos sao encontrados quando se utiliza o método arco-tangente,
como pode ser visto na Figura 6.34. Quando n = 3 o método detecta que os sistemas
nao estao sincronizados em fase, apesar da ocorréncia de alguns deslizamentos de
fase. Aumentando a intensidade de acoplamento, n = 5,2 e n = 6, 4, deslizamentos
de fase sao inequivocamente detectados. Quando n = 10, a sincronizagao de fase nao

é detectada corretamente devido a presenca de varios deslizamentos de fase.

A Figura 6.34 mostra a diferenca de fase entre os dois sistemas de Lorenz acoplados
para as quatro intensidades de acoplamento estudadas considerando o método arco-

tangente no intervalo de tempo t = [0, 200].
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6.3 Modelo de Kuramoto

A seguir, exploram-se os resultados obtidos da anélise do MK o qual foi apresentado

no Capitulo 2, Se¢ao 2.1.3.
6.3.1 Modelo de Kuramoto sem Ruido

Nesta subsecao apresentam-se os resultados da anélise do Modelo de Kuramoto sem

a adicao de ruido e considerando o mesmo imerso no Plano e na Faixa de Mdéebius.
Plano

A Figura 6.35 mostra em (a) o espectro de energia wavelet. Em (b, ¢, d , e) s@o
ilustradas as fases ¢ calculadas utilizando em (b) o método wavelet dt-cwt conside-
rando J = 8; (¢) o método wavelet dt-cwt considerando J = 9; (d) o MK e em (e)
o método arco-tangente. Nota-se que, para os osciladores 1 e 2, a escala de maxima

energia é a escala J = 9; ja para o oscilador 3, a escala de maxima energia € a escala
J =8.

A Figura 6.36 mostra a diferenca de fase considerando o MK no plano sem ruido,
aplicando em (a) o método wavelet dt-cwt considerando a escala de méxima energia
sendo J = 8; (b) o método wavelet dt-cwt considerando a escala de maxima energia

sendo J = 9; (c) o MK tedrico e em (d) o método arco-tangente.

A partir da anélise da Figura 6.36, é possivel distinguir que os osciladores 1 e 2
estao sincronizados em fase e que ha deslizamentos de fase entre os osciladores 1 e 3
e entre os osciladores 2 e 3. Na Fig. 6.36(c) apresenta-se a diferenga de fase calculada
diretamente do MK. Nota-se a presenca de cinco regides de deslizamentos de fase
nos intervalos ¢t ~ 400, ¢ ~ 900, t ~ 1400, t ~ 1900 e t ~ 2400, ou seja, a cada 500
unidades de tempo. Observa-se que o método wavelet dt-cwt considerando a escala
J = 8, conforme Fig. 6.36(a), consegue identificar os deslizamentos de fase, sendo
que, apenas o segundo deslizamento em ¢ &~ 900 nao chega ser de 27. Quando se
considera o método wavelet dt-cwt em J = 9, conforme Fig. 6.36(b), e o método
arco-tangente, conforme Fig. 6.36(d), ambos sdo capazes de detectar corretamente

os cinco deslizamentos de fase.
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Figura 6.35 - Resultados considerando o Modelo de Kuramoto imerso no plano e sem a
adicdo de ruido. Em (a) o espectro de energia wavelet e as fases ¢ usando
em (b) o método wavelet dt-cwt considerando a escala de maxima energia
sendo J = 8; (¢) o método wavelet dt-cwt considerando a escala de maxima
energia sendo J = 9; (d) o MK tedrico e em (e) o método arco-tangente.
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dt-cwt na escala J = 8; (b) o método wavelet dt-cwt na escala J = 9; (c) o
MK teérico e em (d) o método arco-tangente.
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Faixa de Moebius

A Figura 6.37 mostra os resultados considerando o MK imerso na Faixa de Moebius

e sem a adi¢ao de ruido. Em (a) ilustra-se o espectro de energia wavelet e, em (b, c)

apresenta-se a fase considerando a aplicagao do método wavelet dt-cwt sendo em (b)

J =8eem (c) J =9. Nota-se que, para o oscilador 1 a escala de méxima energia

¢ a escala J =9 e, para os osciladores 2 e 3, a escala de maxima energia é a escala
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Figura 6.37 - Resultados considerando o MK imerso na Faixa de Moebius e sem adigao de
ruido. Em (a) o espectro de energia wavelet e a fase considerando a aplicagao
do método wavelet dt-cwt apresenta-se em (b) para J =8 e em (¢) J =09.

A Figura 6.38 mostra a diferenca de fase considerando a aplicagdo em (a) do método

wavelet dt-cwt na escala J = 8; (b) do método wavelet dt-cwt na escala J = 9; (c)

do MK tedrico e em (d) do método arco-tangente.
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Figura 6.38 - Resultados considerando o MK imerso na Faixa de Md&ebius e sem a adigao

de ruido. A diferencga de fase considerando a aplicacdo em (a) do método
wavelet dt-cwt na escala J = 8; (b) do método wavelet dt-cwt na escala
J =9; (c) do MK tedrico e em (d) do método arco-tangente.

Nota-se da Figura 6.38(b,c,d) que os osciladores 1,2 estdo sincronizados em fase,

desde que sua diferenca de fase é aproximadamente igual a zero, ou seja, A¢is = 0.

Observa-se que utilizando o método wavelet dt-cwt considerando a escala J = 8

detecta-se um deslizamento de fase entre os osciladores 1 e 2 no intervalo ¢ = 1400

e Agiy

8 vai do valor de 0 para 4w, conforme pode ser visto na Figura 6.38(a).

O método wavelet dt-cwt, ilustrado em Fig. 6.38(a,b), e o método arco-tangente,

ilustrado em Fig. 6.38(d), sdo capazes de identificar corretamente os deslizamentos

de fase.

ladores

Nota-se que o oscilador 3 apresenta deslizamentos de fase relativo aos osci-

1 e 2 sendo que a cada t = 500, o oscilador 3 d4 um giro adicional em torno

dos osciladores 1 e 2, sendo quase como um salto, e, em seguida, retorna para uma

diferenca de fase quase constante.
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A Figura 6.39 exibe um zoom da diferenca de fase entre os osciladores do MK na
faixa de Moebius sem ruido considerando a aplicacdo do método wawvelet dt-cwt na
escala J = 9 e as séries temporais dos osciladores, a fim de verificar o porque das

oscilagoes encontradas na diferenca de fase quando se utiliza o método proposto.
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Figura 6.39 - Zoom da diferenca de fase obtida entre os osciladores do MK na faixa de
Moebius sem ruido considerando a aplicagdo do método wavelet dt-cwt na
escala J =9 e o intervalo ¢ = [1350, 1450] da série temporal dos osciladores
le2 (z12);1e3 (z13), 2e3 (x23), respectivamente.

Observa-se da Figura 6.39(a) que a diferenca de fase dos osciladores 1 e 2 oscilam
ao redor do valor 0, ou seja, A¢{5? ~ 0. Ja, a diferenca de fase dos osciladores 1 e
3 e entre os osciladores 2 e 3 oscilam ao redor de 3,5 no intervalo ¢ ~ [1350, 1390].
No intervalo de ¢ = [1390, 1410] hd um deslizamento de fase entre os osciladores 1
e 3 e entre os osciladores 2 e 3, conforme pode ser verificado nas séries temporais

(veja Figura 6.39(b,c,d)), e a diferenca de fase comega a oscilar em torno de 5,5, ou
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seja, Agi? = A¢g;? & 5,5. Observa-se que as oscilagdes encontradas na diferenca
de fase estao relacionadas a um atraso (ou avango) temporal entre as oscilagoes de
uma série temporal em relagdo a outra, conforme observado nas séries temporais
ilustradas em Figura 6.39(b,c,d).
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6.3.2 Modelo de Kuramoto com Ruido

Aqui exploram-se os resultados referentes ao Modelo de Kuramoto com ruido, como

exposto em 2.1.6 considerando sua imersao no Plano e na faixa de Moebius.
Plano

Quando se considera a presenca de ruido, o espectro de energia wavelet apresenta as
mesmas escalas de maxima energia encontradas quando o = 0 (veja Figura 6.35(a))

e, portanto, nao ilustra-se aqui.

Considerando a presenca de ruido a = 0,10, a = 0,20 e a = 0,30 os resultados
sdo similares, isto é, os trés métodos sao capazes de reconstruir a diferenca de fase
original do MK.

A Figura 6.40 mostra a diferenga de fase entre os osciladores do Modelo de Kuramoto
imerso no plano, com a intensidade de ruido o = 0,30 considerando em (a) o MK
tedrico, (b) o método wavelet dt-cwt considerando J = 9, (¢) o método arco-tangente
e (d) a transformada de Hilbert.

Observa-se da Figura 6.40 que os trés métodos sao capazes de reconstruir a diferenca
de fase original do MK. Os osciladores 1,2 estao sincronizados em fase, desde que a
diferenca de fase é aproximadamente é zero. O oscilador 3 apresenta deslizamentos
de fase relativo aos osciladores 1,2: em aproximadamente 500 unidades de tempo,
o oscilador 3 apresenta uma rotacao adicional ao redor dos osciladores 1,2, quase

como um salto, e entao retorna para uma diferenca de fase quase constante.

Uma importante caracteristica do método wavelet dt-cwt é que ele é menos sensitivo
a presenca de ruido do que o método arco-tangente e a transformada de Hilbert,

conforme pode ser visto na Figura 6.40(b, ¢, d).

A Figura 6.41 mostra a diferenga de fase entre os osciladores do Modelo de Kuramoto
imerso no plano com a intensidade de ruido de o = 0,40 considerando em (a) o MK
tedrico, (b) o método wavelet dt-cwt considerando J = 9, (¢) o método arco-tangente
e (d) a transformada de Hilbert.

Quando se considera valores acima do nivel de ruido de a = 0,40, o método arco-
tangente e a transformada de Hilbert falham ao identificar os deslizamentos de fase

e a sincronizagao de fase, conforme ilustrado na Figura 6.41(c,d) quando o = 0, 40.

Analisando os resultados obtidos da aplicacdo do método arco-tangente, Fi-
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Figura 6.40 - Diferenga de fase entre os osciladores do Modelo de Kuramoto imerso no
plano com intensidade de ruido de o« = 0,30 considerando em (a) o MK
tedrico, (b) o método wavelet dt-cwt, (c) o método arco-tangente e (d) a
transformada de Hilbert.

gura 6.41(c), trés falsos deslizamentos de fase sao detectados entre os osciladores
1 e 2, no intervalo t ~ 640, t ~ 860 e t ~ 1950. Considerando os osciladores 1 e
3 trés falsos deslizamentos de fase sdo detectados no intervalo t ~ 640, t =~ 790
e t =~ 885; e entre os osciladores 2 e 3 sao detectados quatro deslizamentos nos
intervalos t ~ 790, t ~ 860, t ~ 885 e t &~ 1950.

Nota-se na Figura 6.41(d), que a transformada de Hilbert também apresenta resulta-
dos incorretos com relacao a identificacdo dos deslizamentos de fase e sincronizagao
de fase. Quando se analisa a diferenca de fase entre os osciladores 1 e 2, a transfor-
mada de Hilbert detecta erroneamente 12 regioes de deslizamentos de fase. Consi-
derando a diferenca de fase entre os osciladores 1 e 3, sdo detectados erroneamente

15 deslizamentos de fase e quando se considera os osciladores 2 e 3 sao detectados
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Figura 6.41 - A diferenca de fase entre os osciladores do Modelo de Kuramoto imerso no
plano com intensidade de ruido de o« = 0,40 considerando em (a) o MK
tedrico, (b) o método wavelet dt-cwt considerando J =9, (¢) o método arco-

tangente e (d) a transformada de Hilbert.

erroncamente 12 deslizamentos de fase.

O método wavelet dt-cwt detecta corretamente os deslizamentos de fase e a sincro-

nizacao de fase, conforme ilustrado na Figura 6.41(b).

Mesmo para niveis elevados de ruido, até a = 2,0, o método wavelet dt-cwt pro-

posto detecta corretamente a nao sincornizacao de fase, os deslizamentos de fase e

a sincronizacao de fase.
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Faixa de Moebius

Quando se considera a presenca de ruido, o espectro de energia wavelet apresenta as
mesmas escalas de maxima energia encontradas quando o = 0 (veja Figura 6.37(a))

e, portanto, nao ilustra-se aqui.

Considerando as intensidades de ruido o = 0,10 e a = 0,20 os resultados sdo
similares, isto é, os trés métodos sao capazes de reconstruir a diferenca de fase do

MK original.

A Figura 6.42 mostra a diferenga de fase do Modelo de Kuramoto imerso na Faixa de
Mobius, com intensidade de ruido de a = 0,20 considerando em (a) o MK teérico,
(b) o método wavelet dt-cwt considerando J =9, (¢) o método arco-tangente e (d)

a transformada de Hilbert.

Nota-se na Fig. 6.42 que os trés métodos sao capazes de detectar os deslizamentos
de fase e a sincronizacao de fase entre os osciladores. No entanto, a transformada de
Hilbert detecta erroneamente uma regiao de deslizamento de fase entre os osciladores

1 e 3 e entre os osciladores 2 e 3 no intervalo t ~ 490 (veja a Figura 6.42(d)).

Para uma intensidade de ruido de a = 0,30, o método arco-tangente e a transfor-
mada de Hilbert falham em identificar os deslizamentos de fase e a sincronizagao
de fase, conforme ilustrado na Figura 6.43(c, d). O método wavelet dt-cwt detecta
corretamente os deslizamentos de fase e a sincronizacao de fase, conforme ilustrado
na Figura 6.43(b).

A Figura 6.43 mostra a diferenga de fase entre os osciladores do Modelo de Kuramoto
imerso na Faixa de Mobius com intensidade de ruido a = 0,30, considerando em
(a) o MK teérico, (b) o método wavelet dt-cwt considerando J = 9, (¢) o método

arco-tangente e (d) a transformada de Hilbert.

Quando se considera a intensidade de ruido acima do valor de o = 0, 30, o método
wavelet dt-cwt nao detecta corretamente os deslizamentos de fase e a sincronizacao

de fase apenas quando o = 1, 6.
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Figura 6.42 - Diferenga de fase do Modelo de Kuramoto imerso na Faixa de Mobius, com
intensidade de ruido de o = 0,20 considerando em (a) o MK teérico, (b)
o método wavelet di-cwt considerando J =9, (¢) o método arco-tangente e
(d) a transformada de Hilbert.
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Figura 6.43 - Diferenga de fase entre os osciladores do Modelo de Kuramoto imerso na

Faixa de Mobius com intensidade de ruido o = 0, 30, considerando em (a) o
MK tedrico, (b) o método wavelet dt-cwt considerando J =9, (c¢) o método
arco-tangente e (d) a transformada de Hilbert.
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6.4 Dados Experimentais

Nesta secao apresentam-se os resultados obtidos da analise dos conjuntos de dados

experimentais.
6.4.1 Plasma

O conjunto de dados experimentais do plasma forcado foi exposto no Capitulo 2,
Secao 2.2, Subsecao 2.2.1.

Neste caso sao consideradas trés intensidades de acoplamento: uma intensidade fraca
de £, = 0,2, uma média de E, = 0,34 e uma forte de F, = 0,4. A série temporal é
composta por N = 8 x 10* pontos e foi decomposta pelo método wavelet dt-cwt em

j = 17 escalas de decomposicao.

A Figura 6.44 ilustra o espectro de energia wavelet obtido da andlise do plasma
considerando as trés diferentes intensidades de acoplamento estudadas. Nota-se que
a escala de maxima energia quando £, = 0,2 ¢ E, = 0,34 ¢ a escala J = 5 para
ambos os sistemas. Ja, quando F, = 0,4, para o sistema 1 a escala de maxima energia
é a J =4 e para o sistema 2 é a escala J = 5. Devido a este fato, considera-se a fase

e a diferenca de fase em ambas as escalas J =4 e J = 5.

A Figura 6.45 ilustra a fase considerando as trés intensidades de acoplamento estu-

dadas e as duas escalas J =4 e J = 5 analisadas.

A Figura 6.46 ilustra a diferenca de fase obtida da andlise do plasma considerando
as trés intensidades de acoplamento estudadas e as duas escalas analisadas sendo
em (a) J=4eem (b) J=05.

Analisando a Figura 6.46(a), quando se tem uma intensidade de acoplamento fraca
de E, = 0,2, o método detecta o crescimento da diferenca de fase ao longo do tempo
mostrando que os sistemas nao estao sincronizados em fase. Alguns deslizamentos
de fase também sao detectados em alguns intervalos de tempo isolados. Com uma
intensidade de F, = 0,34, o método detecta a presenca de cinco deslizamentos
de fase nos intervalos ¢ ~ [32000,34000], t ~ [38000,42000], ¢t ~ [51000, 58000],
t ~ [66000,68000] e em ¢t ~ [72000,77000]. Aumentando ainda mais a amplitude
da onda senoidal para E, = 0,4, pode-se notar que a diferenca de fase oscila em
torno de um valor constante, indicando a sincronizacao de fase entre os sistemas.
Para esta amplitude, o método também detecta regides de deslizamentos de fase

em alguns intervalos de tempo, sendo que no intervalo ¢ & [7000, 13000] ocorre um
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Figura 6.44 - Espectro de energia wavelet obtido da anilise do Plasma considerando as
trés intensidades de acoplamento e as escalas J =4 e J = 5.

deslizamento de fase significativo onde o valor da diferenca de fase vai de 0 para o

valor de 2, 5.
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Figura 6.45 - Fase obtida da analise do plasma considerando as trés intensidades de aco-
plamento estudadas e as duas escalas J =4 e J = 5 analisadas.

Agora, fazendo uma andlise dos resultados ilustrados na Figura 6.46(b), onde a

escala J = 5 é considerada, os mesmos resultados analisados na Figura 6.46(a) sao

encontrados quando £, = 0,2 e £, = 0,34. Quando £, = 0,4 nao ha a presenca de

regides de deslizamentos na diferenca de fase e, neste caso, A¢’=> ~ 0, 2.

Os resultados apresentados sdo consistentes com os encontrados em (FOLLMANN et
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Figura 6.46 - Diferenca de fase obtida da analise do plasma considerando as trés intensida-
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al., 2011).
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6.4.2 Circuito de Chua

O conjunto de dados experimentais do circuito de Chua foi exposto no Capitulo 2,
Secao 2.2, Subsec¢ao 2.2.2.

Neste caso consideram-se trés intensidades de acoplamento: uma intensidade fraca
de R, = 12 M), uma média de R, = 522,11 K2 e uma forte de R, = 90,3 K.

A série temporal apresenta N = 6 x 10* pontos e foi decomposta pelo método wavelet

dt-cwt em j = 16 escalas de decomposicao.

A Figura 6.47 ilustra o espectro de energia wavelet e as fases obtidas da andalise
do circuito de Chua considerando as trés diferentes intensidades de acoplamento
estudadas. Nota-se que para as trés intensidades de acoplamento e para os dois

circuitos de Chua, a escala de méxima energia é a escala J = 5.

A Figura 6.48 ilustra a diferenca de fase obtida da andlise do circuito de Chua
considerando as trés diferentes intensidades de acoplamento estudadas. Analisando
os resultados nota-se que quando R, = 12 M2 a diferenca de fase cresce ao longo do
tempo caracterizando que os dois circuitos de Chua nao estao sincronizados em fase.
Quando R, = 522,11 KQ o método identifica sete deslizamentos de fase que ocorrem
nos seguintes intervalos: ¢ ~ [2000,8000], ¢ ~ [12000, 16000], ¢t ~ [20000,24000],
t &~ [28000, 32000], ¢t = [34000,42000], ¢t = [44000,50000] e em t ~ [52000, 58000].
Considerando R, = 90,3 K2 o método é capaz de verificar que os dois circuitos
de Chua estao sincronizados em fase tendo a diferenca de fase limitada no valor de
A¢p’=% =1,01.
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6.4.3 Atividade Solar e Geomagnética

Nesta subsecao apresenta-se a analise dos indices da atividade solar e geomagnética

expostos no Capitulo 2, Se¢ao 2.2, Subsecao 2.2.3.
Indice R. e aa anual
Para este conjunto de dados a série temporal foi decomposta em j = 7 escalas.

A Figura 6.49 ilustra o espectro de energia wawvelet obtido da anélise dos indices R,
e aa anual. Nota-se da Figura 6.49 que a escala de maxima energia para o indice
R, é a escala J = 3 e para o indice aa é a escala J = 7. Como na escala J = 7
o numero de pontos é muito pequeno, convencionou-se analisar as escalas J = 1,

J =2 e J =3 para ambos os indices.
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Figura 6.49 - O espectro de energia wavelet obtido da analise dos indices R, e aa anual.

A Figuras 6.50, 6.51, 6.52 mostram, considerando as escalas J =1, J =2, J =
3, respectivamente, tendo em (a) energia ao longo do tempo; (b) fase e em (c)
diferenga de fase considerando o intervalo [0, 27]. Em (d) fase e (e) diferenca de fase

considerando o uso da fun¢do my-unwrap.
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Figura 6.50 - Andlise dos indices R, e aa anual considerando a escala J = 1 tendo em (a)
energia ao longo do tempo; (b) fase e (c¢) diferenca de fase considerando o
intervalo [0,27]. Em (d) fase e (e) diferenga de fase considerando o uso da

funcao my-unwrap.
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Figura 6.51 - Andlise dos indices R, e aa anual considerando a escala J = 2 tendo em (a)
energia ao longo do tempo; (b) fase e (c¢) diferenca de fase considerando o
intervalo [0,27]. Em (d) fase e (e) diferenga de fase considerando o uso da
funcao my-unwrap.
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Figura 6.52 - Andlise dos indices R, e aa anual considerando a escala J = 3 tendo em (a)
energia ao longo do tempo; (b) fase e (c¢) diferenca de fase considerando o

intervalo [0,27]. Em (d) fase e (e) diferenga de fase considerando o uso da
funcao my-unwrap.
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Indice R, e aa mensal
Neste conjunto de dados a série temporal foi decomposta em j = 10 escalas.

A Figura 6.53 ilustra o espectro de energia wavelet. Nota-se da Figura 6.53 que a
escala de maxima energia para ambos os indices é a escala J = 7. As escalas J =5 e
J = 6 sao também consideradas, visto que na escala J = 7 a quantidade de pontos

é pequena.
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Figura 6.53 - O espectro de energia wavelet obtido da andlise do indice R, e aa mensal.

As Figuras 6.54, 6.55 e 6.56 ilustram considerando as escalas J =5, J=6e J =7,
respectivamente, tendo em (a) energia ao longo do tempo; (b) fase e em (c) diferenga
de fase no intervalo [0,27]. Em (d) fase e em (e) diferenca de fase usando a fungao

my-unwrap.

A anélise dos indices R, e aa, considerando dados anuais e mensais, permitiu en-

contrar os anos em que os indices apresentam-se em fase ou fora de fase.
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Figura 6.54 - Andlise do indice R, e aa mensal considerando a escala J = 5 tendo em (a)

energia ao longo do tempo; (b) fase e (c) diferenga de fase no intervalo [0, 27].
Em (d) fase e (e) diferenca de fase considerando o uso da fungao my-unwrap.
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Figura 6.55 - Andlise do indice R, e aa mensal considerando a escala J = 6 tendo em (a)
energia ao longo do tempo; (b) fase e (c) diferenga de fase no intervalo [0, 27]

e (d) fase e (e) diferenca de fase considerando o uso da fungdo my-unwrap.
para a escala J = 6.
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Figura 6.56 - Andlise do indice R, e aa mensal considerando a escala J = 7 tendo em (a)
energia ao longo do tempo; (b) fase e (c) diferenga de fase no intervalo [0, 27]

e (d) fase e (e) diferenca de fase considerando o uso da fungdo my-unwrap.
para a escala J = 7.
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6.4.4 Osciladores Eletroquimicos

Na analise dos osciladores eletroquimicos foram consideradas j = 17 escalas de de-
composicao. Foi também utilizado a fungdo unwrap e a fungao my-unwrap no calculo
da fase a fim de verificar qual melhoria a fun¢do my-unwrap conseguiu apresentar

em relagdo a fungdo unwrap do GNU/Octave.

A Figura 6.57 ilustra a andlise da energia do conjunto I. Em (a) o espectro de
energia wavelet e em (b) a energia ao longo do tempo considerando as escalas j = 5

até j = 9.

A Figura 6.58 ilustra a anélise da fase obtida do conjunto I. Em (a, b) a fase na escala
J = 6 considerando, respectivamente, a utilizacao da fun¢ao unwrap do GNU/Octave
e a funcdo proposta my-unwrap. Em (c, d) a fase na escala J = 7 considerando a
utilizagao da fun¢ao unwrap do GNU/Octave e a fungao proposta my-unwrap, respec-
tivamente. Nota-se que usando a fun¢do proposta my-unwrap houve uma melhoria
significativa na evolucao temporal da fase, na qual a mesma encontra-se crescente

ao longo do tempo e apresentando poucas perturbagoes.

Observa-se da Figura 6.57(a) que para os trés osciladores a escala de méxima energia
é a escala J = 7. Analisando a evolugdo da energia ao longo do tempo para as
escalas que apresentam energia significativa, as quais sao as escalas J = 5 até J = 9,
conforme ilustrado na Figura 6.57(b), e analisando o espectro de energia wavelet,
ilustrado em 6.57(a), note que a escala J = 7 apresenta maxima energia para a
andlise. Assim, a fase foi calculada utilizando a escala J = 7, bem como é mostrado
também a andlise na escala J = 6, visto que nesta escala hd uma alta quantidade

de energia ao longo do tempo, conforme ilustrado na Figura 6.57(b).

A Figura 6.59 ilustra a diferenca de fase do conjunto I, no intervalo de tempo t =
[0,10°], considerando em (a, b) a utilizacdo da fungdo unwrap do GNU/Octave e
a fungdo my-unwrap na escala J = 6, respectivamente. Em (c, d) é considerada
utilizagao da funcdo unwrap do GNU/Octave e a fun¢ao my-unwrap na escala J = 7,

respectivamente.

Analisando a diferenca de fase ilustrada em 6.59, ambas as escalas J =6¢e J =7
apresentam como resultado que os osciladores ndao encontram-se sincronizados em
fase, visto que a diferenga de fase nao encontra-se limitada. Note que nos tempos
iniciais a diferenca de fase fica oscilando em torno do valor zero e, em seguida, cresce

ou decai ao longo do tempo restante.
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Figura 6.57 - Espectro de energia wavelet e a energia ao longo do tempo obtidas da andlise
do conjunto I. Em (a) o espectro de energia wavelet e em (b) a energia ao
longo do tempo considerando as escalas j =5 até j = 9.

A Figura 6.60 ilustra a andlise da energia do conjunto II. Em (a) o espectro de
energia wavelet e em (b) a energia ao longo do tempo considerando as escalas de

j=5atéj=0.

A Figura 6.61 ilustra a analise da fase do conjunto II. Em (a, b) a fase na escala
J = 6 considerando a utilizagdo da fungdo unwrap do GNU/Octave e a funcao
proposta my-unwrap, respectivamente. Em (c, d) a fase na escala J = 7 considerando
a utilizagdo da fungdo unwrap do GNU/Octave e a fungdo proposta my-unwrap,

respectivamente.
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Figura 6.58 - Fases obtidas da andlise do conjunto I. Em (a, b) a fase na escala J = 6 con-
siderando, respectivamente, a utilizagdo da func¢do unwrap do GNU/Octave
e a fungdo proposta my-unwrap. Em (c, d) a fase na escala J = 7 conside-
rando a utilizagdo da fungdo unwrap do GNU/Octave e a fungdo proposta
my-unwrap, respectivamente.

Nota-se da Figura 6.60(a) que para os trés osciladores a escala de maxima energia é
a escala J = 7. Analisando a evolucao da energia ao longo do tempo e o espectro de
energia, ilustrados em 6.60 note que a escala J = 7 apresenta energia consideravel
para a andlise. Assim, a fase foi calculada utilizando a escala J = 7, bem como é
mostrado também a analise na escala J = 6, visto que nesta escala ha uma alta

quantidade de energia ao longo do tempo, conforme ilustrado na Figura 6.60(b).

Observa-se das Figuras 6.57(b, d) e 6.60(b, d) que quando se utiliza a fungao

my-unwrap as fases encontram-se melhores representadas.
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Figura 6.59 - Diferenca de fase do conjunto I, no intervalo de tempo ¢ = [0, 10°], conside-
rando em (a, b) a utilizagdo da fungdo unwrap do GNU/Octave e a fungao
my-unwrap na escala J = 6, respectivamente. Em (c, d) é considerada uti-
lizagdo da fungdo unwrap do GNU/Octave e a fungdo my-unwrap na escala
J =7, respectivamente.

A Figura 6.62 ilustra a diferenga de fase do conjunto II, no intervalo de tempo
t = [0,6000], considerando em (a, b) a utiliza¢ao da fungdo unwrap do GNU/Octave
e a fungdomy-unwrap na escala J = 6, respectivamente. Em (c, d) é considerada
utilizagao da fun¢ao unwrap do GNU/Octave e a fun¢do my-unwrap na escala J = 7,

respectivamente.

Analisando a diferenca de fase ilustrada em 6.62, ambas as escalas J =6e J =7
apresentam como resultado que os osciladores encontram-se sincronizados em fase.
Nota-se que a diferenca de fase encontra-se limitada e, em alguns intervalos, ha a

presenca de deslizamentos de fase.
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Figura 6.60 - Espectro de energia wavelet e a energia ao longo do tempo obtidos da andlise
do conjunto II. Em (a) o espectro de energia wavelet e em (b) a energia ao
longo do tempo considerando as escalas de j = 5 até j = 9.

Com o objetivo de comparar os resultados obtidos pela aplicacao do método wavelet

dt-cwt, utilizou-se a transformada de Hilbert na anélise dos conjuntos de dados I e
IL.

A Figura 6.63 ilustra a fase e a diferenga de fase quando se utiliza a transformada de

Hilbert na anélise em (a, b) do conjunto I e em (c, d) do conjunto II, respectivamente.

A Figura 6.64 apresenta um zoom das fases ilustradas em 6.63(a, c). Note a ocor-

réncia de perturbacoes bruscas na evolucao temporal da fase quando se utiliza a
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Figura 6.61 - Fases obtidas da analise do conjunto II. Em (a, b) a fase na escala J = 6
considerando a utilizacdo da fungdo unwrap do GNU/Octave e a funcao
proposta my-unwrap, respectivamente. Em (¢, d) a fase na escala J = 7
considerando a utilizacdo da fungdo unwrap do GNU/Octave e a funcao
proposta my-unwrap, respectivamente.

transformada de Hilbert. Outro fator relevante é que a diferenca de fase do conjunto
I, conforme pode ser visualizado na Figura 6.63(d), apresenta varios deslizamentos
de fase, impossibilitando inferir adequadamente que os osciladores estao sincroniza-

dos em fase.

A Figura 6.64 ilustra um zoom da fase quando se utiliza a transformada de Hilbert

na analise em (a) do conjunto I e em (b) do conjunto II, respectivamente.
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Figura 6.62 - Diferenca de fase do conjunto II, no intervalo de tempo ¢ = [0,6000], con-
siderando em (a, b) a utilizacdo da fungdo unwrap do GNU/Octave e a
funcdomy-unwrap na escala J = 6, respectivamente. Em (c, d) é considerada
utilizagdo da func¢do unwrap do GNU/Octave e a fun¢aomy-unwrap na escala
J =7, respectivamente.
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Figura 6.63 - Fase e a diferenca de fase quando se utiliza a transformada de Hilbert na
andlise em (a, b) do conjunto I e em (c, d) do conjunto II, respectivamente.
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Figura 6.64 - Zoom da fase quando se utiliza a transformada de Hilbert na anélise em (a)
do conjunto I e em (b) do conjunto II, respectivamente.
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7 CONCLUSOES

Neste Capitulo sdo apresentadas as conclusoes relativas a esta Tese, bem como

sugestoes para trabalhos futuros.
7.1 Conclusoes

Este trabalho teve por objetivo explorar o fenémeno da sincronizacao de fase entre
sistemas cadticos e em conjunto de dados experimentais. Para cumprir este objetivo,
foi proposto um método para detecgao da fase, chamado wavelet dt-cwt, o qual utiliza

a DT-CWT para encontrar o coeficiente wavelet complexo do qual a fase é extraida.

A aplicabilidade do método foi verificada em dois sistemas cadticos, que sao o sistema
de Rossler e o sistema de Lorenz, no modelo de Kuramoto imerso no plano e na faixa
de Moebius, sem e com a adi¢ao de ruido aditivo e, em quatro diferentes conjuntos

de dados experimentais.

Considerando os experimentos envolvendo o sistema de Rossler, verificou-se que o
método proposto é superior ao método arco-tangente quando se analisa desliza-
mentos de fase entre os sistemas. Particularmente, no experimento R5 constatou-se
que o método proposto consegue analisar corretamente mesmo quando os sistemas
encontram-se acoplados unidirecionalmente. J4, o método arco-tangente apresentou
resultados ambiguos neste caso e nao detectou corretamente os intervalos em que

ocorrem os deslizamentos de fase.

Com relacao aos resultados obtidos da analise dos dois experimentos envolvendo o
sistema de Lorenz, nota-se a detecgao precisa dos deslizamentos de fase, o que nao

ocorre quando se utiliza o método arco-tangente.

A aplicabilidade do método foi também testada no modelo de Kuramoto imerso
no plano e na faixa de Mdebius, sem e com a adi¢ao de ruido aditivo. As andlises
envolvendo o modelo de Kuramoto imerso no plano e na faixa de Moebius sem a
adicao de ruido permitiu a validacdo do método proposto em um sistema no qual
j& possui como saida a variavel de fase. Outro aspecto importante nesta analise foi
o fato do método proposto conseguir detectar, a partir da diferenga de fase, atrasos

e/ou avangos que ocorrem entre os osciladores.

Considerando o modelo de Kuramoto imerso no plano e na faixa de Moebius com a
adicao de ruido, o método proposto conseguiu analisar corretamente os deslizamentos

de fase e a sincronizagdo de fase, o mesmo nao ocorrendo quando se utilizou o
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método arco-tangente e a transformada de Hilbert. Quando se utilizou o método
arco-tangente e a transformada de Hilbert foram detectados varios deslizamentos de

fase que, verificados na série temporal, ndo ocorrem.

Com relagao a andlise de conjuntos de dados experimentais, foi analisado o Plasma
forcado, o Circuito de Chua, a atividade solar e geomagnética e dados de oscilado-
res eletroquimicos. Nestas analises foi possivel verificar a aplicabilidade do método
em conjuntos de dados experimentais. Em particular, nos dados de osciladores ele-
troquimicos foi possivel constatar que a transformada de Hilbert nao foi capaz de

verificar adequadamente a sincronizagao de fase entre os osciladores.

Diante da aplicabilidade do método wavelet dt-cwt proposto e embasados em sua
fundamentagao tedrica, pode-se citar suas varias vantagens, as quais sdo descritas
abaixo. Com relacao aos métodos existentes na literatura, uma das principais van-
tagens do método proposto é a nao necessidade de um pré-processamento para a
utilizagdo do mesmo, como por exemplo, nao é necessario fazer a projecao ou re-

construcao do atrator para calcular a fase.

Em termos de custo computacional, o método proposto apresenta um baixo custo
- da ordem de 2N, com N sendo o numero de pontos - quando comparado ao
custo computacional da transformada wavelet continua - da ordem de N2. Esse fato
viabiliza a aplicacao do método proposto em séries temporais com grande ntmero

de pontos.

Com relacao as séries temporais com adi¢gao de niveis moderados de ruido, o método
proposto foi capaz de verificar corretamente a nao sincronizacao de fase, deslizamen-
tos de fase e a sincronizagao de fase entre os sistemas. Neste caso, notou-se a falha
dos métodos arco-tangente e da transformada de Hilbert na detecgao correta dos

deslizamentos de fase entre os sistemas.

Considerando a aplicagao do método proposto em comparac¢ao com o uso da CW'T no
calculo da fase, pode-se notar que o uso da CW'T nao possibilita a deteccao correta
dos deslizamentos de fase. Este fato se deve em parte pela redundancia presente

neste tipo de transformada.

Uma contribuicao adicional deste trabalho é o ajuste feito na funcao unwrap por
meio da func¢do my-unwrap proposta. Este ajuste possibilitou aperfeicoar a fungao

unwrap com relagdo a sua falha na verificagdo do quadrante correto da fase.

Nota-se que o presente trabalho atingiu seus objetivos iniciais em propor um método
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para a deteccao da fase que fosse aplicavel em sistemas cadticos e em conjuntos de

dados experimentais.

Na préxima secao sao apresentadas algumas sugestoes para trabalhos futuros.
7.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Nesta secao apresenta-se sugestoes de trabalhos futuros.

Do ponto de vista do método proposto, sugere-se a analise da possibilitade da uti-
lizagdo de outros filtros na DT-CW'T. Desta sugestao pode-se tentar melhorar a
resolucao temporal/espacial e principalmente aperfeigoar a localizagao dos desliza-

mentos de fase.

Considerando a utilizacdo da funcdo unwrapp propoe-se futuramente uma investi-
gacao detalhada da sua aplicabilidade a fim de apresentar melhorias na sua imple-

mentagcao.

Com relagao a aplicabilidade do método wawvelet dt-cwt proposto sugere-se investigar
a sua utilizagdo em outros tipos de sistemas caodticos e em diversos conjuntos de
dados experimentais. Com isto evidéncia-se cada vez mais a veracidade do método

ser aplicavel em qualquer tipo de sistema.

A andlise de sistemas hipercadticos, outras configuragoes de acoplamento entre os
sistemas e a expansao do numero de sistemas utilizados sao outras importantes

sugestoes para trabalhos futuros.
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APENDICE A

Neste apéndice descreve-se brevemente sobre a transformada de Fourier, a transfor-

mada janelada de Fourier e a transformada de Hilbert.
A.1 Transformada de Fourier

A Transformada de Fourier (TF) foi descoberta no inicio do século XX, pelo ma-
tematico francés Joseph Fourier. Ele mostrou que qualquer funcao periédica pode
ser representada como uma soma infinita de fungoes exponenciais complexas e pe-
riddicas (HAZEWINKEL, 2001).

Essa transformada utiliza fungoes base senoidais (senos e cossenos) para analisar e
reconstruir uma série temporal. Além disso, essas fungoes sdo ortogonais, as quais

possuem propriedades desejaveis para a sua reconstrucao.

As ondas senoidais sdo bem localizadas na frequéncia, mas nao no tempo, devido ao
fato de possuirem suporte de comprimento infinito, o que é decorrente da periodici-
dade das fungdes base (CASTILHO et al., 2012).

Essa transformada é 1til na analise de séries temporais periddicas e possibilita deter-
minar a contribuicao que cada fungdo seno e cosseno, presentes numa série temporal,

representam para a energia total desta série.

Matematicamente, a TF é o produto interno da série f(t) com um conjunto de

exponenciais complexas, definida por

Flw) = | TR et (A1)

=—00

em que f(t) é a série temporal ou sinal analisado, w = 27 f é a frequéncia que cada
componente oscilatério inerente a série temporal apresenta, a exponencial transforma

para o espaco das frequéncias e 1 = y/—1.

Um calculo utilizado na anélise de séries temporais é o médulo ao quadrado da TF,

conhecido com espectro de poténcia, descrito por

S(w) = \f(w)|2. (A.2)

Esse espectro apresenta a energia, no sentido da norma L2(R), associada a cada

contetdo de frequéncia. Em séries temporais reais esse espectro é simétrico, sendo
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neste caso, comum considerar apenas a parte frequencial positiva.

A TF apresenta uma deficiéncia com relagdo a sua localizacdo no tempo. Gabor
(1946) percebeu esta deficiéncia quando aplicou a TF em séries temporais nao-
estacionarias. Em consequéncia ele propos uma transformada conhecida como Trans-
formada Janelada de Fourier (TJF).

A.2 Transformada Janelada de Fourier

As fungbes seno e cosseno apresentam suporte infinito e sdo adequadas para ana-
lisar séries temporais estaciondrias, nas quais a frequéncia nao varia ao longo do
tempo. No entanto, tais fungoes nao sao adequadas na anélise de séries temporais

nao estaciondarias, as quais a resposta em frequéncia da série varia no tempo.

A TF possui uma 6tima resolugao frequencial mas uma baixa resolucao temporal,
ou seja, ela consegue determinar todas as frequéncias presentes na série temporal,

porém nao é possivel detectar quando, no tempo, estas frequéncias estao presentes.

A transformada janelada de Fourier (TJF - ou transformada de Fourier de tempo-
curto) é uma possivel maneira de obter uma melhor resolu¢ao no tempo e na frequén-

cia na analise de séries temporais nao estacionarias.

Essa transformada é uma versao da TF que utiliza janelas no tempo, e seus res-
pectivos deslocamentos, como bases para a transformada. Exitem varias escolhas
possiveis para a fun¢do janela W (t), como por exemplo, Hanning, Gaussiana, Tu-
key, Papoulis, Bartllet, Box-car, Hamming, entre outras. Quando a janela utilizada

¢ a Gaussiana, a TJF é conhecida como Transformada de Gabor.

A ideia de Gabor foi a de separar uma série temporal em véarios segmentos de pe-
riodos fixos e em seguida aplicar a TF em cada um desses segmentos. Assim, a
série temporal ¢ dividida em intervalos iguais e a TF ¢é aplicada em cada um destes

intervalos.
Matematicamente, a transformada observa a série temporal f(¢) por meio de uma
janela W(t) centrada no instante de tempo ¢

—+00

G(w, 1) :/ FOW(E — 1) et dt (A.3)

t=—o00

em que W(t — 7) é a fungdo janela centrada em 7.
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Como a mesma janela é utilizada para todas as frequéncias, a resolu¢ao da analise

¢ a mesma em todas as localiza¢des no plano tempo-frequéncia.

Apesar da contribuicao da TJF, a mesma apresenta duas limitacoes. A primeira
limitacao é que a janela temporal permanece fixa, nao possibilitando modificar o
tamanho da mesmas apds o inicio da aplicacao da TJF na série temporal que esta
sendo analisada. A segunda é que as funcoes base desta transformada, ou seja, as

fungoes trigonométricas, possuem energia infinita.
A.3 Transformada de Hilbert
A Transformada de Hilbert (TH) de uma dada série temporal f(t) é definida por

O G (A4)

T Joco t—T

A construgao do sinal analitico complexo ((t) a partir da série temporal f(¢) utili-

zando a TH pode ser feita por meio da equacgao

C(t) = f(t) + 1 fault) = Alt) e o, (A.5)

em que fy(t) é a transformada de Hilbert de f(¢). A equagao A.5 fornece a fase

¢ (t) e a amplitude instantanea A(t).

A seguir descrevem-se as principais propriedades da TH:

e Sinal Analitico
A transformada de Hilbert de um sinal resulta em um sinal analitico que,
por definicao, é um sinal cujo espectro nao possui componentes negativas

de frequéncia.

e Ortogonalidade
A aplicagdo da TH sobre um sinal rotaciona o mesmo em 90°, sendo que
frequéncias negativas recebem deslocamento de +90° na fase e frequéncias

positivas recebem deslocamento de —90° na fase.

e Aniélise da Energia do Sinal
A TH é um tipo de filtro peculiar que altera a fase dos componentes espec-
trais de acordo com os sinais de suas frequéncias. Nao atua na amplitude,

sendo que a energia do sinal e de sua transformada sao iguais.
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APENDICE B

Neste apéndice, primeiramente apresentam-se os filtros da DT-CW'T utilizados neste
trabalho. Em seguida, é explorado como construir as fung¢oes de escala e fungoes

wavelets a partir dos filtros e, posteriormente descreve-se como calcular a frequéncia
central da DT-CWT.

B.1 Filtros DT-CWT

Nesta secao apresenta-se uma condicao simples que deve ser verificada entre os filtros
utilizados na DT-CW'T, que é a condi¢ao de atraso de metade da amostra, conforme
descrito em (SELESNICK et al., 2005). Em seguida, descreve-se o método de filtros

Q)-shift e questoes de implementacao.
A condicao de atraso de metade da amostra

A DT-CWT necessita da construcao de filtros novos onde se questiona quais as

propriedades que devem ter os dois filtros passa-baixa h e h, de modo que P(t) ~

HA{W(t)}

Escrevendo as fungoes de escala ¢(t) e wavelets ¢ (t) de acordo com filtros tem-se

@@%zz;ﬁb¢@%
o(t) = ; ho (),
P(t) = Z hiB(t),
@®=;mgm

(B.1)

em que hi(n) = (=1)"ho(t —n) e g1(n) = (=1)" go(t — n).

Devido ao fato das wavelets dependerem das fungoes de escala ¢(t), e desde que
as fungoes de escala dependem implicitamente dos filtros, ndo é uma tarefa facil
perceber como os filtros devem estar relacionados. No entanto, em (SELESNICK et
al., 2005) verifica-se que os dois filtros passa-baixa devem satisfazer uma propriedade
simples: um deles deve ser aproximadamente metade da amostra do outro, ou seja,

ho ~ ho(n—0.5) = (t) =~ H{d(t)}. (B.2)

Em (SELESNICK et al., 2005) descrevem-se trés métodos para a construcao de filtros
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para a DT-CWT. A seguir, descreve-se o método de filtros @)-shift o qual foi utilizado
neste trabalho nas escalas 7 > 1 na decomposicao da série temporal utilizando-se da
DT-CWT.

Filtro Q-shift
Seguindo (SELESNICK et al., 2005), quando se considera

em que N é o comprimento de hg(n) com 0 < n < N — 1, a parte da magnitude da
condicao de atraso de metade da amostra é exatamente satisfeita devido a relagao
de tempo reverso entre os filtros, mas a parte da fase nao é exatamente satisfeita,
ou seja,

| Go(e" ) |=| Ho(e" ) | (B.4)

LGy(e'®) # LHy(e'¥) — 0, bw. (B.5)

em que Gy e Hy sao as TF dos filtros gy e hg, respectivamente. Portanto, os fil-
tros devem ser construidos de modo que a condicao da fase seja aproximadamente

satisfeita.

Uma solugao apresentada em (SELESNICK et al., 2005) de deslocamento de quatro
(@-shift) tem uma propriedade interessante que conduz ao seu nome: se considerar
que go e hg sao relativamente descritos conforme na equacao B.3, entdo a resposta

da frequéncia de hg tem aproximadamente fase-linear.

Isto é verificado escrevendo a equacao B.3 em termos da TF. Considerando a con-

dicao expressa na equacao B.4 tem-se
G()(@’L w) — Ho(e’ w) e (N-1) w,

em que a barra representa o complexo conjugado, e para a condi¢ao da fase descrita

na equacao B.5 tem-se
LGy(e'¥) = —ZLHy(e"¥) — (N — 1) w.

Se os dois filtros satisfazem aproximadamente a condicao de fase expressa na equa-

¢ao B.5 entao

LGy(e'¥) = LHp(e'¥) — 0, 5w
—/Hy(e ) — (N — 1) wa LHy(e*®) — 0, 5w
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rearranjando a equag¢ao nés obtemos

LHy(e"¥)+ LHp(e"¥) = —(N = 1) w+ 0,5 w
2 /Ho(e" )~ —(N—-1) w+0,5w

dividindo por 2, obtem-se
ZHy(e? )~ —0,5 (N —1) w+0,25 w. (B.6)

Isto é, ho(n) é um filtro aproximadamente de fase linear e também é aproximada-
mente simétrico em torno do ponto n = 0,5 (N — 1) — 0,25. Note que isto significa
que é um quarto de distdncia a partir do ponto natural de simetria (se ho(n) for
exatamente simétrico) e, por esta razao, as solugoes deste tipo foram introduzidas
como filtros dual-tree Q-shift conforme discutido em (KINGSBURY, 2000).

Para a solucao @Q-shift, a parte imaginaria da wavelet complexa é uma versao de
tempo reverso da parte real, () = (N — 1 — t). Portanto, a solugdo Q-shift

produz wavelets complexas que sao exatamente de fase linear.

A seguir, apresentam-se algumas questoes de implementacao de como os filtros de-

vem ser arranjados nas arvores da dual-tree.
Questoes de Implementagao

A implementacao da DT-CWT requer que o banco de filtros utilizado na primeira
escala de decomposicao, 7 = 1, seja diferente dos que serdo utilizados nas escalas
seguintes, j > 1. Se os mesmos filtros sao utilizados em todas as escalas de decom-
posicao entao, a DT-CW'T nao serd aproximadamente analitica em cada escala de

decomposi¢ao, conforme exposto em (SELESNICK et al., 2005).

Os filtros dual-tree construidos para satisfazer a condigdo de atraso de metade da
amostra nao devem ser usados na escala j = 1, mas sim é necessario ser satisfeita
a condigdo hj(n) ~ Eé(n — 1). Para as escalas superiores, verifica-se que para cada
escala, j > 1, sempre obtemos a mesma condigao hy(n) =~ ho(n — 0,5). Os fil-
tros existentes na literatura podem ser utilizados na primeira escala, sendo apenas

necessario compensar um do outro por uma amostra.

Neste trabalho, na primeira escala de decomposi¢ao utilizou-se um filtro bi-ortogonal
e quase simétrico (13, 19), o qual é utilizado em ambas as arvores da DT-CW'T. Nas

1
escalas j > 1, escolheu-se o filtro Q-shift (14, 14) o qual fornece um atraso de ambos 1
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ou 7 de um periodo da amostra. A Figura B.1 ilustra o gréafico dos coeficientes nao-
nulos dos filtros Near—Symmetric (13,19) e dos filtros Q-shift (14,14). A Tabela B.1
apresenta os coeficientes nao-nulos dos filtros de andlise. Neste grafico tem-se no
item (a) filtro passa-baixa hf para j = 1; (b) filtro passa-alta h} para j = 1; (c)
filtros passa-baixa hg, = hg e hoy = ho para j > 1; e em (d) filtros passa-alta

hio="hie hy =h, para j > 1.

0.6

0.5¢

0.47

0.31

0.27

0.17

_01 L L L L L L L L L L L
1 2 3 45 6 7 8 9 101112 13

1 2 3 456 7 8 91011121314 1 23 456 7 8 91011121314
n n

(c) (d)

Figura B.1 - Gréfico dos coeficientes nao-nulos dos filtros Near—Symmetric (13,19) e dos
filtros @-shift (14,14). Em (a) filtro passa-baixa h§ para j = 1; (b) filtro
passa-alta h} para j = 1; (c) filtros passa-baixa ho, = ho e ho, = h, para
j >1; e em (d) filtros passa-alta h1, = h1 e h1, = hq para j > 1.
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Tabela B.1 - Coeficientes nao-nulos dos filtros Near—Symmetric (13,19) e Q-shift (14,14).

Near—Symmetric Q-Shift
upper tree lower tree
n B o i Iy I,
-0.17578  -7.0626.1075  0.32531  -0.45569  -0.45569  -0.32531
0 0 -0.38832  0.54395  -0.54395  -0.38832

2.22660 0.13419 3.46600 1.70250 1.70250  -3.46600
-4.68750 -0.18834 -3.88730  -2.38250  2.38250  -3.88730
-4.82420 -0.71568 -11.72000 -10.67100 -10.67100 11.72000
29.68800 2.38560 27.53000 -1.18660  1.18660  27.53000
55.54700 5.56430 75.61500  56.88100 56.88100 -75.61500
29.68800 -5.16880 56.88100 -75.61500 75.61500  56.88100
-4.82420 -29.9760 1.18660  27.53000  27.53000  -1.18660
10 -4.68750 55.9430 -10.67100  11.72000 -11.72000 -10.67100
11 2.22660 -29.9760 2.38250  -3.88730 -3.88730  -2.38250

© 00 IO ULk W~ 3

12 0 -5.16880 1.70250  -3.46600  3.46600 1.70250
13 -0.17578 5.56430 -0.54395  -0.38832  -0.38832  0.54395
14 2.38560 -0.45569  -0.32531  0.32531  -0.45569
15 -0.71568

16 -0.18834

17 0.13419

18 0

19 -7.0626.107°

NOTA: Créditos (KINGSBURY, 2001). Os coeficientes estdo multiplicados por 1072.
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B.2 Construindo a wavelet

Nesta se¢ao é apresentada a construcao da func¢ao wavelet 1 e da funcao de escala ¢
a partir dos bancos de filtros. Essa construcao é feita considerando como referéncia

o estudo do algoritmo apresentado no exercicio 4.4 do livro Castilho et al. (2012).

Considerando o filtro Near-Symmetric (13,19) utilizado na escala j = 1, os seguintes

passos sao necessarios para construir ¢ e :

e Verificar a normalizacao dos filtros.
A soma dos coeficientes do filtro hj € igual a 1 e a normalizacao feita no
filtro hj é a multiplicacao por 2.
A soma dos coeficientes do filtro h é igual a 0 e n@o necessita de norma-

lizacao.

e Construir a fungdo de escala utilizando a relagdo de escala @(t) =
2> hez hi(k) o(2t — k), em que hj(k) sdo os coeficientes do filtro passa-

baixa.

e Construir a fungdo de wavelet utilizando a relagio ®(t) =
23 ez hi(k) (2t — k), em que hi(k) sdo os coeficientes do filtro passa-

alta.

e Constroi-se a funcao wavelet complexa 1p(t) := 1 (t) +2)(t) e verifica-se se
é uma wavelet por meio do calculo da integral da fungao wavelet (condigao
de admissibilidade) e da energia (tem que ser unitéria). Lembrando que,
nesta escala, ¢(t) = (t).

Considerando o filtro @-shift (14, 14) utilizados nas escalas j > 1, os seguintes passos

sa0 necessarios para construir ¢ e 1):

e Verificar a normalizacao dos filtros.
Considerando a DWT superior, a soma dos coeficientes do filtro g ¢ igual
a v/2 e a normalizacio é feita multiplicando por /2.
A soma dos coeficientes do filtro h; é igual a 0 e ndo necessita de normali-
zagao. Considerando a DW'T inferior tem-se o mesmo esquema de norma-

lizagado da DW'T superior.
e Construir a parte real da funcao de escala B(t) = 23 ez ho(k) @(2t — k).
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e Construir a parte imaginiria da funcdo de escala ¢(t) =
23 ke ho(k) p(2t — k).

e Construir a parte real da funcio de wavelet ¥(t) = 23 ez hi(k) P(2t — k).

e Construir a parte imaginaria da funcao wavelet 1 (t) = 23 ez hq(k) p(2t—

e Construir a fungao wavelet complexa 1(t) := ¥(t) + 1p(t) e verificar se é
uma wavelet por meio do calculo da integral da fungao wavelet (condicao

de admissibilidade) e da energia (tem que ser unitaria).

A Figura B.2 ilustra em (a) a funcao de escala e em (b) a fun¢ao wavelet considerando
o filtro Near-Symmetric (13,19). Em (c) a fungdo de escala e em (d) a fungao wavelet
considerando o filtro Q-shift (14, 14).

B.3 Frequéncia Central da DT-CWT

Nesta secao apresenta-se como calcular a frequéncia central associada a wavelet da

DT-CWT.

Em analogia com a analise de Fourier, pode-se estabelecer uma relacao entre a
frequéncia central associada com a funcao wavelet &, e a frequéncia central associada

com a escala §;, por meio da relacao

&y
a- At

& = (B.7)

em que a = 2/ é a escala, e At é o periodo de amostragem.

Com o objetivo de encontrar o valor de &, os seguintes passos sao realizados:

e Calcular a transformada de Fourier da fungao wavelet complexa ().

e Encontrar &, o qual corresponde ao valor da frequéncia associada ao valor

méximo do espectro de ¥ (t).
e Utilizar a equacao B.7 para encontrar a frequéncia central associada com
a escala j.
Considerando a funcao wavelet associada com o filtro Near—Symmetric obteve-se

&y = 0.48136 e para o filtro Q-shift obteve-se &, = 0.4802.
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Figura B.2 - Em (a) a funcdo de escala e em (b) a fungdo wavelet considerando o filtro
Near-Symmetric (13,19). Em (c) a funcdo de escala e em (d) a funcao wavelet
considerando o filtro Q-shift (14,14).

A Tabela B.2 apresenta os valores da frequéncia e do periodo central associados aos
filtros Near—Symmetric (13,19) e Q-shift (14, 14).
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Tabela B.2 - Frequéncia e periodo central associados aos filtros Near—Symmetric (13,19)
e Q-shift (14,14).

Near—-Symmetric Q-shift
J & periodo & periodo
1 0.24068000 4.1549 0.24010000 4.1649
2 0.12034000 8.3099 0.12005000 8.3299
3 0.06016900 16.62 0.06002500 16.66
4 0.03008500 33.239 0.03001200 33.32
5 0.01504200 66.479 0.01500600 66.639
6 0.00752120 132.96 0.00750310 133.28
7 0.00376060 265.92 0.00375150 266.56
8 0.00188030 531.83 0.00187580 533.11
9 0.00094015 1063.7 0.00093789 1066.2
10 0.00047007 2127.3 0.00046894 2132.5
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APENDICE C

Neste apéndice apresenta-se inicialmente um resumo sobre nimeros complexos e fase.
Em seguida, sdo descritas as fungoes do GNU/Octave atan2 a qual foi utilizada para
calcular a fase ¢ e a fungdo unwrap que ¢é utilizada para produzir graficos da fase
que sejam suaves e continuos ao longo do tempo. Posteriormente, é explorada uma
fungdo my-unwrap proposta neste trabalho, a qual foi implementada com o objetivo

de tentar corrigir as desvantagens encontradas na fun¢ao unwrap.
C.1 Numeros complexos e fase

Seja um nimero complexo z expresso na forma cartesiana (retangular ou algébrica)
por z =z +1y, em que 1 = /—1, x = R(2) é a parte real de z e y = I(2) é a parte

imagindria de z.

Um ntmero complexo da forma z = x + 1y, pode ser representado do ponto de
vista geométrico no plano cartesiano como um ponto (par ordenado) tomando-se
a abscissa deste ponto como a parte real do nimero complexo z no eixo OX e a
ordenada como a parte imaginaria do nimero complexo z no eixo OY’, sendo que o
nimero complexo 0 = 0 + 10 é representado pela prépria origem (0,0) do sistema,
conforme pode ser visualizado na Figura C.1. Note da Figura C.1 que existe um
tridangulo retangulo cuja medida da hipotenusa é a distancia da origem 0 ao niimero
complexo z, denotada por r; o cateto adjacente tem comprimento igual a parte real
x do ntimero complexo z e o cateto oposto corresponde a parte imaginaria y do

numero complexo z.

Na forma polar, o ntimero complexo z é representado por z = re'®, em que r > 0 é
o mddulo (ou valor absoluto) de z, r = |z| = V22 + 42, ¢ ¢ = argz ¢ o angulo (ou
fase) de z. Chama-se argumento principal de z ao seu argumento que pertence ao
intervalo | — 7, w]. O argumento principal, fica, assim, definido univocamente para
todos os complexos z # 0 e designa-se por arg z. Pode-se escrever arg z em termos

7T7T:| f
——.—|,n rma:
2,2,aoa

da fungao real arco tangente cujo contradominio é o intervalo
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—I—z, se R(z)=0 e F(z)>0
2 x
argz = { arctan (;Ei; +m, se R(z) <0 e F(z2)>0
g, se N(z)=0 e F(z) <0

e
arctan (;(z)) —m, se N(2)<0 e F(z) <0

A Figura C.1 ilustra o plano complexo (ou diagrama de Argand) e uma representacao
do tridngulo extraido do plano complexo. O eixo das abcissas é o conjunto (x,0) € C
que se designa por eixo real. O eixo das ordenadas é o conjunto (0,y) € C =

1y y € R que se designa por eixo imaginario.

Como se ilustra na Figura C.1, a utilizacdo de coordenadas polares leva a repre-
sentacao polar (ou representacao trigonométrica) de niimeros complexos, na forma

z = (x,y) = r(cos ¢,sin ¢) ou z = x + 1y = r(cos ¢ + 1sin @)

Im 1

~
~

=

~—

y z=z+uy )

hY
SRS STEEE. Tl

o
P ‘/’\ -'

Figura C.1 - A esquerda o Plano Complexo e a direita o tridngulo retdngulo extraido do
plano complexo.

Considerando o tridngulo extraido do plano complexo, ilustrado em C.1, a tangente
do angulo ¢ ¢é a relagdo do cateto oposto do tridangulo para o cateto adjacente, ou
seja, tan¢ = g Logo, o angulo de fase ¢ é calculando considerando a tangente

x
inversa (arco tangente) dada por:
¢ = arctan (y) : (C.1)
x
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Algumas consideragoes importantes com relagao ao calculo da equacao C.1 devem

ser feitas analisando o ciclo trigonométrico, o qual é ilustrado na Figura C.2.

Y

r <0 r >0
y >0 /2 y >0
anti-horario
11Q 10 \@
m 0
- 27 T
1H1Q
/0
horario
x <0 —n/2  w>0
y<0 y <0

Figura C.2 - Ciclo Trigonométrico

Note que, no primeiro quadrante (I Q) o célculo da equagao C.1 funciona correta-

mente e o dngulo ¢ é positivo. J4, no quarto quadrante (IV Q) ¢ é negativo, porque

—T

y 272

sdo negativos (111 (Q), a razdo = é a mesma como se seus valores fossem positivos.
x

a funcao arctan retorna um valor entre { ou entre [—m, 7]. Note que se x e y

Além disso, é preciso ter cuidado quando se tem x = 0, ja que nao podemos dividir
por 0. A seguir estao sumarizadas as consideragoes apresentadas acima. Muitas lin-
guagens de computador tém uma funcao chamada atan2(y, x) que implementa a

execucao dessas consideragoes automaticamente.

e Se x > ( entao ¢ = arctan <y>
x

e Se x < 0 entao ¢ = arctan (y> — .
x
e Se x = 0 entao
T
— Sey > 0entao ¢ = (2)

- Sey<Oenta0¢:—<g).

— Se y = 0 entdo ¢ é indeterminado.
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C.2 Funcgoes

Nesta segao ¢ descrito o comando atan2 e o comando unwrap do GNU/Octave, os

quais sao utilizados neste trabalho.
C.2.1 Funcao atan2

Em uma variedade de linguagens de computador, a funcao atan2 ¢ a funcao arco
tangente com dois argumentos. A finalidade da utilizacao de dois argumentos em
vez de um argumento é reunir informacao sobre os sinais das entradas, de modo a
retornar o quadrante apropriado do angulo calculado, o que nao ¢é possivel para a

fungao arco tangente de argumento tnico (dada pela fungao atan).

Para qualquer ntimero real, atan2(y,x) ¢ o angulo em radianos entre o eixo positivo
x de um plano e o ponto dado pelas coordenadas (x,y). O dngulo é positivo para
dngulos anti-horario (semi-plano superior, y > 0), e negativo para os angulos no

sentido horario (semi-plano inferior, y < 0).

No GNU/Octave P = atan2(y,x) retorna a tangente inversa (arco tangente) de Y
x
em radianos na faixa de (—m, 7] do nimero complexo z. O comando é utilizado como

¢(z) = atan2(imag(z) ,real(z)).
C.2.2 Funcao unwrap

A fase instantdnea (ou “fase local” ou simplesmente “fase”) de uma fungao de valor
complexo z, é a fungao de valor real ¢(t) = arg(z(t)). Quando ¢(t), é limitada ao
seu valor principal, ou o intervalo (—7, 7] ou [0, 27) é chamada a fase wrapped. Caso

contrario, é chamado de unwrapped, que é uma funcdo continua de argumento ¢.

A fungao @) = unwrap(p) corrige os angulos de fase p, em que p é o vetor de fase
0 wrapped, adicionando multiplos de 27 quando saltos absolutos entre os elementos
consecutivos do vetor de fase p sdo maiores do que ou iguais ao padrao de saltos de

tolerancia de 7 radianos.
A seguir, apresentam-se sucintamente os principais passos realizados pela fungao

unwrap.

1° passo: Variacao incremental da fase:
dp=dif f(p) = p(t+1) — p(t), onde t > 1 é o instante de tempo;

2° passo: Variacao da fase equivalente em [—m, 7):
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dps = mod(dp + 7,2 x w) — T;

3° passo: Verificacao da preservacao do sinal para m versus —m:

dps(dps = —m e dp > 0,:) = ;

4° passo: Corregao da fase:

dpcorr = dps — dp;

5° passo: Ignorar a corregao quando a variagao abs(dp) é menor do que cutof f = m:

dpcorr(abs(dp) < cutof f,:) = 0;

6° passo: Integrar as correcoes e adicionar a p para produzir valores de fase suavi-
zados:
(2 : length(p),:) = ¢(2 : length(p),:) + cumsum(dpcorr, 1).

Um pseudo-algoritmo da fungdo unwrap ¢ descrito abaixo.

Algoritmo 1: Func¢ao unwrap

Entrada: p
Saida:
inicio
m = length(p);
cutof f = p;
repita
dp = dif f(p);
dps = mod(dp + pi, 2 * pi) — pi;
dps(dps == —pi & dp > 0,:) = pi;

dpcorr = dps — dp;
dpcorr(abs(dp) < cutof f,:) = 0;
p(2:m,:) =p(2:m,:)+ cumsum(dpcorr,1);

até m;

fim

C.2.3 Funcao my-unwrap

Quando a fase ¢ estd muito proxima do cutof f = m, o comando unwrap falha em

verificar o quadrante da fase. Neste caso, pode ocorrer saltos falsos de 27.

Com o objetivo de melhorar e tentar corrigir esses saltos falsos, é proposto, neste
trabalho, uma funcao chamada my-unwrap. A entrada para esta funcao é a fase no

intervalo de [0, 27] denotada por 6 e calculada por meio da fungao # = mod (0,2 7).

163



A partir do vetor 6 contendo as fases em cada instante de tempo k, calcula-se as
distancias entre os angulos 6, e 0.1, nos instantes k e k + 1, respectivamente,
considerando o sentido anti-horario, denotada por dy, e sentido horario, denotada
por dy. Algumas regras devem ser consideradas tomando com relagao 6, e 6,1 no

calculo das distancias d4 e dy:

e Se o angulo Oy 1 > 6:
da = Oky1 — O
dy =21 — dy;

e Se o angulo Oyy1 < 6
dyg = Ok — Okp;
dy =27 — dy;

e Se dy < dy o sentido anti-horério é considerado.
e Se dy < d4 o sentido horario é considerado.
Com base no exposto acima, implementou-se a funcao q = my-unwrap(theta).

A fungdo é chamada por meio da fungdo q = my-unwrap(theta) e um pseudo-

algoritmo encontra-se descrito abaixo.

Algoritmo 2: Fun¢ao my-unwrap
Entrada: theta

Saida: q

inicio
m = length(theta) — 1
q(1) = theta(1);
repita
k=1,
if theta(k + 1) > theta(k) then
| q(k+ 1) = (theta(k + 1) — theta(k)) + q(k);
else
‘ q(k +1) = [2 % pi — (theta(k) — theta(k + 1))] + q(k);

end

até m;

fim

164



APENDICE D
D.1 Andlise comparativa da utilizacao da CWT versus a DT-CWT

Nesta secao apresenta-se um exemplo de um experimento na qual foi utilizado a
transformada wavelet continua e o método wavelet dt-cwt para calcular a fase e,
posteriormente, a diferenca de fase a fim de analisar o fené6meno de sincronizacao de

fase entre os sistemas.

A seguir, descreve-se sobre a wavelet de Morlet, a qual utiliza-se como wavelet ana-

lisadora na CWT.
Wavelet de Morlet

A wavelet de Morlet é dada por

2

1 . 2 t
wMOTZEt(t) — 1 (elft _ 652) 677, (Dl)

em que ¢ é um valor adimensional geralmente considerado ¢ = 6, a fim de satisfazer

a condicao de admissibilidade.

A wavelet de Morlet é indicada para o estudo de séries temporais com variagoes
suaves. Um fator importante é que por ser uma wavelet complexa, permite a analise
de mudancas de amplitude e fase do sinal estudado, localizando melhor as variagoes

na frequéncia do que variagoes temporais de um sinal.

A Figura D.1 apresenta a wavelet de Morlet considerando em (a) a wavelet contraida
quando s = 0,5, ou seja s < 1; a wavelet em seu estado normal quando s =1 e a
wavelet dilatada quando s = 2, ou seja, s > 1. Em (b) apresenta-se a wavelet de

Morlet considerando a parte real e a parte imaginaria da fungao.

A Tabela D.1 apresenta os valores da frequéncia e do periodo central associado a
wavelet de Morlet. A frequéncia central da wavelet de Morlet é dada por £, = 0.5

o periodo ¢é igual a 2.

A seguir, apresenta-se sobre o Experimento utilizado a fim de comparar os resultados
obtidos da analise da CWT e do método wavelet dt-cwt.

165



S R 0.8 ———
—s=05—5=10—s5=2,0/] —
0.6 real

- --LIJima

L 9
2 A\WI\ 0.4
0.2r

> 0 " /\ ” !\ R = 0

_0.2,

S

—2—-\/\/\/\/~7 0.4/

-0.6
T R 08—
-10-8 6 -4 2 0 2 4 6 8 10 5 -4 -3-2-1 0 1 2 3 4 5

(a) (b)

Figura D.1 - Em (a) a wavelet contraida quando s = 0,5, ou seja s < 1; a wavelet em
seu estado normal quando s = 1 e a wawvelet dilatada quando s = 2, ou seja,
s > 1. Em (b) apresenta-se a wavelet de Morlet considerando a parte real e
a parte imagindria da funcao.

Tabela D.1 - Frequéncia e periodo central associado a wavelet de Morlet.

J &5 periodo
1 0.25000000 4
2 0.12500000 8
3 0.06250000 16
4 0.03125000 32
5 0.01562500 64
6 0.00781250 128
7 0.00390630 256
8 0.00195310 512
9 0.00097656 1024
10 0.00048828 2048

Experimento R,

O sistema de equagoes e parametros é o mesmo do Experimento Ry apresentado no
Capitulo 6, Secao 6.1, Subsecao 6.1.3, parte 6.1.3.1.

A série temporal apresenta N = 2'7 pontos e quando se utiliza o método wavelet
dt-cwt a mesma foi decomposta em 11 escalas de decomposicao. Trés diferentes
intensidades de acoplamento sao consideradas: uma fraca com 1 = 0, 05, uma média

com 1 = 0,15 e uma forte com n =0, 2.

A Figura D.2 mostra o espectro de energia wavelet obtido do método wavelet dt-cwt e
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o obtido utilizando a CW'T, ambos considerando as trés intensidades de acoplamento
estudadas. Note que utilizando a DT-CWT, a escala de maxima energia ¢é a escala

J =9 e quando se utiliza a CWT a energia maxima concentra-se no intervalo [9, 10].

4 n =0,05
3.5x10‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
_ﬂEdt—cwt )
3t 1
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2.5 2
£, 2
5
w 15
l,
)]}
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o—e o a8 92
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J
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Figura D.2 - Experimento Rg,. Espectro de energia wavelet obtido do método wavelet dt-
cwt e o obtido utilizando a CW'T, ambos considerando as trés intensidades
de acoplamento estudadas.
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A Figura D.3 mostra a fase obtida a partir do método wavelet dt-cwt e o obtido uti-

lizando a CWT, ambos considerando as trés intensidades de acoplamento estudadas.
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Figura D.3 - Experimento Ra,. Fase obtida a partir do método wavelet dt-cwt e o obtido
utilizando a CWT considerando as trés intensidades de acoplamento estuda-

das.
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A Figura D.4 mostra a diferenga de fase aplicando em (a) o método wavelet dt-cwt;
(b) a CWT; (c) o método arco-tangente e em (d) considerando os trés métodos com
n = 0,15 e no intervalo ¢ = [0, 600].
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Figura D.4 - Experimento Rg,. Diferenca de fase aplicando em (a) o método wavelet dt-
cwt; (b) a CWT; (¢) o método arco-tangente e em (d) considerando os trés
métodos com 1 = 0,15 e no intervalo ¢ = [0, 600].

Observe da Figura D.4(a, b, ¢) que para um acoplamento fraco de n = 0,05 os trés
métodos foram capazes de identificar que os sistemas nao estdo sincronizados em

fase.

Quando se tem um acoplamento médio de 0,15, o método wavelet dt-cwt detecta
corretamente os dois deslizamentos de fase que ocorrem entre os sistemas, conforme
pode ser visualizado na Figura D.4(a, d). Considerando o uso da CWT, conforme

pode ser visualizado na Figura D.4(b, d), os deslizamentos de fase ndo sdo bem
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localizados, este fato se deve em parte pela redundancia presente neste tipo de
transformada. Com relacao ao uso do método arco-tangente, conforme pode ser
visualizado na Figura D.4(c, d), note que varios deslizamentos de fase sao verificados

erroneamente, visto que verificando na série temporal os mesmos nao ocorrem.

Quando se tem um acoplamento forte de n = 0,2 os trés métodos sao capazes de
verificar a sincronizacao de fase entre os sistemas, conforme pode ser visualizado na
Figura D.4(a, b, ¢).
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APENDICE E

A fim de comparar o método proposto, descreve-se neste Capitulo o método arco
tangente. Na Se¢do E.1 apresenta-se o método arco tangente e sua utilizacao quando
o sistema apresenta regime de fase coerente e nao coerente. Na Subsecao E.1.3,

descreve-se como calcular a fase quando se analisa o sistema de Lorenz.
E.1 Método Arco Tangente

O método arco tangente baseia-se na projecao do atrator no espago de fase. Calcula-
se a fase como sendo o angulo no sistema de coordenadas polares sobre o plano em
que o atrator foi projetado. Esse método leva em consideracao se o sistema apresenta

regime de fase coerente ou nao coerente, como descreve-se a seguir.
E.1.1 Regime de Fase Coerente

Em um regime de fase coerente, a projecao do atrator no plano (z,y) assemelha-se
a um ciclo limite manchado com rotagoes bem definidas em torno da origem. Um
exemplo considerando o sistema de Rossler pode ser visto na Figura 2.1(a). Neste
caso e em casos similares, a fase ¢(t) pode ser introduzida como o angulo no sistema
de coordenadas polares sobre o plano (z,y), conforme proposto em (ROSENBLUM et
al., 1996; ROSENBLUM et al., 1997), dado da seguinte forma:

&(t) = arctan (%) . (E.1)

Quando se tem um sistema que apresenta um regime de fase coerente, este método
trabalha razoavelmente bem, apesar da presenca de algumas regioes raras na qual a

fase nao cresce uniformemente ou mesmo decresce.
E.1.2 Regime de Fase Nao Coerente

E interessante perceber que a abordagem de calcular a fase usando a projecao do
atrator é bastante restrita, e para muitos sistemas cadticos nao pode-se definir a fase

ou uma variavel do tipo fase de uma forma adequada.

Como exemplo, quando se considera o sistema de Rossler com o parametro a =
0,2925, o sistema possui um atrator chamado de funil, conforme ilustrado na Fi-
gura 2.1(b). O atrator funil encontrado no sistema de Rossler é, provavelmente, o

exemplo mais simples de um sistema com fase nao coerente ou fase mal definida.

171



Nesse caso, a fase pode ser definida usando a projecao do atrator sobre o plano das
derivadas, conforme proposto em (CHEN et al., 2001), por meio da equagao
y(t)

o1t) = arcten (17, (£2)

Quando se trabalha com um sistema em regime de fase nao coerente, a aplicagao
desse método pode apresentar resultados ambiguos, sendo que a fase gerada nem
sempre é uma func¢ao do tempo monotonicamente crescente ou apresenta ambigui-
dade (FOLLMANN et al., 2009).

Note que para utilizar o método arco tangente é necessario conhecer duas variaveis
do sistema em estudo, o que na pratica, é inviavel, visto que na maioria dos casos

tem-se apenas uma variavel, a saber, a série temporal associada ao sistema.

Outro fator é que quando se utiliza as equagdes (E.1) e (E.2) para calcular a fase
de um sistema, é necessario projetar o atrator do sistema em um plano. Assim, o

conhecimento das variaveis de estado x e y sdo necessarios.

A seguir, apresenta-se o método utilizado para calcular a fase quando se trabalha

com o sistema de Lorenz.
E.1.3 Calculo da Fase no Sistema de Lorenz

No sistema de Lorenz, o atrator é projetado no plano (u, z), em que considera-se
a vantagem da simetria (z,y) — (x,—y) nas equagoes de Lorenz para usar u =
Va2 + y?, conforme discutidos em (PTIKOVSKY et al., 1997).

Considerando esta projegao (veja Figura 2.2(e)), a fase ¢(t) pode ser definida como

¢(t) = arctan <m> (E.3)

u(t) — ug

em que uyg = 12 e zy = 27 sado introduzidos para transladar o eixo de referéncia
para o centro do atrator. Note que neste método, todas as variaveis, x, y, e z sdo

necessarias.
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