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RESUMO

A compreensão do mundo físico depende de observações, medidas, análise e predição
de padrões expressos na natureza. Grande quantidade de sistemas possuem dinâmi-
cas complexas, não-lineares e não-estacionárias, que dificultam a sua compreensão
efetiva. Nas últimas décadas, o gráfico de recorrência e a análise de quantificação
de recorrência tornaram-se uma alternativa para o estudo de sistemas complexos,
pois permitem tanto visualizar as estruturas da série temporal, quanto estimar os
invariantes presentes no sistema. Contudo, essas técnicas possuem algumas desvan-
tagens como alto custo computacional, alteração de resultados devido a presença de
ruído e dificuldade para distinguir séries temporais com comportamentos semelhan-
tes. Nessa dissertação, o objetivo é analisar como a transformada wavelet discreta
pode ser utilizada para mitigar as desvantagens do gráfico de recorrência. Para isso,
são realizados três abordagens. A primeira abordagem visa utilizar a transformada
wavelet discreta para gerar séries suavizadas, com menor quantidade de pontos, que
preserva a dinâmica do sistema e possibilita diminuir o tempo computacional do
cálculo do gráfico de recorrência e da análise de quantificação de recorrência. A
segunda abordagem visa distinguir séries com comportamentos semelhantes. Como
nesse cenário os comportamentos se diferenciam a nível de detalhes, utiliza-se a
transformada wavelet discreta para decompor a série em diversas escalas e, assim,
possibilitar a distinção das dinâmicas ao combinar os quantificadores de recorrência
obtidos em diferentes escalas. A terceira abordagem visa remover o ruído não-linear,
por meio da filtragem dos coeficientes wavelet, para melhorar a identificação dos
invariantes do sistema. Essas abordagens são utilizadas para a análise de dados pro-
venientes do mapa logístico, do sistema de Rössler, de sistemas cardíacos e de campo
magnético solar.

Palavras-chave: Sistema dinâmico. Gráfico de recorrência. Análise de quantificação
de recorrência. Transformada wavelet discreta. Aprendizado de máquina.
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USE OF RECURRENCE PLOT AND DISCRETE WAVELET
TRANSFORM FOR CHARACTERIZATION OF DYNAMICAL

SYSTEMS

ABSTRACT

In order to understand the physical world observations, measurement, analysis and
predictions of patterns expressed by nature are required. However, many systems
have complex, non-linear and non-stationary dynamics, hampering an effective un-
derstanding of the system. In recent decades, the recurrence plot and recurrence
quantification analysis have become an alternative for the study of complex systems
because they allow allows viewing the structure of the time series and estimating
the invariants present in the system dynamics. However, these techniques have some
disadvantages such as high computational cost, results change due to the presence
of noise and trouble distinguishing time series with similar behaviors. In this disser-
tation, the main objective is to analyze how the discrete wavelet transform can be
used to mitigate the disadvantages of recurrence plot. For this, three strategies are
conducted. The first strategy aims to use the discrete wavelet transform to generate
smoothed series, with fewer points, which preserves the system dynamics and allows
reducing the computational time of recurrence plot calculation and the recurrence
quantification analysis. The second strategy aims to distinguish series with similar
behaviors using recurrence quantifiers of different scales. The third strategy aims to
remove the non-linear noise by filtering the wavelet coefficients. These strategies are
used for data analysis from the logistic map, Rössler system, cardiac systems and
solar magnetic field.

Keywords: Dynamical system. Recurrence plot. Recurrence quantification analysis.
Discrete wavelet transform. Machine learning.
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1 INTRODUÇÃO

A compreensão do mundo físico depende de observações, medidas, análise e predição
de padrões expressos na natureza (RILEY et al., 2005). Grande quantidade de sistemas
possuem dinâmicas complexas, não-lineares e não-estacionárias, que dificultam sua
compreensão efetiva. Para tentar compreende-los, utilizam-se métodos como cálculo
de dimensão fractal, expoente de Lyapunov, entropia, entre outros (ECKMANN et

al., 1987). Porém, tais métodos possuem desvantagens, como a necessidade de séries
temporais longas, alteração dos resultados devido a presença de ruídos, dificuldade
para analisar sistemas não-estacionários.

Nas últimas décadas, os gráficos de recorrência tornaram-se uma alternativa para o
estudo de sistemas complexos. Esse fato pode ser constatado diante do seu uso na
análise de sinais cardíacos (ZBILUT et al., 2002), análise de imagens de tomografia
computadorizada quantitativa periférica (MARWAN et al., 2007a), caracterização de
regimes de fluidização gás-sólido (LLOP et al., 2015), detecção de crises financeiras
(ADDO et al., 2013), análise de tráfego em redes-IP (MASUGI, 2009), etc. Um gráfico
de recorrência é uma matriz binária simétrica que indica o quão próximo dois estados
estão, a partir de uma determinada definição de proximidade. Dessa forma, o grá-
fico de recorrência permite tanto visualizar as estruturas da série temporal, quanto
estimar invariantes presentes no sistema (THIEL et al., 2004). Além disso, Marwan
et al. (2007a) enfatiza que o uso de técnicas baseadas em gráficos de recorrência
são úteis para a análise de dados reais curtos e não-estacionários que apresentam
determinadas particularidades.

Para extrair as informações presentes no gráfico de recorrência, Webber e Zbilut
(1994) desenvolveram a Análise de Quantificação de Recorrência (Recurrence quan-
tification analysis - RQA). Essa análise gera quantificações estatísticas baseadas na
ocorrência de pontos e de linhas (diagonais e verticais) no gráfico de recorrência.

Contudo, a quantidade de pontos de um gráfico de recorrência pode ser alta, deman-
dando um elevado tempo computacional para calcular as medidas de quantificação
de recorrência. Para mitigar esse fato, buscam-se métodos que sejam mais eficientes e
que preservem os invariantes do sistema. Costa (2014a) propõe um método de suavi-
zação do gráfico de recorrência capaz de capturar as principais estruturas do gráfico
de recorrência. Antoniou e Vorlow (2004) propõem utilizar a transformada wavelet
packet para obter detalhes de diferentes escalas e, em seguida, utilizar a análise de
quantificação de recorrência para detectar os invariantes do sistema. Baseando-se no
uso da transformada wavelet, esse trabalho propõe utilizar a transformada wavelet
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discreta na série temporal para obter uma série transformada com um número menor
de pontos, mas que preserve as principais características do sistema. Em seguida,
as medidas de quantificação obtidas pelo RQA são utilizadas para classificar a di-
nâmica presente no sistema. Esta classificação será realizada por meio de técnicas
de aprendizado de máquina, como a árvore de decisão e máquinas de vetores de
suporte.

Além do problema de complexidade computacional, outra dificuldade encontrada
é presença de ruídos nas séries temporais. Isso é, dependendo da magnitude do
ruído presente nas séries, o RQA resulta em valores indevidos. Para tentar minorar
essa questão, este trabalho propõem utilizar a técnica de filtragem de coeficientes
wavelets, propostos por Donoho e Johnstone (1994), Azzalini et al. (2005) e Perin e
Kozakevicius (2013), para a redução do ruído não-linear.

1.1 Organização do trabalho

A Dissertação encontra-se organizada da seguinte forma:

• Capítulo 2: apresenta os principais conceitos relacionados a sistemas dinâ-
micos.

• Capítulo 3: explica as técnicas gráfico de recorrência e análise de quantifi-
cação de recorrência.

• Capítulo 4: apresenta os principais conceitos relacionados à teoria wavelet.

• Capítulo 5: descreve as técnicas de aprendizado de máquina árvore de
decisão e máquinas de vetores de suporte.

• Capítulo 6: caracteriza os dados experimentais de intervalos RR e de
campo magnético solar.

• Capítulo 7: apresenta uma metodologia que utiliza a transformada wavelet
discreta para reduzir o tempo de cálculo do gráfico de recorrência.

• Capítulo 8: apresenta uma metodologia que combina a transformada wa-
velet discreta e o gráfico de recorrência para caracterizar sistemas com
dinâmica semelhante.

• Capítulo 9: descreve como a transformada wavelet discreta pode ser utili-
zada para reduzir o ruído não-linear das séries temporais.

• Capítulo 10: expõe as conclusões e as sugestões para trabalhos futuros.
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2 SISTEMAS DINÂMICOS

Segundo Monteiro (2011), um sistema é um conjunto de objetos agrupados por
uma interação de modo que exista relação de causa e efeito nos fenômenos que
ocorrem com os elementos deste conjunto. Um sistema é dinâmico quando ele possui
grandezas que variam no tempo. Dessa forma, pode-se definir um sistema dinâmico
como um modelo matemático determinístico no qual evoluímos ao longo do tempo
suas variáveis.

Um sistema dinâmico pode ser classificado de acordo com certas características,
como evolução temporal, tipo de modelo, parâmetros do modelo e memória. Em
relação a evolução temporal, o sistema pode ser classificado em sistema de tempo
contínuo (fluxo) ou sistema de tempo discreto (mapa).

No sistema de tempo contínuo, o tempo é uma variável contínua (t ∈ R+). Esse
sistema é descrito por uma ou mais equações diferenciais ordinárias (EDOs) ou
parciais (EDPs). A evolução do sistema, obtida por meio da integração das equações
diferenciais, fornece uma solução para todos os instantes de tempo. Um exemplo de
sistema de tempo contínuo é o sistema de Lorenz proposto em (LORENZ, 1963):

ẋ = σ(y − x)
ẏ = −xz + rx− y
ż = xy − bz

(2.1)

onde x, y e z são as variáveis de estado e σ, b e r são os parâmetros de controle. A
Figura 2.1 ilustra a evolução das variáveis de estado ao longo do tempo do sistema
de Lorenz:

Figura 2.1 - Evolução das variáveis de estado do sistema de Lorenz.

Fonte: Produção do autor.
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No sistema de tempo discreto, o tempo é uma variável discreta (n ∈ Z+). Esse tipo
de sistema é representado por meio de uma ou mais equações de diferenças que
fornecem informações de um estado presente n em função de um estado passado
n− 1. Um exemplo de sistema de tempo discreto é o mapa de Hénon proprosto em
(HÉNON, 1976):

xn+1 = 1− ax2
n + yn

yn+1 = bxn
(2.2)

em que x e y são as variáveis de estado e a e b são parâmetros de controle. A Figura
2.2 ilustra a evolução das variáveis de estado do mapa de Hénon.

Figura 2.2 - Evolução das variáveis de estado do mapa de Henón.

Fonte: Produção do autor.

2.1 Representação do espaço de fases

O estudo qualitativo de equações visa identificar características importantes de suas
soluções sem resolvê-las. Por meio dessa técnica, é possível identificar e compreender
o modo qualitativo dos possíveis movimentos do sistema utilizando o espaço de fases
(HIRSCH et al., 2003).

O espaço de fases é um espaço matemático formado por coordenadas que repre-
sentam cada uma das variáveis necessárias para especificar o estado instantâneo do
sistema (MONTEIRO, 2011). Conforme uma variável altera o seu estado, um ponto
é traçado no espaço de fase. Em um sistema de tempo contínuo, esses pontos for-
mam uma curva contínua (Figura 2.3a), enquanto em um sistema de tempo discreto,
formam uma sequência de pontos (Figura 2.3b).
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Figura 2.3 - Exemplos de espaço de fase.

(a) Sistema de Lorenz (b) Mapa de Hénon

Fonte: Produção do autor.

2.1.1 A reconstrução do espaço de fase

A reconstrução do espaço de fases é a operação que permite a obtenção da geometria
que a trajetória do sistema percorre em seu espaço de fases a partir de uma série
temporal monovariável. As metodologias conhecidas que a facultam baseiam-se no
fato de que uma única série temporal é afetada por todas as variáveis dinâmicas
relevantes, e, portanto, ela contém um registro relativamente completo da dinâmica
do sistema (BAKER; GOLLUB, 1996). Por meio do Teorema da Imersão de Takens
(TAKENS, 1981), é possível reconstruir o espaço de fase m-dimensional a partir de
coordenadas com atraso

y(t) = (x(t), x(t+ τ), x(t+ 2τ), ..., x(t+ (m− 1)τ)) (2.3)

em que τ é o tempo de atraso e m é a dimensão de imersão. Com a determinação
eficiente do tempo de atraso e da dimensão de imersão, o espaço reconstruído (geo-
metria que a trajetória do sistema percorre em seu espaço de fases) apresenta uma
suave variação de coordenadas em relação ao espaço original, mas preserva os inva-
riantes geométricos do sistema, como a dimensão do atrator 1 no qual a trajetória
do sistema está contida e os expoentes de Lyapunov (SAVI, 2006).

1Figura geométrica que representa o comportamento assintótico do sistema em um espaço de
fase.
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2.1.1.1 A escolha do tempo de atraso

A escolha apropriada do tempo de atraso é importante para o sucesso da reconstru-
ção do atrator. Se o atraso for muito pequeno, os pontos amostrados estarão muito
próximos para prover informações adequadas sobre a dinâmica do sistema e o atra-
tor reconstruído ficará preso na diagonal principal do espaço de imersão. Por outro
lado, se o tempo de atraso for muito grande, os pontos amostrados estarão muito
distantes para se mostrarem correlacionados e o atrator reconstruído cobrirá grande
parte do espaço de fase. Quando o atraso é ideal, obtém-se uma reconstrução que
preserva os invariantes geométricos do atrator real, porém com uma pequena varia-
ção de coordenadas. A Figura 2.4 ilustra o efeito do tempo de atraso na reconstrução
do atrator de Lorenz.

Figura 2.4 - Influência do tempo de atraso na reconstrução do atrator de Lorenz.

(a) Atrator real

(b) Atraso pequeno (c) Atraso ideal (d) Atraso grande

Fonte: Produção do autor.

Diversos métodos têm sido propostos para determinar a escolha do tempo de atraso
ideal. Desses, os mais populares estão centrados em utilizar medidas de autocorre-
lação ou de informação mútua.

O método baseado em autocorrelação mede a dependência linear entre os valores da
série temporal x(t) em diferentes pontos no tempo. Segundo Baker e Gollub (1996),
a correlação entre pares de pontos da série temporal x(t) é definida como:
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f (τ) = < x(t)x(t+ τ) >
< x(t)2 >

(2.4)

no qual <> denota a média de todos os pontos de dados em uma série temporal.
Entretanto, não há um consenso sobre como obter o valor do tempo de atraso ideal.
Oprisan et al. (2015) relata que o tempo de atraso ideal é aquele no qual a função de
autocorrelação decai para e−1 ou quando a função de autocorrelação não é signifi-
cantemente diferente de zero. Além disso, o atraso ideal pode ser o primeiro zero da
função de autocorrelação ou a primeira vez que a função de autocorrelação atinge
um mínimo.

O método baseado em informação mútua, desenvolvida por Fraser e Swinney (1986),
mede o grau em que diferentes partes da série temporal x(t) são dependentes uns
dos outros. Nessa abordagem, deve-se criar um histograma, com n intervalos, para
estimar a distribuição de probabilidade dos dados da série temporal x(t). Assim, a
informação mútua entre x(t) e x(t+ τ) é obtida por:

I(τ) =
n∑
i=1

n∑
j=1

Pi,j(x(t), x(t+ τ)) log Pi,j(x(t), x(t+ τ))
Pi(x(t))Pj(x(t+ τ)) (2.5)

no qual Pi(x(t)) e Pj(t + τ) são distribuições de probabilidade distintas de que
x(t) assuma, respectivamente, o valor dentro do i-ésimo e do j-ésimo intervalo do
histograma. Pi,j(x(t), x(t + τ)) é a distribuição conjunta de probabilidade de que,
simultaneamente, o sinal de x(t) e x(t+ τ) estejam no i-ésimo e no j-ésimo intervalo
do histograma. Nessa abordagem, o tempo de atraso ideal corresponde ao primeiro
mínimo local da função de informação mútua I(τ).

2.1.1.2 A escolha da dimensão de imersão

Na reconstrução de um atrator é importante que ela ocorra em um espaço de di-
mensão suficientemente grande para representar a dinâmica completamente. Takens
(1981) sugeriu que a dimensão de imersão (m) seja maior do que a dimensão do
atrator (d) de acordo com a relação

m ≥ 2d+ 1 (2.6)

No entanto, a dimensão do atrator é geralmente desconhecida para os dados experi-
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mentais e, assim, a dimensão de imersão é desconhecida. Na literatura, os métodos
dimensão de correlação e falso vizinho próximo são os mais utilizados para determi-
nar a dimensão de imersão ideal.

O método de dimensão de correlação, proposto por Grassberger e Procaccia (1983),
descreve o quanto dois pontos de uma mesma trajetória estão correlacionados. Nesse
método, a probabilidade de encontrar dois pontos do atrator dentro de um volume
ρ é aproximado pela probabilidade de que a distância entre esses dois pontos seja
menor do que ρ. Como descrito por Baker e Gollub (1996), o método de dimensão
de correlação pode ser realizado em quatro etapas:

• Reconstruir o atrator em uma baixa dimensão de imersão (m = 1).

• Calcular a função de correlação para diversos valores de raio (ρ).

C(ρ) = 1
N2

N∑
i,j=1

θ (ρ− ||~xi − ~xj||) , (2.7)

em que ~x é a trajetória do sistema, N é quantidade de pontos da trajetória
e θ(·) é a função de Heavside.

• Calcular a dimensão de correlação.

m = log(C(ρ))
log(ρ) (2.8)

• Incrementar a dimensão de imersão, reconstruir o atrator e recalcular a
dimensão de correlação até que se obtenha um valor limite da dimensão
de correlação, onde ocorre um comportamento de saturação.

O método falso vizinho próximo (False Nearest Neighbors - FNN), introduzido por
Kennel et al. (1992), visa obter a dimensão de imersão ótima. A ideia principal
deste método é analisar como o número de vizinhos de um ponto ao longo de uma
trajetória varia com o aumento da dimensão de imersão. Em uma dimensão de
imersão pequena, pontos distantes no espaço de fase original ficam indevidamente
muito próximos no espaço de fase reconstruído. Porém, ao incrementar a dimensão
de imersão, diminui-se o número de falsos vizinhos, permanecendo apenas os que
são de fato vizinhos. Assim, a dimensão de imersão ideal é obtida quando o número
de vizinhos diminui abruptamente ou tende à saturação.
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2.2 Sistemas dinâmicos caóticos

Um sistema dinâmico caótico, embora seja descrito por leis determinísticas e por
equações diferenciais não lineares sem componentes estocásticos, apresenta compor-
tamentos que implicam em sensibilidade exponencial em média à variação das con-
dições inicias. Como neste tipo de sistema, o erro cresce rapidamente à medida que
o cálculo prossegue, o conhecimento aproximado de um estado não permite predizer
a sua evolução para qualquer tempo futuro. Tal comportamento está relacionado
tanto a sensibilidade às condições iniciais quanto à dificuldade de não se ter uma
precisão infinita do valor real do estado. Como mostra a Figura 2.5, duas condições
iniciais próximas conduzem o sistema de Lorenz a órbitas completamente distintas
após poucas iterações.

Figura 2.5 - Exemplo de sensibilidade às condições iniciais.

(a) Série temporal

(b) Espaço de fase

Em preto e em vermelho representam, respectivamente, as soluções das condições iniciais
(0,000; 2,000; 0,000) e (0,000; 2,001;0,000).

Fonte: Produção do autor.
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O comportamento dinâmico de um sistema pode ser caracterizado com o uso do
expoente de Lyapunov (λ). Esse expoente mede a taxa média com que duas órbitas,
com condições iniciais próximas, se distanciam (ALLIGOOD et al., 1996). Para um
sistema contínuo n-dimensional, tem-se uma esfera de condições iniciais centrada
no ponto ~x0 com um raio inicial ξ(t0). Com o passar do tempo, o fluxo do sistema
deforma a esfera em um objeto elipsoidal. Assim, ao longo da j-ésima dimensão, o
raio inicial varia exponencialmente no tempo segundo a equação:

ξj(t) = ξj(t0)eλj(t−t0), j = 1, ..., n (2.9)

Essa relação pode ser reescrita como:

λj = ln[dj(t)/dj(t0)]
t− t0

(2.10)

no qual o número λj é o expoente de Lyapunov associado a j-ésima dimensão.
Quando λj < 0, a distância entre os pontos é atenuada exponencialmente e, as-
sim, a trajetória age de forma estacionária ou periódica. Quando λj > 0, a distância
entre os pontos cresce em média exponencialmente e, consequentemente, a trajetória
do sistema age de forma caótica.

2.2.1 Exemplos de sistemas dinâmicos caóticos

Neste trabalho, o mapa logístico e o sistema de Rössler são usados como exemplos
de sistemas dinâmicos caóticos.

2.2.1.1 Mapa logístico

Popularizado por May (1976), o mapa logístico é um modelo ecológico para estudar
a variação populacional de insetos descrito por:

xn+1 = rxn(1− xn) (2.11)

no qual

• xn é um número entre 0 e 1 que representa a quantidade de indivíduos na
n-ésima geração.

• r é um número positivo que age como uma normalização entre a taxa de
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crescimento e a taxa de mortalidade da população.

Esse mapa é um sistema dinâmico autônomo, discreto e unidimensional, caracteri-
zado por única variável de estado x ∈ R. O parâmetro de controle r define a dinâmica
do sistema, que pode apresentar soluções periódicas ou caóticas (Figura 2.6).

Para visualizar as diversas dinâmicas presentes no mapa, aqui gerou-se um conjunto
de trajetórias constituído por 4801 séries temporais, com 4096 pontos cada, no qual
o parâmetro r varia entre 2, 80 e 4, 00, com passo 0, 00025. Para a obtenção de cada
série temporal, desprezam-se os primeiros 1024 pontos de transiente e utiliza-se a
condição inicial x0 = 0, 20.

Figura 2.6 - Diferentes dinâmicas presentes no mapa logístico.

(a) Período 1 (r = 2,80) (b) Período 2 (r = 3,20)

(c) Período 4 (r = 3,50) (d) Período 8 (r = 3,55)

(e) Caos (r = 4,00) (f) Período 3 (r = 3,84)

Fonte: Produção do autor.

Quando a variação do parâmetro de controle altera qualitativamente a dinâmica
do sistema, diz-se que houve uma bifurcação (HIRSCH et al., 2003). O gráfico de
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bifurcação permite visualizar quando essas bifurcações ocorrem e, assim, possibilita
identificar quais valores do parâmetro de controle geram trajetórias periódicas ou
caóticas. A Figura 2.7 apresenta o gráfico de bifurcação do mapa logístico para os
valores 2, 8 ≤ r ≤ 4, 0.

Figura 2.7 - Gráfico de bifurcação do mapa logístico.

Fonte: Produção do autor.

Para medir a taxa de divergência de trajetórias e, assim, quantificar a dependên-
cia sensitiva às condições iniciais utilizam-se os expoentes de Lyapunov. Quando
λ < 0, a distância entre os pontos é atenuada e, assim, a trajetória age de forma
estacionária ou periódica. Quando λ > 0, a distância entre os pontos aumenta e, con-
sequentemente, a trajetória age de forma caótica. A Figura 2.8 apresenta expoente
de Lyapunov do mapa logístico para os valores 2, 8 ≤ r ≤ 4, 0.

Figura 2.8 - Gráfico do expoente de Lyapunov do mapa logístico.

Fonte: Produção do autor.
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