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RESUMO

Em um sistema planeta-lua-veiculo espacial existem cinco pontos de equilibrio, sendo
que trés sao instaveis (Ly, Lo, L3) e dois sdo estaveis (Ly, Ls). Estes pontos sdo alvos
constantes das perturbagoes externas gravitacionais e nao-gravitacionais, que podem
inviabilizar a utilizacao dos mesmos em missoes espaciais para observar o Universo e
o nosso Sistema Solar. Deste modo, neste trabalho, objetiva-se estudar e analisar as
manobras orbitais de um veiculo espacial utilizando propulsao continua, controladas
por um sistema de controle PID em malha fechada, a partir de uma érbita de baixa
altitude, em torno da Terra, para cada um dos trés pontos colineares lagrangianos
do sistema Terra-Lua considerando as perturbagoes externas como efeito durante as
manobras orbitais. Assim, primeiramente, modelou-se os cinturoes de radia¢ao utili-
zando os dados fornecidos pela missao Van Allen Probes. Em seguida, determinou-se
as localizacoes dos pontos colineares lagrangianos por meio do somatério das atra-
¢oOes gravitacionais da Terra e da Lua, a cada instante de tempo, compensadas com
a pseudo-forca centrifuga, em um referencial ndo-inercial; logo apés, determinou-se
o mesmo, porém sob a influéncia da atragdo gravitacional do Sol, da pressao de
radiagdo solar e do potencial gravitacional dos corpos primarios nao-esféricos. A
partir destas localizacoes instantaneas, obteve-se os elementos de estado instanta-
neos que foram transformados em elementos orbitais instantaneos, o que resultou na
identificagdo das pseudo-6rbitas dos pontos colineares lagrangianos, no referencial
inercial. Desta forma, iniciou-se as simulagoes, sendo que, primeiramente, incluiu-se
um estudo sobre a passagem do veiculo espacial através dos cinturdes de Van Al-
len, durante as manobras de transferéncia, nos periodos de baixa e alta atividade
solar. Isto possibilitou obter, com maior precisao, o tempo que o veiculo espacial
permaneceu nas regioes de radiagdo e a taxa de dosagem de radiagdo equivalente
considerando o aluminio, silicio, tungsténio, tantalo e chumbo como materiais de
blindagem. Apods as manobras de transferéncia, aplicou-se a manobra de correcao de
orbita para estabilizar o veiculo espacial em cada um dos pontos colineares lagran-
gianos.

Palavras-chave: Pontos de equilibrio lagrangianos. Sistema Terra-Lua. Cinturdes de
radiacao de Van Allen. Transferéncia de 6rbitas. Manobras orbitais.
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STUDY OF A SPACE MISSION TO COLLINEAR LAGRANGE
POINTS IN THE EARTH-MOON SYSTEM

ABSTRACT

In a planet-moon-space-vehicle system there are five equilibrium points, being that
three are unstable (L;, Lo, L3), and two are stable (L4, Ls). These points are tar-
gets of external gravitational and non-gravitational perturbations, which may make
it impossible to use them in space missions to observe the Universe and our Solar
System. So, in this work, the objective is to study and analyze the orbital maneu-
vers of a space vehicle using continuous propulsion, controlled by a closed-loop PID
control system, from a low altitude orbit, around the Earth, for each one of the three
collinear Lagrangian points in the Earth-Moon system considering the external per-
turbations as effect during the orbital maneuvers. Thereby, the radiation belts were
first modeled using the data provided by the Van Allen Probes mission. Next, the
locations of the collinear Lagrangian points were determined by sum of the Earth’s
and Moon’s gravitational attractions, at each instant of time, compensated by the
centrifugal pseudo-force, in a noninertial frame; subsequently, they were determined,
but under the influence of the gravitational attraction of the Sun, the solar radiation
pressure and the gravitational potential of the non-spherical primary bodies. From
these instantaneous locations, the instantaneous state elements were obtained and
transformed into instantaneous orbital elements, which resulted in the identifica-
tion of the pseudo-orbits of the collinear Lagrangian points, in the inertial reference
frame. Therefore, the simulations were initiated. Firstly, a study was included on
the passage of the space vehicle through the Van Allen belts, during the maneu-
vers of transfer, during periods of low and high solar activity. This made it possible
to obtain, with more precision, the time the spacecraft remained in the radiation
regions and the equivalent radiation dose rate considering aluminum, silicon, tung-
sten, tantalum and lead as shielding materials. After the maneuvers of transfer, the
orbit correction maneuver was applied to stabilize the space vehicle at each of the
collinear Lagrangian points.

Keywords: Lagrangian equilibrium points. Earth-Moon system. Van Allen radiation
belts. Transfer orbits. Orbital maneuvers.
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1 INTRODUCAO

1.1 Objetivo Principal

Neste trabalho, objetiva-se estudar e analisar as manobras orbitais de transferéncia

e de correcao de orbita de um veiculo espacial utilizando propulsao continua, con-

trolada em malha fechada, a partir de uma orbita de baixa altitude, ao redor da

Terra, para cada um dos trés pontos colineares lagrangianos do sistema Terra-Lua,

no referencial geocéntrico inercial.

1.2 Contribuigoes

Este trabalho possui as seguintes contribuigoes:

a)

A utilizacdo de um ambiente de simulacao capaz de levar em consideracao
as perturbagoes externas como a atragao gravitacional do Sol, a pressao
de radiacao solar e os altos termos dos potenciais gravitacionais, sendo o
maximo de 2159 para a Terra e o maximo de 165 para a Lua, ambos em

grau e ordem;

A simulagdo de uma missao espacial completa para os pontos colineares
lagrangianos do sistema Terra-Lua, a partir de uma o6rbita ao redor da

Terra, considerando propulsores de alto e de baixo empuxo;

A modelagem do campo de radiacdo de Van Allen, ao redor da Terra, a
partir dos dados reais da missao espacial Van Allen Probes Mission (SI-
BECK et al., 2006; FOX et al., 2010) considerando o efeito de uma alta e

baixa atividade solar em um certo periodo de tempo;

A estimacao da dosagem de radiacao que o interior do veiculo espacial
estaria submetido, pois uma vez que o veiculo espacial atravessa estas
regioes de radiacao, seus equipamentos eletronicos poderao ser danificados,

ao longo do tempo, devido a interacao com a mesma;

A determinacao das localizacoes dos pontos colineares lagrangianos Ly, Lo
e L3 do sistema Terra-Lua, em pontos onde o somatorio das forcas gravi-
tacionais dos corpos primarios se compensam com a pseudo-forca centri-
fuga, no referencial geocéntrico nao-inercial e simulagao da trajetéria de
um veiculo nas proximidades desses pontos sujeito as perturbacoes orbitais

gravitacionais e nao-gravitacionais;



f) A determinagao das localizagoes dos pontos colineares lagrangianos Ly, Ly
e L3 do sistema Terra-Lua, em pontos onde a atracao gravitacional do Sol
com a pressao de radiagao solar e os termos dos harmonicos esféricos zonais
até Jg para os potenciais gravitacionais da Terra e da Lua se adicionam
ao somatorio das forgas gravitacionais dos corpos priméarios, compensadas

com a pseudo-forca centrifuga, no referencial geocéntrico nao-inercial;

g) A determinagdo das pseudo-érbitas a partir das localizagoes dos pontos
lagrangianos. Nesta tese, o termo pseudo-drbita se refere a uma orbita
instantanea, para cada um dos pontos lagrangianos L, L, e L3 com relagao
a um referencial inercial centrado na Terra, nao definida pela influéncia de
um campo de forca gravitacional central e sim, devido a um somatorio das
forcas presentes, conforme a defini¢cao mais detalhada que serd apresentada

no item 4.3.3.

1.3 Metodologia e Organizagao do Trabalho

No capitulo 2, faz-se uma revisao bibliografica sobre os temas que serao abordados
ao longo deste trabalho. Assim, primeiramente, apresenta-se uma bibliografia con-
sultada sobre as singularidades do problema restrito de trés corpos conhecidas por
pontos de equilibrio lagrangianos. Segue-se, entao, por uma revisao da literatura so-
bre a modelagem e dosagem de radiacao dos cinturoes de Van Allen e, por fim, sobre
a aplicagdo das manobras orbitais de transferéncia utilizadas para atingir as érbitas
dos pontos de equilibrio e os métodos de controle que mantém o veiculo espacial

estabilizado durante toda sua trajetoria.

No capitulo 3, estuda-se o movimento das particulas eletricamente carregadas presas
no campo geomagnético, onde formam os cinturdes de radiagdo de Van Allen. Deste
modo, segue-se com o desenvolvimento de um modelo das zonas de radiacao de Van
Allen, ao redor da Terra, utilizando os dados obtidos pela missao espacial Van Allen
Probes Mission, considerando uma baixa e alta atividade solar. Estes dados serao
analisados, em diferentes periodos de tempo, objetivando-se obter as distancias que
separam as zonas de radiacgao e identificar possiveis anomalias nestas regioes (BAKER

et al., 2013), de modo que estas informagoes sejam inseridas no modelo dos cinturdes

de Van Allen.

No capitulo 4, estuda-se a dinamica do movimento de um corpo infinitesimal no
problema espacial eliptico restrito de trés corpos. Por meio deste problema, obtém-se

as equacoes gerais das localizagoes dos pontos colineares lagrangianos. Todavia, neste



trabalho, as localiza¢bes dos pontos colineares serao determinadas pelo somatorio
das forcas gravitacionais, o que facilitara a adicao das forcas externas perturbativas

ao sistema.

No capitulo 5, considera-se o desenvolvimento das equacoes das localizagdes dos
pontos colineares se dara considerando as perturbacoes da forca gravitacional do
Sol, a forca de pressao de radiacao solar e as atragoes gravitacionais dos corpos

primérios (Terra e Lua) considerando seus formatos nao-esféricos.

No capitulo 6, estuda-se as manobras orbitais de transferéncia impulsiva e nao-
impulsiva (arco de propulsao). Inicialmente, apresenta-se a manobra orbital impul-
siva, juntamente com a solugdo do problema de Lambert (Two Point Boundary
Value Problem) (CURTIS, 2010). Em seguida, apresenta-se a manobra orbital ndo-
impulsiva por meio da teoria do arco de propulsao continua (CHOBOTOV, 1996) com
aplicagao na manobra orbital de baixo empuxo. Desta forma, inicia-se um estudo do
sistema de controle que serd utilizado para levar o veiculo espacial até o ponto de
equilibrio; assim como, um método de controle, cuja finalidade é anular o efeito das
perturbagoes externas que agem sobre o veiculo espacial ao longo de sua trajetéria

sobre os pontos colineares lagrangianos.

No capitulo 7, simulam-se as manobras orbitais de transferéncia e de controle sobre a
érbita final (pseudo-6rbita do pontos colinear lagrangiano) no simulador STRS (Spa-
cecraft Trajectory Simulator), desenvolvido por Rocco (2008b), Rocco (2008a). Para
todas as manobras de transferéncia, inicialmente, determinam-se os incrementos de
velocidade, por meio da solugao do problema de Lambert, esperando-se encontrar
as manobras 6timas impulsivas, isto é, de minimo consumo de combustivel durante
a transferéncia orbital. Estas manobras serao aplicadas em um modelo mais realista
que a abordagem impulsiva, que consiste na aplicacao do arco de propulsao con-
tinua sobre as localizagoes dos incrementos de velocidade, obtidos na abordagem
impulsiva. Deste modo, a partir do modelo dos cinturées de Van Allen, simulam-se,
primeiramente, as manobras orbitais de transferéncia através das regioes de radia-
¢ao, visando estimar a dosagem de radiacao absorvida pelo material da blindagem e
o tempo que o veiculo espacial permaneceu dentro das regides de radiacao dos cintu-
roes. A partir da andlise da passagem do veiculo espacial nessas regioes, escolhe-se a
melhor manobra orbital que serd aplicada para atingir a 6rbita de cada um dos pon-
tos colineares lagrangianos. Logo, uma vez atingido cada um dos pontos colineares,
inicia-se a aplicagdo do método de controle, por meio da manobra de orbital de baixo

empuxo, de modo que a trajetéria seja corrigida e mantida proxima a trajetoéria de



referéncia (referente a cada um dos pontos colineares lagrangianos).

Por fim, no capitulo 8, a discussao ¢ baseada nos resultados apresentados nos capi-

tulos 3, 4 e 5, e principalmente, no capitulo 7.



2 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Neste capitulo, objetiva-se uma andalise das publicagoes relacionadas aos assuntos a
serem tratados nesta tese. Primeiramente, uma revisao da literatura sobre os pontos
de equilibrio lagrangianos. Segue-se, entao, pelas publicacoes referentes aos cinturoes
de radiacao de Van Allen localizados ao redor da Terra. E, por fim, apresenta-se uma

revisao sobre os métodos de transferéncia orbital e controle no sistema Terra-Lua.
2.1 Os Pontos de Equilibrio Lagrangianos

No problema restrito de trés corpos, as solu¢oes encontradas quando as particulas
possuem velocidades e aceleracoes nulas sao conhecidas por pontos de equilibrio
lagrangianos (SZEBEHELY, 1967). Sao cinco estes pontos de equilibrio, sendo que
dois sao pontos estaveis e trés sao pontos instaveis. Os pontos instaveis sao colineares
e denotados por Ly, Ly e L3 (EULER, 1767), enquanto que, os pontos estaveis, Ly
e Ls, estao localizados nos vértices dos tridngulos equilateros, que formam com os
corpos primarios (LAGRANGE, 1772).

Entre as décadas de 1970 e 1980, os cinco pontos lagrangianos foram citados como
alvos importantes nas aplicagoes astronauticas, especialmente, os pontos colineares
lagrangianos (FARQUHAR, 1967; FARQUHAR, 1969), devido a existéncia de trajetérias
tridimensionais, delimitadas nas suas vizinhangas (GOMEZ et al., 2003; CORREA,
2007). Essas trajetérias sao érbitas periddicas halo (BREAKWELL; BROWN, 1979)
e quasi-periddicas de Lissajous (FARQUHAR; KAMEL, 1973) que existem em uma
regiao do espago de solucao que nao é acessivel por meio de um modelo de dois

COTPOS.

No entanto, sabe-se que a localizagdo dos pontos de equilibrio sdo constantemente
influenciadas pelas perturbacoes externas gravitacionais e nao-gravitacionais. Rad-
zievskii (1950) foi o primeiro a discutir a solugdo do problema restrito de trés corpos
considerando o efeito da forca de pressao de radiacao, conhecido por problema fo-
togravitacional restrito de trés corpos. Segundo o autor, a atuacao da pressao de
radiagao resulta em uma mudanca nas posicoes dos pontos de equilibrio classicos e
na determinac¢ado de novos pontos de equilibrio (RADZIEVSKII, 1953). Este mesmo
estudo foi realizado por Chernikov (1970), Schuerman (1980a) e Schuerman (1980b),
os quais introduziram o efeito relativistico da pressao de radiacao solar sobre a po-
eira, orbitando ao redor de uma estrela, conhecido por efeito Poynting-Robertson.
Ammar (2008) e Narayan e Singh (2014) estudaram a localizacao e a estabilidade

de cada um dos pontos de equilibrio lagrangianos considerando o efeito da pressao



de radiagao solar no problema eliptico restrito de trés corpos.

Vidyakin (1974) determinou a localizagdo dos pontos de equilibrio considerando
os trés corpos como esferoides no movimento circular coplanar. Na mesma época,
Sharma e Rao (1975) e Sharma e Rao (1976) determinaram as localizagoes dos pon-
tos colineares lagrangianos e seus expoentes caracteristicos considerando os corpos
primarios como esferoides oblatos, sendo que seus planos equatoriais coincidiam com

o plano do movimento.

Mais tarde, Douskos (2011) determinou a existéncia de pontos de equilibrio no pro-
blema restrito de trés corpos sendo que, neste caso, ambos os primarios sao esferoides
oblatos e emissores de radiacdo. Kumar e Narayan (2012) e Singh e Umar (2012)
estudaram a estabilidade dos pontos de equilibrio em um sistema onde os corpos
priméarios sao esferoides oblatos no problema fotogravitacional eliptico restrito de

trés corpos.
2.2 A Estrutura de Radiacao ao Redor da Terra

Os cinturoes de radiacao sao formados por prétons e elétrons aprisionados no campo
geomagnético, sendo que o cinturao interno contém mais protons do que o cinturao
externo, que contém mais elétrons. Além disso, entre as duas zonas de radiacgao,
existe uma regiao onde a intensidade de radiacao ¢é fraca, porém pode sofrer flu-
tuagoes durante um periodo de tempo, assim como o cinturao externo, devido as
variagoes na atividade solar (VAN ALLEN, 1959). No entanto, em um periodo de
alta atividade solar (setembro a outubro de 2012), as sondas gémeas Radiation Belt
Storm Probes (RBSP), as quais fazem parte da missao espacial Van Allen Probes (SI-
BECK et al., 2006; FOX et al., 2010), descobriram um terceiro cinturao de radiagao

localizado entre os cinturdes interno e externo (BAKER et al., 2013).

O conhecimento do ambiente de particulas é essencial para estimativas da exposi¢ao
a radiagdo de seres humanos e materiais no espago. Mcllwain (1961) encontrou um
sistema de coordenadas, que consiste na relacao entre a magnitude do campo magné-
tico B e a integral invariante J (serd apresentada no item 3.1.2), capaz de organizar
adequadamente as medi¢oes dos fluxos de radiagao, feitas em diferentes localizagoes
geograficas. Na mesma época, foram apresentados pela NASA os modelos empiricos
dos fluxos de particulas (prétons e elétrons) presos no campo geomagnéticos. Os
fluxos de particulas eram descritos em termos das coordenadas B/B, e L, em que
B, é a intensidade do campo magnético no equador magnético (valor minimo) e L é

o parametro de Mcllwain, definido pela distancia méaxima das linhas do campo mag-



nético quando estas atravessam o equador magnético (VETTE, 1966). Mais tarde,
Oliveira et al. (2013) modelaram os cinturoes de radiacdo considerando apenas o

angulo de latitude geografica e a distancia que separam as zonas de radiacao.

Todavia, uma vez que o veiculo espacial atravessa estas regioes, seus equipamentos
eletronicos poderao ser danificados, ao longo do tempo, devido a interagao com a ra-
diacao. Park et al. (2002) e Shin e Kim (2004) determinaram a dosagem de radiacao
de um satélite ideal esférico por meio da variacdo da espessura da camada protetora
considerando o aluminio como o material da blindagem. Samwell et al. (2008) ana-
lisaram a dosagem de radiacao recebida por uma camada de aluminio, variando os
valores da espessura em comparacao com as diferentes trajetérias orbitais. Zeynali
et al. (2012) propuseram o estudo da dosagem de radia¢ao por meio da variacao da
espessura da camada protetora e a combinagao dos diversos tipos de materiais como

o aluminio, tungsténio, tantalo e polietileno.
2.3 Transferéncia e Controle Orbital

A primeira missao espacial a um ponto colinear lagrangiano foi proposta em 1968,
durante o programa Apollo pela NASA (SCHMID, 1968). O objetivo principal desta
missao era explorar a face oculta da Lua. Para isto, seriam enviados dois satélites
orbitando acima de 200 km da superficie lunar, préximo ao ponto colinear lagrangi-
ano Lo. Por meio da geometria de suas posicoes, estes satélites fariam imagens da
face oculta da Lua e enviariam-nas, por meio de sinais de comunicagao, para a nave
Apollo. Esta missao era conhecida por Lunar Far-Side Communication Satellites,
mas nunca foi realizada. Entretanto, este tipo de exploragao esta sendo novamente
investigada para comunicagao entre satélites com o orbitador lunar em programas de
exploracao espacial (LI et al., 2007), e para observagoes do espaco (GORGOLEWSKI,
2002).

Futuramente, a NASA analisa a possibilidade de enviar um conjunto de satélites
para orbitar ao redor dos pontos lagrangianos no sistema Terra-Lua. A missao LA-
GRANGE (Laser Gravitational- Wave Antenna at Geo-Lunar Lagrange Points), que
faz parte do programa Gravitational Wave Mission (PHYSICS..., 2012), constituida
por uma constelagdo geocéntrica estavel de trés satélites nos pontos de equilibrio
lagrangianos L3, L4 e L; formando um observatorio espacial, tem o objetivo de de-
tectar e observar ondas gravitacionais. Para isto, um satélite no ponto L3 devera
seguir em uma oOrbita tridimensional tipo halo perturbada, enquanto que os outros
dois satélites (nos pontos Ly e Ls) deverao seguir em orbitas semi-periédicas, ou co-

locadas em orbitas periddicas com fases semelhantes de modo que suas variagoes no



plano lunar sejam reduzidas. Os efeitos das perturbagoes externas nao-gravitacionais
serao eliminados por um sistema de controle baseado na técnica drag-free, o0 mesmo
feito pela missdo LISA Pathfinder (CONKLIN et al., 2011) e também, pela Gravity
Probe B (BUCHMAN et al., 2000). Cabe-se ressaltar que o simulador STRS (ROCCO,
2008b; ROCCO, 2008a; ROCCO, 2013b), utilizado neste trabalho, foi desenvolvido
para controlar trajetérias de missoes espaciais semelhantes a Gravity Probe B, por

meio da técnica drag-free, a qual serd apresentada na secao 6.6.

Prado (1996), Prado (2002) e Prado (2006) estudou as familias de transferéncia
entre um corpo primario aos cincos pontos de equilibrio lagrangianos nos sistemas
Terra-Lua e Terra-Sol. O método consistiu em determinar as trajetorias, por meio do
Two Point Boundary Value Problem com o problema planar circular restrito de trés
corpos e aplicar a regularizagao de Lemaitre, a fim de evitar singularidades durante

a integracao numeérica.

Felipe (2005) simulou uma missao espacial no sistema Terra-Lua: o veiculo espacial
viajaria de uma Orbita baixa, ao redor da Terra, passando para uma Orbita de
estacionamento (tipo halo), em torno do ponto lagrangiano Ly, até atingir a érbita
lunar. Neste caso, a solucao do problema foi determinada por meio da transferéncia
de Hohmann, juntamente com o problema de Lambert, onde foram necessarios dois
estagios: 1) transferéncia Terra-orbita halo e, 2) transferéncia érbita halo-Lua. As
transferéncias realizadas até/de uma 6rbita halo, necessitam de um estudo prévio a

partir de um conjunto de pontos sobre a érbita halo, que levard a trajetéria 6tima.

Corréa (2007) apresentou um estudo sobre a dindmica na vizinhanga dos pontos
lagrangianos L, e Lo dos sistemas Terra-Lua e Terra-Sol. Em sua anélise, foram
definidos dois tipos de trajetérias a partir das variedades hiperbdlicas associadas as
6rbitas periddicas: a trajetéria de transito, confinada na regiao interna da variedade,
e de nao-transito, confinada na regiao externa da variedade. Desta forma, projetou-
se uma missao espacial para a Lua com baixo custo de combustivel com estes dois

sistemas.

Melo et al. (2007) também estudaram a vizinhanca dos pontos colineares Ly e L, no
sistema Terra-Lua. A andlise foi feita pela esfera de influéncia da Lua, onde foram
determinadas as trajetorias de escape e captura, ao longo da localizagao dos pontos
colineares lagrangianos. A transferéncia até uma destas trajetérias foi realizada por

meio de abordagens impulsivas (Hohmann e bi-eliptica).

Marcelino (2009) estudou o problema de controle de trajetéria de manobras orbitais,



em malha fechada, no sistema Terra-Lua, considerando os efeitos das nao-idealidades
dos propulsores. O sistema propulsivo, neste caso, é de baixo empuxo com um alto
impulso especifico, aplicado por um longo periodo de tempo. Os resultados mostra-
ram que a utilizacdo de um empuxo continuo, a longo prazo, apresentou um baixo
consumo de combustivel quando foi aplicado nas manobras de transferéncias orbitais
e no aumento gradativo do semi-eixo maior. Além disso, constatou-se que a utiliza-
¢ao de um sistema de controle PID, em malha fechada, favoreceu a eliminacao de

erros durante a trajetoria.

Faria Venditti et al. (2010) estudaram uma combinagao de trajetdrias conicas, uti-
lizando manobras assistidas, para transferir um veiculo espacial de um planeta, na
qual é feito a partida, para a vizinhanca de um outro planeta, onde é realizado a
chegada, gastando o minimo de combustivel com um minimo de tempo. Durante as
simulagoes, a trajetéria foi dividida em trés partes, sendo que na primeira, a fase
de partida, foi realizada dentro da esfera de influéncia do planeta de partida; na
segunda, fase heliocéntrica, foi realizada durante a jornada entre os planetas; e a
terceira, fase de chegada, foi realizada dentro da esfera de influéncia do planeta de

chegada.

Gongalves (2013) avaliou a influéncia do albedo e do potencial gravitacional da
Lua (considerando o somatério dos coeficientes dos harmonicos esféricos até 100)
durante as manobras de transferéncia e de correcao de érbita de um satélite artificial,

utilizando empuxo continuo em um sistema de controle de trajetoria em malha
fechada.

Dutta et al. (2012) determinaram as trajetérias 6timas utilizando uma metodologia,
em controle 6timo, baseada na radiacao total recebida pelo veiculo espacial durante

sua passagem pelos cinturoes de Van Allen.

Oliveira et al. (2013) analisaram o tempo e o consumo de combustivel durante uma
transferéncia orbital de baixo empuxo, a partir de uma o6rbita baixa, ao redor da
Terra, até a Lua, variando o angulo do plano da trajetéria do veiculo espacial,

durante a passagem através dos cinturdes de Van Allen.

Rocco (2013a) simulou o controle de trajetéria de um veiculo espacial capaz de
corrigir automaticamente os elementos orbitais (a, e, 7, {2, w) utilizando um sistema
de propulsao controlado em malha fechada, de modo que a direcao e magnitude
do empuxo foram ajustadas conforme a ordem do sinal do erro inserida durante

a trajetéria. Este tipo de problema pode ser caracterizado como multi-objetivo,



pois a corre¢do de um unico elemento orbital pode conflitar na corre¢ao dos outros

elementos orbitais e vice-e-versa.

Rocco (2013b) simulou o controle de trajetéria de um veiculo espacial na realizac¢ao
de uma missao espacial tipo drag-free utilizando um sistema de propulsao de baixo
empuxo, controlado em malha fechada, de modo que o veiculo espacial pudesse
seguir a trajetoria de referéncia descrita por uma massa de prova, contida no préprio

veiculo.

Venditti et al. (2013) estudaram a dindmica ao redor de corpos com formatos nao-
esféricos, como os asterdides. Para isto, primeiramente, consideraram a modelagem
de um objeto irregular, a partir de uma combinagao de varias figuras geométricas
como paralelepipedos, obtendo-se, entao, a forca perturbadora gerada por este corpo.
Desta forma, é apresentada o controle de trajetoria de um veiculo espacial, ao redor

do corpo nao-esférico, por meio de um sistema de controle PID em malha fechada.

Gongalves et al. (2015) analisaram as manobras orbitais de um satélite artificial,
proximo a superficie da Lua, sujeito a forcas perturbativas gravitacional e nao gra-
vitacional, como o potencial gravitacional lunar, a atragao gravitacional da Terra
e do Sol, o albedo lunar e a pressao de radiacao solar. As manobras 6timas foram
determinadas a partir da solucao do problema de Lambert, sendo que seus incre-
mentos de velocidades foram aplicados em um ambiente de um simulador capaz de

considerar um modelo mais realista do sistema de propulsao.
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3 MODELAGEM DE RADIACAO NO MEIO ESPACIAL

Este capitulo, primeiramente, apresenta um breve resumo sobre os cinturdes de Van
Allen, as equagoes do movimento das particulas eletricamente carregadas, presas
no campo magnético terrestre, e a taxa de dosagem equivalente de radiagdo dos
materiais de blindagem. Deste modo, segue-se para a modelagem das regides de
radiagdo e por fim, apresentam-se as analises das regides de radiacao nos periodos

de alta e baixa atividade solar.
3.1 Os Cinturoes de Van Allen
3.1.1 Histoérico

O campo magnético nido estd somente agregado a Terra, mas estende-se ao longo
da atmosfera para o espago. Em 1958, foram lancados os satélites Fxplorer I e o
Explorer III com o objetivo de coletar dados do meio espacial, ao redor da Terra,
utilizando-se contadores Geiger. Inicialmente, os dados coletados do primeiro satélite
apresentaram a presenca de particulas carregadas em uma regiao a 1000 km de
altitude, aproximadamente. Segundo Van Allen!, estes valores nio estariam corretos
pois o contador poderia estar danificado. No entanto, os dados do segundo satélite
apresentaram o mesmo resultado, confirmando-se, assim, a existéncia de uma regiao
de particulas carregadas préoximo a Terra (VAN ALLEN et al.; ROHRLICH; ALLEN,
1958, 1960 apud HESS, 1962). Desta forma, a existéncia de um anel de particulas
carregadas, em torno da Terra, foi aceita, incluindo-se a ideia de que estas particulas

estao presas neste anel.

No mesmo ano de langamento dos satélites Ezplorer, outros satélites foram langa-
dos ao espago com a finalidade de estudar a radiagao, proveniente destas particulas
carregadas. Ressalta-se aqui, o satélite Ezplorer IV, que mapeou a intensidade de
radiacdo até uma altitude de 2200 km, descobrindo o cinturdo interno de radiagao
e os satélites Pioneer III e Pioneer IV, cujos os resultados de suas passagens, quase
radialmente ao redor da Terra, concluiram a existéncia do cinturao externo de radi-
agao (HESS, 1962). Em homenagem ao pioneiro do estudo, James Van Allen, estes
dois cinturoes de radiacao sao conhecidos por “cinturdes de radiagdo de Van Allen”.
Logo, a estrutura de radiagdo, ao redor da Terra, é formada apenas por duas zonas
intensas de radiagao - cinturdo interno e externo - e uma zona de radiagao fraca,

como mostra a Figura 3.1.

IFisico estadunidense que conduziu os experimentos dos satélites Fxplorer I e Explorer III
descobrindo os cinturdes de radiacdo ao redor da Terra, conhecidos por “cinturoes de Van Allen”.
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Figura 3.1 - Estrutura padrao da zona de radiacdo ao redor da Terra formada pelos cin-
turdes de Van Allen.

Cinturdo Externo

Cinturio Interno

A partir de uma altitude de 0.3RT (RT: raio da Terra, sendo 1.0RT = 6378.139 Km)
até 1.0RT, encontra-se o cinturdo interno. Entre os valores de 1.0RT e 2.0RT, existe uma
regido na qual a intensidade de radiacao é baixa, conhecida por slot. E, a partir de 2.0RT
até 7.0RT, encontra-se o cinturdo externo.

Fonte: Adaptado de Universe. .. (2014).

Sobre a origem da radiagdo, existiram muitas especulagoes a seu respeito. Desde o
inicio da descoberta dos cinturdes de radia¢ao de Van Allen foram estudados diversos
mecanismos de injecao das particulas nos dois cinturoes. Inicialmente, sugeriu-se que
os dois cinturdes consistiam de particulas provenientes do gas solar ionizado inje-
tado dentro do campo geomagnético por meio de um mecanismo de acelera¢ao (VAN
ALLEN, 1959). Porém, Neher (1959) explicou que a presenca de elétrons no cinturao
interno ocorria devido ao processo de decaimento da particula méson u, em altas
altitudes, préxima a Terra. Apds o decaimento, os elétrons seriam aprisionados nas
linhas do campo geomagnético, mas esta teoria foi desprezada. Em Singer (1958a)
e Singer (1958b), o autor identificou um outro mecanismo de injegao de particulas
no cinturao interno: o decaimento de néutrons? produziria prétons e elétrons que,
agregariam-se as linhas do campo geomagnético formando o cinturao interno. Em

contrapartida, aos mecanismos citados anteriormente, Gold (1959) afirmou que as

2Estes se formam por meio da colisio das particulas dos raios césmicos contra o niicleo de
atomos de oxigénio e de nitrogénio contidos na atmosfera terrestre.
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particulas contidas no cinturdo interno se originaram por meio de um processo de
difusdo iniciado no cinturao externo que, injetariam-nas no cinturao interno. Atual-
mente, sabe-se que o cinturao externo é formado por particulas contidas nos ventos
solares e o cinturao interno é formado pelo decaimento de néutrons na atmosfera
terrestre (HUDSON et al., 2008; REITZ, 2008) e por particulas do plasma solar trazidas
pelos processos de aceleragao e difusao, que ocorrem dentro do cinturao externo (RE-
EVES et al., 2013). Segundo Lyons e Thorne (1973), a regido fraca de radiacao existe
devido a um mecanismo fisico que limita o fluxo de particulas presas no campo

geomagnético.

O fato é que o conhecimento da radiacao, ao redor da Terra, propos buscas por
estruturas de radiacdo em outros planetas. A partir da década de 1970, foram lan-
cadas as missoes Pioneer X e XI, e a Voyager II rumo a Jupiter; Pioneer XI e
Voyager I e II a Saturno e Voyager I a Urano e Netuno. Todos os quatro planetas
visitados possuem estruturas de radiagao semelhantes a da Terra: uma magnetosfera
e cinturdes de radiacdo (VAN ALLEN, 1998).

3.1.2 Dinamica do Meio de Radiacao

O entendimento do meio de radiagao, formado pelas particulas eletricamente carre-
gadas, da-se pelo estudo dos trés tipos de movimento das particulas acerca do campo
magnético (ALFVEN, 1950).

O primeiro movimento esta relacionado com a rotacao da particula sobre a linha do
campo magnético. Assim, na presenca de um campo magnético uniforme, descon-
siderando o campo elétrico, o movimento de uma particula elétrica é definido pela
forga de Lorentz 3, dada por (WALT, 1994; GRIFFITHS, 2011)

F = — =
L=t

q(7 x B) (3.1)
em que g é a carga da particula (incluindo o sinal), B é o vetor do campo magnético,
P e U sao os vetores do momentum ou quantidade de movimento e velocidade da

carga, respectivamente.

A Equacao 3.1 pode ser separada em componentes paralela e perpendicular ao

campo, de modo que

3Na presenca do campo elétrico, a forca total é dada por F, = q(v x B+ E), em que E éo
vetor do campo elétrico.
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Integrando-se no tempo a Equacao 3.2, o resultado indica que a particula elétrica
possui um vetor de velocidade constante, paralelo ao vetor do campo magnético, cuja
componente do movimento nao seré afetada pelo campo. Entretanto, a Equacao 3.3
implica que, a forca magnética sobre a particula elétrica estard sempre perpendicular
ao plano que contém a componente perpendicular do vetor velocidade e o vetor do
campo magnético. Isto significa que, a particula devera se movimentar no plano

perpendicular ao longo da linha do campo magnético, com um raio igual a

(3.4)

em que R, ¢ o raio ciclotron produzido pela aceleracao centripeta, v; é a componente
da velocidade perpendicular ao campo magnético e m é a massa da carga. Desta
forma, conclui-se, entdao, que as particulas eletricamente carregadas se movem ao
longo de um caminho helicoidal, isto é, em forma de uma espiral (VAN ALLEN,

1998), como mostra a Figura 3.2.

Figura 3.2 - Trajetoria helicoidal de uma particula no campo magnético da Terra.

f”‘/(‘//

vk}}

¥
3

ﬂl""‘

O vetor velocidade ¥ possui uma componente perpendicular, v, e uma componente pa-
ralela, vj).

Fonte: Adaptado de Graf (2009).

O movimento da particula elétrica pode ser entendido também por meio de uma in-

14



variante adiabatica, que é uma quantidade fisica que varia lentamente se comparada
com a periodicidade do movimento das particulas. E andloga & conservacao da ener-
gia e a0 momento angular no sistema mecanico, porém nao ¢ uma constante abso-
luta do movimento das particulas presas no cinturao de radiagao. Segundo Mcllwain

(1966), o momento magnético de uma particula elétrica é dado por

_opi? pPsen’a
- 2m,B  2m,B

I (3.5)

em que p; ¢ a componente do momentum, perpendicular ao vetor do campo mag-
nético, m, é massa de repouso da particula elétrica e a é o dngulo de arremesso
determinado por meio da relagao entre as componentes do vetor velocidade (ver Fi-
gura 3.2). Pode ser considerado, neste caso, como uma invariante adiabética se seus
valores se conservam somente quando a particula se move dentro de regides onde a
intensidade do campo magnético é forte ou fraca, variando gradualmente seu raio
ciclotron (Equagao 3.4), de modo que o momento magnético permanega invariante

durante o movimento.

Assim, por meio da conservacao da Equagao 3.5, tem-se que

p?sena

5 - cte (3.6)

o que significa que, se a particula elétrica se movimenta, ao longo da linha do campo
geomagnético, para pontos onde a intensidade do campo magnético aumenta, a com-
ponente perpendicular da quantidade de movimento também ird aumentar. Desta
forma, desde que o valor de p? é constante (na auséncia de campo elétrico), o valor

de sen’a devera aumentar, de tal modo que a Equacdo 3.6 se mantera constante.

O segundo tipo de movimento concentra-se na componente paralela da velocidade
da particula com relagao ao campo magnético. Assim, em um espaco tridimensional,

a velocidade da particula é dada pela relagao

v? = vﬁ +v? (3.7)

Logo, se considerarmos a conservacao do momento magnético, sendo o campo mag-

nético suficientemente forte, tal que o angulo de arremesso seja o = 90° e portanto,
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vﬁ = v c0s?90° = 0 (3.8)

v] = v?sen?90° = v

O local onde o aumento da intensidade do campo magnético se iguala ao aumento
do angulo de arremesso ¢ conhecido por ponto espelho magnético. Neste ponto,
as particulas elétricas sentirdao uma forga, devido a componente perpendicular da
velocidade, ao longo da linha do campo magnético, que causarda uma desaceleracio
em seus movimentos, movendo-as para uma outra regiao onde as linhas do campo se
convergem (ATMOSPHERIC; COMMITTEE, 1999). Devido a este tipo de movimento
as particulas elétricas se manterao presas formando uma regiao de radiagao, como

mostra a Figura 3.3.

Figura 3.3 - Movimento de uma particula presa no campo magnético da Terra.

Apresenta-se um esquema bidimensional do movimento de uma tnica particula, ao longo da
linha do campo geomagnético, presa ao ser refletida nos pontos espelhos M* e M**.

Fonte: Adaptado de Atmospheric e Committee (1999).

Por meio de uma invariante adiabatica, conhecida por invariante longitudinal, pode-

se também descrever o movimento de uma particula eletricamente carregada, con-
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finada em um movimento de ida e volta, entre os dois pontos espelhos magnéticos

sobre uma mesma linha de campo. Esta invariante é dada pela integral (FREDEN,

1969)
M* B
= \[1— —==dl .

Esta integral é tomada, ao longo da linha do campo magnético, entre os dois pontos
espelhos, nao dependendo da carga ou da energia da particula, porém sob a condigao
de que B < B,, (LAZUTIN, 1986), em que B,, é a intensidade do campo magnético
no ponto espelho magnético. O resultado desta integral afirma que o movimento
da particula, entre os pontos espelhos magnéticos, deve ocorrer unicamente sobre a

mesma linha do campo magnético.

O terceiro tipo de movimento é resultante da variagdo temporal da intensidade do
campo magnético, que faz com que a particula elétrica se desvie do movimento ci-
clotron ao redor da linha do campo. Este tipo de movimento ocorre sob a influéncia
de uma forga externa como, por exemplo, o campo elétrico da Terra. Neste caso, as
particulas elétricas migrarao do movimento ao longo da linha do campo magnético
para um movimento ciclotron ao redor da Terra, sendo que os prétons se movimenta-
rao para a diregao oeste e os elétrons para a direcao leste. Observa-se, na Figura 3.4,

que este fendomeno é o responsavel pelo formato toroidal dos cinturdes de radiacao.

Figura 3.4 - Movimento de uma particula presa no campo magnético ao redor da Terra.

Representa-se o movimento das particulas, ao longo da linha do campo geomagnético,
refletidas nos pontos espelhos e ao redor da Terra.

Fonte: Adaptado de Ukhorskiy e Sitnov (2012).

17



Logo, associado a este tipo de movimento estd a integral invariante do fluxo mag-

nético, ®, dado por

cb:fé-df (3.10)

Neste caso, a integracao se da ao longo de uma curva fechada sobre uma superficie,
onde J é constante (McILWAIN, 1966; FREDEN, 1969), isto é, em uma area delimi-
tada pela érbita da particula em torno do planeta. Deste modo, mesmo que o campo
magnético da Terra seja nao-uniforme, o fluxo de radiacado magnética sera conser-
vado devido ao movimento de deriva do centro de guia das particulas eletricamente

carregadas, ao redor da Terra.

Desse modo, verifica-se que o movimento das particulas eletricamente carregadas na
presenca de um campo magnético sao divididos em movimento ciclotron, movimento
de ida e volta entre os pontos espelhos magnéticos e o movimento de deriva ao redor

da Terra, como mostra a Figura 3.5.

Figura 3.5 - Esquema do movimento das particulas eletricamente carregadas no cinturao
de radiacao.

Ponto Espelho

=)
|
Trajetaria de uma particula \><)

presa no campo magnético

Linha do Campo

Magnético \)\#

Fonte: Adaptado de Kamide e Chian (2007).

3.1.3 Dosagem do Meio de Radiacao

As particulas eletricamente carregadas, presas no campo magnético da Terra, como

os protons e elétrons, formam o meio de radiagao espacial que pode alterar as pro-
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priedades de dispositivos e circuitos elétricos de um veiculo espacial. Segundo Bos
(2011), estas particulas eletricamente carregadas formam a radiacdo ionizante que
interage diretamente com os atomos da matéria por meio de colisoes das particulas
elétricas. Quando a matéria é exposta a radiagao ionizante, a energia depositada em

uma Unica interacao é definida por

Ei = Ez - Eout + Q (311)

em que E;, é a energia incidente depositada no ponto de interacao, chamado de
ponto de transferéncia, onde a particula ionizante perde sua energia cinética, E,,; é
a energia das particulas ionizantes deixando a interagao e () é a mudanga na energia

de todas as particulas envolvidas durante a interacao.

A soma de toda energia depositada, em um determinado volume, é a energia trans-

mitida £ dada por

E=YE (3.12)

A interacao entre as radiagdes ionizantes com a matéria, envolve a medi¢ao de uma
dose de radiagado D, que esta ligada a energia absorvida por unidade de massa da

matéria exposta aradiacao (BOS, 2011)

AE

D===
Am

(3.13)

em que AFE é a energia média transmitida a matéria em um determinado volume
e Am é o elemento de massa de um material especifico. A unidade de dosagem de

radiagao aborvida é J/kg.

Neste trabalho, considera-se o efeito da blindagem de radiagao no meio espacial. Este
efeito esta relacionado com o transporte e interacao das particulas eletricamente
carregadas, entre a fonte de radiacao e o material de blindagem, de modo a reduzir
a intensidade de radiagdo e os danos dentro do veiculo espacial (PROFIO, 1979).
O efeito destas radiagoes é definido pela dosagem equivalente de radiacao, dada
por (KASE; NELSON, 1972)
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em que wg ¢ fator de ponderacao de radiagao definido conforme mostra a Tabela 3.1.

Tabela 3.1 - Fatores de Ponderagao de Radiacao

Tipo de Radiagao WR
Fétons 1
Elétrons e Muons
Prétons 2
Particulas Alfas 20
2,5+ 18,2~ ME’/6 B < 1MeV
Néutrons 5,04 17, Oe_l"(zE)Q/G, 1IMeV < E < 50MeV

2,5+ 3,256 OB /6 B~ 500l

Fonte: Adaptado de Protection (2007).

Partindo-se da definigdo da unidade de dose de radiagao (Equagao 3.13), o calculo
da dosagem sera dado em funcao do fluxo omnidirecional de particulas, que varia
seu valor a cada posicao do veiculo espacial. Contudo, como este trabalho utiliza
os dados da missao Van Allen Probes, os fluxo de particulas sao dados pelo fluxo
unidirecional, cujos valores dependem da direcao de observacao. Desta forma, o
fluxo omnidirecional serd calculado utilizando-se o fluxo unidirecional, por meio da

integral

o(E) = |

O(E,a)d) = /7r O(E, a)2m senado (3.15)
0 0

em que ®(a, E) é o fluxo unidirecional de radia¢ao e d2 é o elementos de um angulo
solido. A unidade do fluxo omnidirecional é 1/cm?.s.MeV . Esta integral implica em
um fluxo uniforme de particulas, independente da direcdo de observacao. Muitas
publicagoes da NASA | especialmente, os modelos de radiacio AE8 e AP8 (SAWYER;
VETTE, 1976; VETTE, 1991) utilizam esta definicdo de fluxo para mapear a regiao

de radiacao.

Assim, conhecendo-se a unidade do fluxo omnidirecional e comparando-a com a

unidade da dosagem de radiacao, multiplica-se ao fluxo, a area da superficie de uma
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casca esférica A, a energia da particula E no meio de radiacao, o tempo ¢ e o inverso
da massa de uma casca esférica. A equacao da dosagem de radiacdo, em funcao do

fluxo sera dada por

Dp = CD(E?)nAEZt (3.16)
Considerando-se, entao, o veiculo espacial coberto por uma camada esférica de blin-
dagem com espessura [ e densidade p, a Equacao 3.16 devera ser multiplicada pelo
fator de ponderacao de radiacao, o que tornara a dosagem de radiacao como a dosa-
gem equivalente de radiacao. Além disso, para se obter a taxa de dosagem equivalente

de radiagao, a Equagao 3.16 devera ser dividida pelo tempo, de modo que

ADg 30(E) B2
= wRi
At pl

(3.17)

A unidade da Equacdo 3.17 é MeV /kg.s, para que a unidade da taxa de dosa-
gem equivalente de radiagdo seja J/kg.s é necessario multiplica-lo por 1,602.107
J/MeV. Além disso, neste trabalho, considera-se que a unidade de taxa de dosa-
gem equivalente de radiacao é o rem/s, em que rem é definido como lrem =
wrx0,01J/kg (HAFFNER, 1967). Logo, a equacao da taxa de dosagem equivalente
de radiacao recebida no interior de um veiculo espacial quando este é blindado por

uma casca esférica, sera dada por

ADp 4,80652971.10~ 11 (E) B2
pl

(3.18)

A préxima secdo apresenta a modelagem do meio de radiagdo espacial e as andlises
das regioes de radiacao, ao redor da Terra, por meio dos dados da missao Van Allen
Probes.

3.2 Modelagem das Zonas de Radiacao

Oliveira et al. (2013) modelaram os cinturdes de Van Allen considerando apenas
o angulo de latitude geografica e as medidas das altitudes, que separam as zonas
de radiacao. No entanto, sabe-se que os cinturoes de radiacao nao sao estaveis e
sofrem flutuagoes em suas dimensoes, causadas pela alta atividade solar (PARKER,

1960). Desta forma, neste trabalho, modelou-se as regioes dos cinturdes de Van Allen
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considerando, além das medidas que delimitam as regioes de radiacao, o efeito de

uma alta e baixa atividade solar, em um determinado periodo de tempo.

Para isto, utilizou-se os dados fornecidos pela missao espacial Van Allen Probes
Mission (SIBECK et al., 2006; FOX et al., 2010). Esta missao iniciou no final do més de
agosto de 2012 e, atualmente, mantém-se ativa, com o objetivo de estudar a dindmica
dos cinturdes de radiagdo. Dentro desta missao sao encontradas as sondas gémeas
Radiation Belt Storm Probes (RBSP) ou RBSP-A e RBSP-B, cujas 6rbitas sao
geocéntricas, elipticas e com uma inclinagao de 10° (KESSEL et al., 2012), como mostra
a Figura 3.6. Em cada uma das sondas ha um detector, conhecido por Relativistic
FElectron-Proton Telescope (REPT), capaz de medir elétrons com energia entre 1,6
MeV e 19 MeV, e préotons com energia entre 17 MeV e acima de 100 MeV (SPENCE
et al., 2013). Desde 2015, a andlise destes dados é realizada pela NASA (National
Aeronautics and Space Administration) com a participagao do grupo Radiation Belts
Group do INPE (SOUZA et al., 2016), conforme o acordo de cooperagao entre a
Agéncia Espacial Brasileira (AEB) e a NASA (ACORDO..., 2015; ATOS..., 2015;
WORKSHOP. .., 2017).

Figura 3.6 - Orbita das sondas RBSP-A e RBSP-B no sistema geocéntrico inercial.
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Fonte: Adaptado de Van... (2015).

Apébs as medigoes, as sondas transmitem os dados em tempo real, por meio de um

sistema de radio frequéncia. Os dados sao recebidos na estagao terrestre, onde serao
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apurados e disponibilizados no site da Coordinated Data Analysis Web (COORDI-
NATED..., 2012). Nesta pagina da internet, o usuario seleciona a missao Van Allen
Probes (RBSP), sendo entao direcionado para uma outra pagina onde encontrard
diversas medidas provenientes de diferentes instrumentos. Contudo, o que interessa
é o fluxo unidirecional de particulas eletricamente carregadas (prétons e elétrons), o
pardmetro de Mcllwain (definido pela distancia maxima quando a linha do campo
magnético cruza o equador magnético) e a posi¢do da sonda RBSP-A no referen-
cial geocéntrico inercial. Estes valores serao inseridos no simulador STRS (Spacecraft
Trajectory Simulator) (ROCCO, 2008b; ROCCO, 2008a), que a cada instante de tempo
determinara o tempo que o veiculo espacial permanecera nas regides de radiacao e

a dosagem de radiagao acumulada nos materiais de blindagem.

E importante lembrar que os cinturdes de radiacdo de Van Allen estdo contidos
no campo magnético da Terra, o qual é representado por um dipolo magnético,
cujo eixo esta deslocado a 11,3° em relagdo ao eixo de rotagao da Terra. Todavia,
o campo geomagnético estd enfraquecendo e o motivo principal deste fendémeno é
a possibilidade da inversao dos polos magnéticos que estd em curso. Segundo os
dados do NOAA... (2015), em 1975, o polo norte magnético estava localizado no
hemisfério norte a 78,60° N e 289, 55° L. Contudo, no ano de 2015, o polo norte
esteve localizado a 86,27° N e 159, 18° O. Isto significa, que o polo norte magnético
estd se movendo a uma taxa de 0,014%/ano ou, aproximadamente, 55 km/ano a
noroeste, como mostra a Figura 3.7. A variacdo dos angulos de latitude e longitude
do dipolo magnético em coordenadas geograficas sao dados na Tabela 3.2. O motivo
da inversao dos polos nao ¢é tao bem conhecido, mas supoem-se que uma das causas
sejam as oscilagoes internas do material no nicleo externo terrestre, similar ao que
ocorre nos ciclos solares (WALT, 1994; GLATZMAIERS; ROBERTS, 1995).

Além disso, as zonas interna e externa dos cinturdes de radiagdo estao delimitadas,
em média, entre 1 e 3 RT (RT - raio da Terra) e 4 e 6 RT, e sob a latitude magnética
de £45° e +65° (OLESEN, 1966; WALT, 1994), respectivamente. No entanto, em
um periodo de setembro até outubro de 2012, os detectores REPT-A e REPT-B
descobriram um terceiro cinturao de radiagao que apareceu, inicialmente, no dia 3
de setembro e desapareceu, gradualmente, até o dia 5 de outubro de 2012 (BAKER
et al., 2013). A Figura 3.8 apresenta uma comparacao entre as configuragoes dos
cinturdes de Van Allen antes e depois do fenémeno. Segundo Mann et al. (2016),
a causa do aparecimento do terceiro cinturao de radiagdo estd associada com a
passagem de ventos solares, que formaram ondas de ultra-baixa frequéncia com

grandes amplitudes, responsaveis pela perda de elétrons de baixa energia no cinturao
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Figura 3.7 - Variacao do polo norte geomagnético entre 1590-2007.
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Fonte: Intreaba... (2013).

de radiagao externo. Mesmo com a perda destas particulas, ainda permaneceu uma
fina camada de elétrons no cinturao externo, o qual foi novamente restaurado por
meio de uma complexa dindmica entre os cinturdes interno e externo, que formou o

terceiro cinturao de radiacao.

Durante a analise dos dados da missao Van Allen Probes, verificou-se que as sondas
espaciais nao conseguem mapear inteiramente os cinturdes de radiagao em um tnico
dia, o que ocasiona o aparecimento de falhas no preenchimento de valores da intensi-
dade de fluxo de particulas nas regioes de radiacao. Deste modo, para homogenizar
as regioes de radiagdo, de acordo com suas delimitacoes, aplicou-se o método de
interpolagao dos valores de fluxo de radiagdao considerando, neste caso, as posigoes

inerciais da sonda.

Logo, neste trabalho, a modelagem das zonas de radiacdo de Van Allen se
dard no plano do equador magnético. Por meio das posi¢oes inerciais da sonda,
determinaram-se os valores dos angulos de latitude e longitude geograficas que fo-
ram transformados nos angulos de latitude e longitude magnéticas. A transformagao
de coordenadas geograficas (A, ©) para magnéticas (A, ¢) é dada por (GEOMAGNE-
TIC..., 2007)
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Figura 3.8 - Representagdo das estruturas dos cinturdes de radiacdo ao redor da Terra.
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A primeira figura (a esquerda) mostra a estrutura tipica dos cinturdes de Van Allen, isto
é, composta por dois cinturoes de radiagdo. A segunda figura (a direita) apresenta, além
dos dois cinturdes de Van Allen, um terceiro cinturdo de radiagdo formado entre os dois
cinturoes.

Fonte: Baker et al. (2013).

sen\ = senA senAy + cos A cos Ay cos (O — Oy) (3.19)

cos Asen(© — ©y)
cos A\

seny = (3.20)
em que A e © sdo os angulos de latitude e longitude geograficas, respectivamente; A e
¢ sao os angulos de latitude e longitude magnéticas, respectivamente; e Ay e O, sdo
os angulos de latitude e longitude do dipolo magnético em coordenadas geograficas

(seus valores estao na Tabela 3.2).

Além disso, considerou-se que durante o periodo de um dia, os cinturdes de radiagao
de Van Allen nao se modificaram, independente da variacao da longitude magnética.
Deste modo, o método de interpolagao exigiriu somente os valores de intensidade de

fluxo de particulas e de latitude magnética.

Para o mapeamento das zonas de radiagdo, considerou-se uma pequena area da
regiao de radiacao de fluxo d® (ver Figura 3.9), delimitada entre as latitude mag-
néticas X\ e A + d\, sendo que dr, é a espessura infinitesimal e dl é o comprimento

infinitesimal da linha do campo magnético da regiao de radiacao. A equacao da linha
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Tabela 3.2 - Variagdo Anual das Coordenadas Geograficas do Dipolo Magnético.

Ano | Longitude Mag.(°) | Latitude Mag.(°)
2010 137,325 -64,432
2011 137,176 -64,401
2012 137,028 -64,370
2013 136,881 -64,340
2014 136,734 -64,309
2015 136,586 -64,278
2016 136,419 -64,245
2017 136,253 -64,212
2016 136,088 -64,179
2017 135,924 -64,147
2018 135,760 -64,114
2019 135,924 -64,147
2020 135,760 -64,114

Fonte: Adaptado de NOAA... (2015).

de forca do dipolo magnético é obtida por meio da razao

Figura 3.9 - Esboco do dipolo magnético terrestre.

As linhas do campo magnético da Terra estdo em vermelho.

Fonte: Produgao do autor.

d?"d . BT

24 = 21
dl By (3:21)

em que dl = rqgd\, sendo que ry é a distancia entre o centro do dipolo magnético

a uma das linhas do campo magnético, e B, e B) sao as componentes do campo
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magnético dados por

2m sen\
B, =-—"—" 3.22
(322)
M COS A
B, = 3.23
A g3 ( )
em que m ¢ o momento do dipolo magnético.
Substituindo as Equacoes 3.22 e 3.23 na 3.21 e integrando-a, obtém-se
74 = Lcos® )\ (3.24)

em que L é o pardmetro de Mcllwain (McILWAIN, 1961), cujo valor define as distan-

cias das linhas dos campos magnéticos que cruzam o equador magnético.

Para mapear as regioes de radiagao, determinaram-se as coordenadas magnéticas a

partir das coordenadas geograficas da sonda RBSP, assim

X = rgsen\ = Lcos* A sen)\ (3.25)

Z =rgcos A = Lcos® A (3.26)

Considerando as localizagoes, em coordenadas magnéticas, da sonda e sabendo-se os
valores de fluxo omnidirecional de particulas nestas localizagoes, obtém-se os graficos
®(X, 7). A Figura 3.10 apresenta este tipo de gréfico, que mapeia os cinturoes de
Van Allen para um determinado periodo de tempo. Observa-se, neste caso, que o
mapa nao é homogéneo, isto é, contém regioes onde nao mostram o fluxo de radiagao.
Por este motivo, foi aplicado no simulador o método de interpolacao dos valores de
fluxo de particulas eletricamente carregadas, sendo possivel, entao, determinar com
maior precisao a intensidade do fluxo para qualquer posicao do veiculo espacial

durante a manobra orbital.

Este tipo de mapa se difere ao de Carl E. Mcllwain (McILWAIN, 1961; McILWAIN,

1966), que utilizou o sistema de coordenadas B-L para mapear detalhadamente as
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Figura 3.10 - Mapa da regiao de radiagao de elétrons no periodo de 1 a 15 de janeiro de
2015.
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As regioes amareladas e avermelhadas representam as regides de maior fluxo de particulas,
referentes aos cinturdes interno e externo de Van Allen. A regido de menor densidade, em
azul, refere-se ao slot, que é a zona de baixa radiacio.

Fonte: Producao do autor.

particulas na zona de radiagdo. Este sistema de coordenadas ¢ dado por meio da
intensidade total do campo magnético. Deste modo, sendo B> = B,?> + B,% e as

Equacoes 3.22 e 3.23, obtém-se

p=" [y 3

2
Td3 L (3 7)

Assim, substituindo a Equacao 3.24 na 3.27, a intensidade do campo serd dado por

" /T¥ 3sen2A (3.28)

- L3cosb\

A partir da Equagao 3.28 cria-se o grafico ® = f(B, L), apresentado pelo mapa na
Figura 3.11. Exemplos deste tipo de mapa sao encontrados em Freden (1969) e Walt
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(1994).

Figura 3.11 - Mapa da regido interna de radiacdo em setembro de 1963.

SEPTEMBER 1983
OMNIDIRECTIONAL FLUX |
(PROTOMS fem? = ser)
ENERGY > & MeV

—] B

04 20 32 35 24
EARTH RADII

Fonte: Freden (1969).

Nos préximos itens sao apresentadas as andlises das regides de radiacao, por meio
dos graficos ® = f(L,t), para os meses de setembro de 2012 e janeiro de 2015. Estes
graficos apresentam uma varredura das regioes de radiagao, em funcao das distancias
maximas das linhas do campo magnético quando cruzam o equador magnético por
um determinado periodo de tempo, dado pelo fluxo omnidirecional de elétrons e

prétons.
3.2.1 Regioes de Radiacao de Van Allen em Janeiro de 2015

Neste item, é apresentada a evolucao dos cinturdes de Van Allen, durante uma
baixa atividade solar, durante o més de janeiro de 2015. Para a construgdo dos
graficos do fluxo omnidirecional de elétrons e protons, considerou-se elétrons com
uma energia entre 1 MeV e 20 MeV, e protons com uma energia entre 21 MeV e 208
MeV. Os conjuntos de Figuras 3.12 a 3.17 mostram o comportamento da radiagdo

de elétrons no periodo de estudo. Verifica-se no conjunto de Figuras 3.12 que, para
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baixas energias (1,8 MeV e 2,1 MeV), a presenga de elétrons se dd tanto no cinturdo
externo quanto no cinturao interno; contudo, para elétrons com energia igual a 2,1
MeV, o cinturdo interno diminui sua extenséao a partir do dia 11/01/2015, mantendo-
se constante até o final do més. No conjunto de Figuras 3.13, observa-se uma baixa
intensidade do fluxo de radiagao no cinturao interno para elétrons com energias iguais
a 2,6 MeV e 3,4 MeV; no entanto,verifica-se que existe uma maior concentragao de
elétrons na regiao do cinturao externo para elétrons com energia igual a 2,6 MeV.
Para elétrons com energia igual e acima de 3,4 MeV, observa-se que a regiao do
cinturao externo tende a diminuir, extinguindo-se gradualmente para valores de
energia acima de 4,2 MeV, como apresentam os conjuntos de Figuras 3.14 a 3.17;
deste modo, o fluxo omnidirecional de elétrons, neste caso, se mantém concentrado

somente na regiao do cinturao interno.

Os conjuntos de Figuras 3.18 a 3.21 mostram o comportamento da radiacao de
préotons presentes somente no cinturao interno. Segundo Hudson et al. (2008), a
alta densidade de protons é o resultado do decaimento de néutrons na atmosfera
terrestre. Verifica-se, entao, que para protons com energia igual a 21,25 MeV, o
fluxo omnidirecional e a extensao da regiao do cinturdo interno sdo maiores, como
apresenta a Figura 3.18 (a). Comparando-a com os outros resultados, observa-se que
acima de 27,6 MeV, o fluxo omnidirecional de prétons e a regido interna de radiagao

diminuem.
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Figura 3.12 - Regido de radiagdo de elétrons com energias iguais a 1.8 MeV e 2.1 MeV
durante o més de janeiro de 2015.
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Fonte: Producgao do autor.
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Figura 3.13 - Regido de radiagdo de elétrons com energias iguais a 2.6 MeV e 3.4 MeV
durante o més de janeiro de 2015
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Figura 3.15 - Regido de radiagdo de elétrons com energias iguais a 6,3 MeV e 7,7 MeV
durante o més de janeiro de 2015.

7 10°
6 -
=
5 =
-102%:
4 3
x ke
i o
=
110" €
2 | , } ] O
e 2
17||!|!”! '!||||!!'|! I!||ll c -'|'“|'!'|! 'I'| |I|! !!| E

0 ' ‘ ‘ ‘ : 00

01/01 10/01 16/01 22/01 28/1 05/02
Tempo (dia)
(a) 6.3 MeV

7 10°
6 -
5 :
—102%’-
4 3
x g
| o
=
L 410" £
2HIN | 3 I 1l = @)
I || :
JHATTRR T E

0 ' ‘ ‘ ‘ W10

01/01 10/01 16/01 22/01 28/1 05/02
Tempo (dia)
(b) 7.7 MeV

Fonte: Producgao do autor.
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Figura 3.16 - Regido de radiacdo de elétrons com energias iguais a 9,9 MeV e 12,3 MeV
durante o més de janeiro de 2015.
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Figura 3.17 - Regido de radiacdo de elétrons com energias iguais a 15,2 MeV e 20 MeV
durante o més de janeiro de 2015.
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Figura 3.18 - Regido de radiacdo de prétons com energias iguais a 21,25 MeV e 27,6 MeV
durante o més de janeiro de 2015.
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Figura 3.19 - Regido de radiagdo de prétons com energias iguais a 35,9 MeV e 46,7 MeV
durante o més de janeiro de 2015.
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Figura 3.20 - Regido de radiagdo de prétons com energias iguais a 60,7 MeV e 78,9 MeV
durante o més de janeiro de 2015.
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Figura 3.21 - Regido de radiacado de prétons com energias iguais a 102,6 MeV e 208 MeV
durante o més de janeiro de 2015.
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3.2.2 Regioes de Radiacao de Van Allen em Setembro de 2012

Sao apresentados os resultados da evolugao dos cinturoes de Van Allen, durante uma
alta atividade solar, durante o més de setembro de 2012. Assim, como na subsecao
anterior, para a construgao dos graficos do fluxo omnidirecional de elétrons e protons,
considerou-se elétrons com uma energia entre 1 MeV e 20 MeV, e prétons com uma
energia entre 21 MeV e 208 MeV. Os conjuntos de Figuras 3.22 a 3.27 apresentam
o comportamento da radiacao de elétrons. Verifica-se, no conjunto de Figuras 3.22
e 3.23 que, para elétrons com energias iguais a 1,8 MeV, 2,1 MeV e 2,6 MeV, as regioes
dos cinturoes interno e externo se apresentam estaveis, respectivamente; porém, para
elétrons com energia acima de 5,2 MeV, a regiao do cinturao externo e a intensidade
do fluxo omnidirecional elétrons no cinturao interno diminuem gradualmente, como

também foi verificado na Secao 3.2.1.

Uma terceira regiao de radiagdo é detectada para um fluxo de elétrons com ener-
gias iguais a 3.4 MeV e 4,2 MeV, como mostram as Figuras 3.23 (b) e 3.24 (a).
Inicialmente, ha a presenca das regides classicas dos cinturoes de Van Allen, no pe-
riodo de 1 a 2 de setembro de 2012; porém, a partir do dia 3 de setembro, ocorre
o aparecimento gradual de uma terceira regiao de radiagao, entre as regioes do slot
e do cinturao externo, mantendo-se até o seu desaparecimento entre o final do més
de setembro e o comego do més de outubro. Mann et al. (2016) explica detalhada-
mente que o surgimento desta nova zona de radiacao ¢ o resultado de um "tsunami
espacial” ocorrido dentro da regiao da magnetosfera: quando uma onda intensa de
ventos solares choca-se contra a magnetosfera, a regiao externa do cinturao de Van
Allen se dissipa, perdendo-se elétrons; no entanto, no momento do choque, algumas
das particulas elétricas, provenientes dos ventos solares, conseguem entrar na regiao
interna de radiacao e assim, por meio destas, forma-se uma nova zona de radiagao
que preencherd novamente o cinturao externo de radiagao. Nota-se que, entre o novo

cinturdo e o cinturao externo, encontra-se uma nova zona de baixa radiacao (slot).

Os conjuntos de Figuras 3.28 a 3.31 mostram o comportamento da radiacao de
prétons presentes somente no cinturdo interno. Na Figura 3.28 (a), observa-se uma
intensidade maior no fluxo omnidirecional de prétons na regiao do cinturao interno,
quando a energia é igual a 21,25 MeV. Assim, como na subsegdo anterior, para

protons com energia acima de 27,6 MeV, o fluxo diminuira.
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Figura 3.22 - Regido de radiacao de elétrons com energias iguais a 1,8 MeV e 2,1 MeV
durante o més de setembro de 2012.
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Figura 3.23 - Regido de radiacao de elétrons com energias iguais a 2,6 MeV e 3,4 MeV
durante o més de setembro de 2012.

‘_\ —_—
(@] (@)
~

o
Fluxo Omnidirecional (crr?.s.Mev)'1

W”rwl“l | ""Wl" w

A : 10"

I ||;|||“ A |'|| il I
10°

0 1 1 1 1 1
01/08 06/09 12/09 18/09 24/08 0110
(a) 2.6 MeV

W“NWMWJ [H™ 4

i uy A
“” “ AN IHI}! I1O1

llr ||'
0 1 ! ! ! 1
01/09 06/09 12/09 18/09 24/09 01/10
Tempo (dia)

o

‘_\ -
Q, (@]
~

e ——

o
Fluxo Omnidirecional (cn%s.Mev)

—_—_.———

(b) 3.4 MeV

Fonte: Producao do autor.

43



———

i

NWWM f""'MMA I M
4 | |! vawllllouvHulH‘|M i 10_
;m |> wvwwn(uwun|m I

v m!

NIlNIﬂH L u e| | 1||i|H| Il 1Ni||||ili
I U”‘W‘N

II I IHH\]\ Nz
i Oo

H|||]|!| i HTRARAN I 5
}09 24) 01}10 10°

nidirecional (crﬁ.s.Mev



Figura 3.25 - Regido de radiacao de elétrons com energias iguais a 6,3 MeV e 7,7 MeV
durante o més de setembro de 2012.
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Figura 3.26 - Regido de radiacao de elétrons com energias iguais a 9,9 MeV e 12,3 MeV
durante o més de setembro de 2012.
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Figura 3.27 - Regido de radiacao de elétrons com energias iguais a 15,2 MeV e 20 MeV
durante o més de setembro de 2012.
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Figura 3.28 - Regido de radiacdo de prétons com energias iguais a 21,25 MeV e 27,6 MeV
durante o més de setembro de 2012.
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Figura 3.29 - Regido de radiacao de prétons com energias iguais a 35,9 MeV e 46,7 MeV
durante o més de setembro de 2012.
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Figura 3.30 - Regido de radiacdo de prétons com energias iguais a 60,7 MeV e 78,9 MeV
durante o més de setembro de 2012.
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Figura 3.31 - Regido de radiacdo de prétons com energias iguais a 102,6 MeV e 208 MeV
durante o més de setembro de 2012.
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4 VARIACAO DAS PSEUDO-ORBITAS DOS PONTOS COLINEARES
LAGRANGIANOS SEM PERTURBACAO

Este capitulo trata da definicdo de pseudo-érbitas dos pontos colineares lagrangi-
anos, encontradas somente no ponto de vista do referencial inercial. Deste modo,
inicialmente, introduz-se o problema espacial eliptico restrito de trés corpos com a
apresentacao das equacoes do movimento e as solugoes do problema, como a inte-
gral do movimento e as localizacoes dos pontos colineares lagrangianos, juntamente,
com a definicdo das pseudo-orbitas. Assim, a partir das equacoes que determinam
as localizagoes destes pontos lagrangianos, serao obtidas as variagoes dos elementos
orbitais das pseudo-érbitas para cada um dos pontos colineares lagrangianos sem a

adicao de qualquer tipo de perturbacao externa.
4.1 O Problema Restrito de Trés Corpos
4.1.1 Historico

O problema de trés corpos foi apresentado e formulado, a priori, por Isaac Newton,
no século XVII. Este problema consistia de trés corpos de massa arbitraria sob a
influéncia de suas atragoes gravitacionais mutuas. Porém, para descrever matemati-
camente seu movimento, eram necessarias dezoito equagoes diferenciais de primeira

ordem.

Mais tarde, Euler propds o mesmo problema, no entanto, sugeriu que uma das mas-
sas fosse infinitesimal. Assim, dado dois corpos de massa m e msy, sob a influéncia
de suas atragoes gravitacionais mutuas, o terceiro corpo de massa infinitesimal m,
movia-se no plano definido por estes dois corpos, porém a influéncia gravitacional do
corpo infinitesimal no movimento dos outros corpos era restrita. Logo, o problema
ficou conhecido por problema circular restrito de trés corpos, o qual descrevia o mo-
vimento do terceiro corpo de massa infinitesimal m, sob as influéncias gravitacionais
dos corpos primarios, m, e ms, por meio da solucao de um conjunto de seis equagoes
diferenciais de primeira ordem. Na época, Euler aplicou o problema no estudo do
movimento da Lua, conhecido por teoria lunar (SZEBEHELY, 1967).

Quase dois séculos, ap6s Newton e Euler, sugeriu-se o estudo do movimento do corpo
infinitesimal quando os corpos primarios descrevem oOrbitas eliptica, parabdlica ou
hiperbdlica. Contudo, como a maioria dos corpos celestes no Sistema Solar possuem
orbitas elipticas, houve maior interesse no estudo do movimento eliptico no campo da

Dinamica Orbital. Desta forma, em meados da década de sessenta, Kopal e Lyttleton
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(1963), Szebehely e Giacaglia (1964) e Contopoulos (1967), entre outros autores,
apresentaram trabalhos envolvendo o problema de um corpo infinitesimal orbitando

ao redor de dois corpos primarios, em suas 6rbitas elipticas.
4.2 O Problema Espacial Eliptico Restrito de Trés Corpos

Primeiramente, para que sejam desenvolvidas as expressoes da equagao do movi-
mento do corpo infinitesimal m (veiculo espacial), é necessario definir um referencial
e um sistema de coordenadas, onde ocorrera o movimento. Neste trabalho, as simula-
¢Oes serao realizadas no ambiente do simulador STRS. Portanto, a origem do sistema

deverd estar centrada no corpo de massa m; (Terra), como mostra a Figura 4.1.

Figura 4.1 - A geometria do problema espacial restrito de trés corpos.

Os vetores 7 e 7 representam as posi¢oes do veiculo com relacdo aos corpos mq e ms,
respectivamente. O dngulo f relaciona os sistemas de coordenadas inercial (X,Y,Z) e o ndo-
inercial (x,y,z), assim, quando f = 0°, os dois sistemas se coincidem totalmente.

Fonte: Produgao do autor.

O conjunto de eixos X, Y e Z definem o sistema de coordenadas geocéntrico inercial.
O eixo Y é perpendicular ao eixo X, formando o plano XY, normal ao eixo Z que
esta alinhado com o eixo z. O eixo z, por sua vez, faz parte do sistema de coordenadas
geocéntrico nao-inercial (z, y, z), o qual possui a origem do sistema no mesmo ponto

em que o referencial inercial.

Os corpos my e moy sao conhecidos por corpos primarios, desde que mq > mo >> m.
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Nota-se, entao, que o tamanho do corpo de massa m é desprezivel, em relacao aos
corpos primarios. Desta forma, o problema de trés corpos torna-se restrito, pois o
corpo infinitesimal nao é capaz de influenciar no movimento dos priméarios. Além
disso, como mostra a Figura 4.1, o corpo de massa m move-se livremente no espaco

fisico do sistema', logo o problema também ¢é dito ser espacial ou 8D.

Assim, a dindmica do problema se sobressai na determinacao dos possiveis movi-
mentos do corpo de massa infinitesimal sob a atragao gravitacional dos corpos m, e
me, que se movem em Orbita kepleriana devido as suas interagoes. Por meio da lei da
gravitagao universal de Newton, obtém-se os vetores das forgas gravitacionais, F e

F5, exercidas sobre o corpo m devido aos corpos primarios m; e mo, respectivamente,

dados por
F=-G — 4.1
] mam_ (4.1)
- 79
Fy = —Gm2m723 (4.2)

em que 71 e 79 sao os modulos dos vetores de posicao do corpo infinitesimal em
relacdo aos corpos primdrios e G é a constante gravitacional igual a 6,67384.10~!
m3/kg.s>.

Aplicando-se a segunda lei de Newton, a expressao geral da equacao da forca resul-

tante sobre o corpo infinitesimal é igual a

- d*r m T

em que F é o vetor da forca resultante e 7 é a distancia vetorial do corpo infinitesimal

com relagao a origem do sistema.

As equagdes do movimento no referencial inercial sdo (SZEBEHELY, 1967)

de _ _Gml(X — Xl) _ Gm2<X — XQ)

dtQ T13 T23

(4.4)

INo problema planar restrito de trés corpos, assume-se que o corpo infinitesimal m tem seu
movimento limitado no mesmo plano dos corpos mi e mo.
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d2Y ml(Y—Yl) mQ(Y—YQ)

i e S A e St 4.
dt? G 7‘13 G T‘Qg ( 5)
d2Z ml(Z — Zl) mg(Z — ZQ)

7 i S R R (4.6)

em que o mbédulo das distancias r; e 9 sao

r= (X = X024 (Y =Y+ (Z = 402 (4.7)

ra= (X = Xa2 + (Y = Vo) + (2 — Za)? (4.8)

Devido a interagao gravitacional entre a Terra e a Lua, as equagoes do movimento
serao obtidas para o caso de uma 6rbita eliptica, o que torna o problema eliptico res-
trito de trés corpos conhecido por problema espacial eliptico restrito de trés corpos,

sendo assim, a distancia entre os corpos primarios sera igual a

em que a, € e f sao o semi-eixo maior, excentricidade e a anomalia verdadeira do
corpo de massa ms, respectivamente. Fazendo-se e = 0, a distancia entre os primarios
se mantera constante; obtendo-se, entdo, o problema espacial circular restrito de trés

corpos, que é um caso especial do problema espacial eliptico restrito de trés corpos.

Desta forma, utilizando-se as matrizes de rotagao (ver Apéndice A), que relacionam

os referenciais inercial e ndo-inercial, obtém-se

(i — 2fy — f2x — fy)cos f — (y+2f:t—f2y+fa:)senf = (4.10)
— Gml(x;xl) +Gm2(x;x2)] cos [ + [Gml(y;m) +
T T2 ™
sz(y;yz)] sen f
)
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(i — 2fy — fx — fy)senf + (j + 2f& — f2y + fz)cos f = (4.11)

B lel(x ; x1) N sz(x ; xz)] senf — [Gml(y;yl) i
Ty T2 ™
sz@/;yﬂ] cos f
T2
5= lel(Zgzl) +Gm2(zg22)1 (4.12)
1 T2

em que os termos fi e fy sdo as aceleracdes de Coriolis e os termos f2x e f2y sdo

as aceleracoes centrifugas. O médulo das distancias r; e ro, neste caso, serdao

T = \/(fc —n)? + (Y —y)+ (2 —2)° (4.13)

ro = /(@ — 22)? + (y — )2 + (2 — 22)? (4.14)

Manipulando-se as Equacoes 4.10 e 4.11, de modo a eliminar os termos que envol-
vem explicitamente as fungoes trigonométricas em funcao de f, determinam-se as

equagdes do movimento do veiculo espacial no referencial nao-inercial nas formas

i—2fy— ffa— fy=— [Gml(ifal; ) Gm2(i2; 952)] (4.15)
j+2fi— fPy+ fr=— [Gml(alg v Gm2<i; yQ)] (4.16)
. mi(z — 2z1) ma(z — 29)
Z=— lG 3 +G 3 1 (4.17)

Todavia, as Equagoes 4.15 e 4.16 dependem ainda de f. Para que as localizagoes dos
corpos primarios se mantenham fixas no referencial nao-inercial e a energia mecanica
do sistema fisica seja conservada, é necesséario utilizar, o sistema de coordenadas pul-

sante (£, 1, (). A relagdo entre os dois sistemas de coordenadas serd dado por (SINGH;
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UMAR, 2012)

ZL’ZES
a
R

Yy=—n
a

z:EC
a

(4.18)

em que R é a distancia entre os primérios, em funcao da anomalia excéntrica u,

igual a

R =

a(l —ecosu)

(4.19)

Derivando-se as Equacoes 4.18, com relagao ao tempo, lembrando-se que R = R(u).

As velocidades e aceleragoes serao dadas por

dx

di
dy _
di
dz
di

@r _1(ERdu
dt2  a

dtdu dt

1dR du

Saduat T

1dR du

a du dt
1dR du

a du dt

dR d*u

du dt2>
R
i

o8

a du dt

1dR d£
a du du

§+
¢ du
dtdu dt

(4.20)

(4.21)



@_1 dQRdu dR d*u 1den du (4.92)
a2 = a\dtdedt " dude )" Fadu du \a ‘
E d*n du dn d*u
a \dtdu dt du dae?
d*>2 1 (dRdu dRd*u 1dR d¢
— == — 2 4.2
i a(dtdudt+du dt2><+ adudu(dt) (4.23)
d*¢ du S d¢ d*u
dtdu dt  du dt?
em que
d
d]j = aesenu (4.24)
e
d2
d}; = aecosu (4.25)
u
As formas de @ e i serdao dadas pela equagao de Kepler na forma
n(t—T) =wu— esenu (4.26)
Deste modo, derivando-se duas vezes no tempo a Equacgao 4.26, tem-se que
du  na
e
d*u en’a® senu
WS (4.28)

Substituindo as Equacgoes 4.24 e 4.27 nas Equacoes 4.20, obtém-se o conjunto de
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equagoes diferenciais de primeira ordem igual a

. neasenu N d&
T=——"-"€+n—
R du

nea senu n dn

= n—
Y R T
. neasenu d¢
TR ST

(4.29)

Substituindo as Equacoes 4.24, 4.25, 4.27 e 4.28 nas Equacoes 4.21 a 4.23, obtém-se

o conjunto de equagdes diferenciais de segunda ordem, na forma

en2a3( ¢ en?a? senu d§ n n%a d*¢
T = cosu—e —_— et
R3 R? du R du?
. en’a® ( i+ en?a? senu dn n n%a d*n

= ——(cosu—e _— ——
VTR " R du' R du

2.3 2,2 senw d 20 d2

é—ena(cosu—e)C+ena nud¢  niad¢

R3

R du | R a2

(4.30)

As expressoes para f e f serdo determinadas pela relacao entre as anomalias excén-

trica e verdadeira, dada pelas formulas trigonométricas

cos f = (cosu — e)
(1 —ecosu)
(1 —e?)senu
senf =

(1 —ecosu)

Derivando-se a Equagao 4.31 no tempo, tem-se

(e —1)

— fsenf = usemu(1 e cos)?

Substituindo as Equagoes 4.27 e 4.32 na 4.33, obtém-se
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(1—¢?)

2

f=na IE (4.34)
Derivando-a no tempo e considerando a Equacao 4.27, logo
2en?aty /(1 — €2) senu
__2en’dly (R4 ) (4.35)

Desta forma, substitui os conjuntos de Equagoes 4.29 e 4.30, juntamente com as
Equacoes 4.34 e 4.35, nas Equagdes 4.15 a 4.17, obtendo-se

£y ea senug- 2a,/(1—€?) 90

R B (4.36)
. easenu . 2ay/(1—e€2). _ o0
i+ —p—n+ 7 §= n
. easenu . 09
¢+ R ¢= 87C
sendo,
0 a my(§ — &) ma(§ — &) a
At
LY B a ma(n —m) ma (1 — 12) a
R s
o0 (C—G) (€ — () ?
o = _ngR lel 3 Uy gt o 2 ] - %(Cosu—e)C (4.39)
em que
r= (€= &2+ —m)?+(C—G) (4.40)
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re = (€= &)+ (1 —m)2 + (¢ — ()2 (4.41)

A funcdo do potencial, Q, formada a partir dos potenciais gravitacional e pela

pseudo-forga centrifuga, sera igual a

2
ea 9 a <Gm1 . G’mQ) (4.42)

A a .9 2
Q:ﬁ(g +77)+2T%2(6—COSU)C t o

1 T

Observa-se que a funcao do potencial depende da anomalia excéntrica. Logo, desde
que a funcao  seja continua dentro de um intervalo [0, 27], existird um ponto neste
intervalo que esta funcao tomara seu valor médio. Desta forma, considera-se, entao,

a funcdo média do potencial, 2, dado por (SINGH; UMAR, 2012)

= ]_ 2 _
= 4.4
Q 5 Jo Qdu (4.43)
tal que,
= - 1 } 2 2 1 (Gml Gm2>:|
9_7(1_62) {2(5 +n)+n2 - + - (4.44)

Logo, o conjunto de Equacoes 4.36 serao dadas por

-- . 0Q
) o0
s
C = 87C

No entanto, estas equagoes expressam o movimento do corpo infinitesimal somente
no caso planar do problema eliptico restrito de trés corpos. Segundo Szebehely
(1967), sendo
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55 _ . (11 2) [n2§ . Gmlfﬂcg_ Cl) . Gm?fags_ CQ)‘| (446)
n —e 1 2
én - — (11 . [”277 _ GmlfﬂCg— G) Gm2£§3— Cz)]
n —e 1 2
q. - _ 1 [GWH(C - (1) n sz(C - Cz)]
¢ n2,/(1 — e2) ry3 ro3

Q = Q (4.47)
o =Q,
EZ/C = ¢ + 54
(1—¢€?)

De modo que, a fun¢ao do potencial, o , no sistema de coordenadas pulsantes seja

igual a

o= 1) [;(52 + 4¢3 + ;2 (Gml + Gm?)] (4.48)

(1—e2 St T2

Logo, as equagoes do movimento no problema espacial eliptico restrito de trés corpos

serao dadas por

. oY
§— 2= 5 (4.49)
. o5y

oY

Na préxima secao, segue-se com a solucao deste problema.

63



4.3 A Solucao do Problema Espacial Eliptico Restrito de Trés Corpos

O problema de dois corpos possui trés equacgoes diferenciais de segunda ordem para
cada corpo, implicando na solug¢ao do problema por meio de 12 constantes de in-
tegragao?. Segundo Vallado (2007), a solugdo é obtida analiticamente, sendo que
seis constantes integracao sao determinadas por meio da conservagao do momento
linear, trés pela conservacao do momento angular, duas pelas primeira e segunda
leis de Kepler e uma pela conservagao da energia. Em virtude disso, o movimento
dos corpos, no problema de dois corpos, sempre estard confinado em um caminho

geométrico (eliptico, parabdlico ou hiperbélico) no espaco inercial.

Estendendo-se a andlise do movimento, considerando a interacao gravitacional de
n-corpos (sendo n > 3), obtém-se um sistema de 3n equagoes diferenciais de segunda
ordem, necessitando-se de 6n integrais do movimento para completar a solucao do
problema. Deste modo, determinam-se seis constantes pela conservagao do momento
linear, trés pela conservacao do momento angular e uma pela conservacao da energia,
o que resulta em dez integrais do movimento (neste caso nao existe uma lei anéloga
as duas primeiras leis de Kepler). Todavia, é possivel reduzir a ordem do problema
utilizando as dez constantes de integracao por meio de duas maneiras: transferindo-
se a origem do sistema para o baricentro, tal que a ordem do conjunto de equagoes
se torna (6n-10) e pela eliminacao da varidvel tempo, reduzindo novamente a ordem
para (6n-12) (ROY, 2005). Nota-se, entdo, que mesmo o problema de trés corpos
(n = 3) com nove equagoes diferenciais de segunda ordem, pode ser determinado

com até seis constantes de integragao.

A solugao geral do problema de trés corpos foi obtida por Sundman (1913), porém
as séries que formam a solucdo do problema resultam em uma lenta convergéncia
quando as utilizam. Devido a isto, a solu¢ao do problema de trés corpos, geralmente,
¢ tratada restringindo-se a interacao gravitacional do terceiro corpo em relagao aos
corpos massivos e também, limitando seu movimento em um plano orbital. Isto
implica, entao, na existéncia de apenas duas equacoes diferenciais de segunda ordem
e por consequéncia, necessitando-se de apenas quatro constantes de integracao. Esta
variacao particular é chamada de problema planar restrito de trés corpos (ROY,
2005). Todavia, neste trabalho serd aplicado o problema espacial restrito de trés

corpos. Desta forma, primeiramente, sera determinada a integral do movimento,

20 movimento de cada um dos dois corpos é definido por trés equacdes diferenciais de segunda
ordem, sendo que cada equacdo diferencial produz duas constantes de integracdo. Logo, o total
de constantes de integragdo necessarias para determinar a solugdo do problema é (2x3)x2 = 12
constantes.
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a qual sera avaliada como ganho de informagao sobre o comportamento do corpo

infinitesimal e, adiante, serdo obtidas as singularidades do problema.
4.3.1 A Integral do Movimento

Por meio do conjunto de Equagoes 4.49, pode-se obter uma relacao que corresponda
a conservacgao da energia do sistema. Desta forma, multiplicando-as pelas respectivas
primeiras derivadas das posi¢oes, com relacao a anomalia excéntrica e, em seguida,
somando-as e integrando a equagao obtida, com respeito a anomalia excéntrica,

obtém-se

/Qﬂ <d2§d§ dndy | d*C dC) = (4.50)
0

dldu  duldu @ du®du
o (00 de OV dn OV d
/ (8 €+ . C) du
0

O du ' On du ¢ du

Aplicando-se uma relacdo de recorréncia, a parte esquerda da Equacao 4.50 pode

ser reescrita, de tal maneira que

|1 d [(d€ dE 1d (dndn 1d (dCd¢
—— | == —— == —— == |du= 4.51
/0 l2 du (du du) + 2 du (dudu + 2du \ dudu Y ( )

/%(d?% oY dn Xﬁm)m
0

O du ' On du ¢ du

A parte direita da Equacao 4.51 é obtida por meio da derivada da funcio média do

potencial Q'(&,n,¢) igual a

A _ 00 ds | 09 dn | 09 dg
du  O¢ du  Ondu  OC du

(4.52)

Desta forma, a Equacgao 4.51 se torna
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w1 d [d€ dE 1d (dndn 1d (ddC
14 (ag ag e ety e} 222 du = 4.
/0 [2 du <du du) * 2 du (dudu) + 2 du (dudu)] “ (4:53)
2 dé’

—d
0 duu

E, assim, tem-se que

=0 -C (4.54)

() ()" ()

1 =
52;2 =0 -C (4.55)

Portanto, a integral do movimento do problema espacial eliptico restrito de trés

corpos ¢é igual a

_ 1 1 2 2 2 i
C=— @+

UL sz)} - ;1)2 (4.56)

1 T2

A constante de integracao, C, é obtida exclusivamente no problema restrito de trés
corpos. Por meio dela, fornece-se uma solugao prévia do movimento orbital do corpo
de massa infinitesimal. Logo, considerando-se o caso do movimento de um veiculo
espacial na vizinhanca de um planeta como, por exemplo, a Terra, no referencial
local; observa-se que, a solucao deste problema sera determinada pelas componentes
dos vetores de posicio (£, 1, ¢) e velocidade (€, 7, ¢), a excentricidade e 0 movimento

médio do corpo de massa ms.

Desta forma, dadas as seis condigoes iniciais (&g, 10, Co, 50, Mo, QLO), essas quantidades
irdo formar um ponto no espago de fase hexadimensional. Esse espaco de fase, por sua
vez, podera ser reduzido se existir a integral do sistema na forma da Equacao 4.56.
Esta integral representa uma variedade® pentadimensional ou uma hipersuperficie

para um dado valor de C no espaco de seis dimensdes (R°); definindo-se, assim, as

3Variedade (manifold como é conhecida na literatura) é uma generalizacdo de superficie. Logo,
em um espago bidimensional (R?), a curva é uma variedade unidimensional.
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regides onde o movimento do corpo infinitesimal nao é possivel, isto é, as regioes
proibidas. As regioes proibidas sdo regioes que limitam o movimento do corpo de
massa infinitesimal, para que o mesmo nao adquire velocidades de valores complexos.

Logo, considera-se sempre que v? = £2 + 12 + (2 > 0 e, portanto, ' > C.

Neste caso, o valor da constante C' estd relacionado diretamente com a energia da

particula igual a*

1 1
O o T (2 2 2
= (1 62) {2(5 n ¢ )

1 Gm1 Gm2
()]
n T1 T2

(4.57)
Desta forma, quando uma particula esté orbitando, ao redor de um dos primarios, se
a energia do sistema aumenta (diminuindo o valor de C'), as regides permitidas, para
o movimento, ampliam-se e a particula pode, entao, deixar de orbitar uma regiao

do sistema para outra.
O préximo item segue com a determinagao das singularidades do problema.
4.3.2 Os Pontos Colineares Lagrangianos

A principal contribuicao de Euler, na solu¢ao do problema de trés corpos foi a iden-
tificagdo dos pontos de equilibrio colineares (L1, Ls, L3), situados ao longo da linha
que une os corpos primarios (EULER, 1767), poucos anos antes de Lagrange determi-
nar os pontos de equilibrio triangulares (L4, Ls), situados no plano de movimento dos
corpos primarios, onde formam tridngulos equilateros com os mesmos (LAGRANGE,
1772). No entanto, é comum na literatura nos referirmos a estes cinco pontos como
pontos lagrangianos, em homenagem ao matematico francés, Joseph-Louis Lagrange.

A Figura 4.2 apresenta as localizagdes dos cinco pontos de equilibrio lagrangianos.

De acordo com Szebehely (1967), no plano = —y, estes pontos lagrangianos sao pon-
tos de singularidade de uma variedade (manifold) dos estados de movimento de um
corpo infinitesimal, onde & = 3y = 5; = éfy =0, tal que £ =y = 0. A partir destas
afirmacoes, as posi¢oes dos pontos de equilibrio podem ser determinadas pela analise
das derivadas parciais da funcao média do potencial, 5’ , com relagao as diregoes x e
y, dependendo do intervalo em que estes pontos estarao localizados. Neste trabalho,
as localizacoes dos pontos colineares lagrangianos serao determinadas pela soma das

atracoes gravitacionais dos corpos primérios m; e mgy, dentro do intervalo na qual

4Me§mo que a definicdo da funcdo do potencial seja positiva, em Mecanica Celeste toma-se

Q' = —Q/(MURRAY; DERMOTT, 1999).
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Figura 4.2 - Representacao da localizacdo dos pontos de equilibrio lagrangianos.

Os cinco pontos lagrangianos estardo em equilibrio com relagdo ao referencial nao-
inercial.

Fonte: Producao do autor.

este pontos estarao localizados, nao considerando qualquer influéncia de perturba-
¢oes externas. A adicdo de perturbagoes externas sera apresentada no capitulo 5,
assim como o controle da trajetéria de um veiculo espacial sobre os pontos colinea-
res lagrangianos no capitulo 7. As simulagoes de controle de trajetoria deverao ser
realizadas no ambiente do simulador STRS (ROCCO, 2008b; ROCCO, 2008a) e por
esta razao, as posig¢oes dos pontos colineares deverao ser determinadas com relacao

ao referencial inercial, com a origem no corpo m;.

Assim, para que um corpo de massa infinitesimal m, orbitando em torno de my,
esteja em equilibrio em relagdo ao referencial ndo-inercial, as forcas gravitacionais
dos corpos primarios my e msy deverao ser compensadas por uma forca de inércia, co-
nhecida como pseudo-forca centrifuga ®. A pseudo-forca centrifuga atuard no corpo
m radialmente para fora com uma magnitude igual a mw27"Lj, em que w é a velo-
cidade angular do corpo my e 7, (sendo j = 1,2,3) ¢ a distancia entre cada um
dos pontos colineares lagrangianos ao corpo my. Na Figura 4.3, sao apresentados
as diregoOes e sentidos das forcas gravitacionais dos corpos primarios m; e mg € a
pseudo-forga centrifuga sobre cada um dos pontos de equilibrio. Desta forma, a po-
sicao de equilibrio de cada um destes pontos, no referencial nao-inercial, serd dada

por

5Se o corpo de massa m estiver acelerado em relacio ao referencial ndo-inercial, uma outra forca
de inércia agird sobre o corpo, conhecida por forga de Coriolis (TAYLOR, 2005)
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_ n S’ =0 (4.58)

_ — — 5 -+ rL2w2 = O (459)

20 4.60
T2 * (R—rp,)? LW ( )

em que w = 27 /T, sendo que T é o periodo orbital de my e R é a distancia entre os
corpos primarios. Uma vez que estes pontos estejam em equilibrio, com relagao ao

referencial ndo-inercial, suas velocidades e aceleragoes sao consideradas nulas.

Figura 4.3 - Diagrama de for¢as nos pontos colineares lagrangianos.

I ry
1

- > | - -

Ly m, Ly m, L,
— — — e e e—
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'
4 ___________ 1 A ——— +

A seta vermelha representa a pseudo-forca centrifuga, a seta verde representa a forca
gravitacional do corpo my e a seta azul representa a for¢a gravitacional do corpo ms.

Fonte: Producao do autor.

A partir da Equagoes 4.58 a 4.60, serao obtidas as equagoes polinomiais de quinto
grau, cuja incégnita é a posigao radial de cada um dos pontos colineares lagrangianos.

Portanto, as equagoes polinomiais serao dadas por

wry —2w'Rr] +wR*r} — G(my —ma)ri, +2miGRrr, — miGR* = 0(4.61)
w? rL2 — 2w2RrL2 + w2R2rL2 G(mq + m2>7”%2 +2mGRrp, — miGR?> =0
w? rLS — 2w2R7’L3 + w2R2rL3 + G(my + mg)rL3 2mGRrp, + miGR? =0
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As solugoes destas equagoes poderao ser determinadas utilizando os métodos de
Newton-Raphson, bisse¢ao, falsa posi¢ao, secante ou de Bus e Dekker, entre outros.
Segundo Wooford e Philips (1997), o método da bissegdo é o mais apropriado para
resolvé-las porque garante a convergéncia necessitando apenas de uma funcao de
avaliagdo. O método de Newton-Raphson garante a convergéncia somente se o valor
inicial for proximo ao resultado esperado e necessita de duas funcoes de avaliagao
para cada iteracdo. Desta forma, neste trabalho, utilizou-se o método da bissecao
juntamente com a solu¢ado da equagdo polinomial de quarto grau (MILOVANOVIC
et al., 1994), obtendo-se, entdao, uma raiz de valor real e quatro raizes de valores
complexos. Por meio da solucao real obtida, determinou-se os vetores das posigoes e
velocidades, no plano tridimensional cartesiano, cujos valores aplicados no problema
inverso (VALLADO, 2007) resultaram nos elementos orbitais das pseudo-érbitas dos

pontos colineares lagrangianos.
O préximo item apresenta a definigdo de pseudo-oérbitas.
4.3.3 As Pseudo-Orbitas dos Pontos Lagrangianos

Define-se pseudo-6rbita como sendo a Orbita instantanea, a cada passo da simulagao,
para cada um dos pontos de equilibrio lagrangianos no referencial inercial centrado
em m,. Todavia, as posi¢oes dos pontos lagrangianos sao obtidas por meio do equi-
librio das forgas presentes, considerando-se os referenciais nao-inerciais locais, isto
é, centrado em cada um dos pontos. Assim, a cada instante de tempo, as forcas
gravitacionais dos corpos m; e msy se compensam com a pseudo-for¢a centrifuga,
nestes referenciais locais. E, portanto, uma vez determinadas as posi¢oes dos pontos
de equilibrio, a pseudo-orbita, no referencial inercial, centrado em m;, possuira as

seguintes caracteristicas, conforme a Figura 4.4:

a) O raio vetor r1, que conecta o centro do corpo primdrio m; a um dos pontos
de equilibrio, apresenta a mesma velocidade angular que o raio vetor ro,

que conecta os centros dos corpos primérios m; e mso;

b) Logo, a trajetéria do ponto de equilibrio ndo pode ser definida como uma
orbita, porque a velocidade do ponto nao apresenta a velocidade necessaria
para uma orbita, em torno de my, com uma mesma excentricidade da o6rbita
de msy. Desta forma, para que este ponto descreva uma Orbita de mesma
excentricidade que msy, de modo que essas érbitas sejam concéntricas, a
velocidade angular do raio vetor r; deveria ser maior que a velocidade

angular do raio vetor ro;
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Figura 4.4 - Representacgao da variagdo da pseudo-oérbita do ponto colinear L.

~o_____.—=7 | Trajetria do pento

As setas verde e vermelha representam o raio vetor que conecta o centro do corpo primario
m1 ao ponto acelerado e o raio vetor que conecta os centros dos corpos primarios m; e ma,
respectivamente. As elipses laranjas representam as pseudo-érbitas do ponto lagrangiano
a cada posicdo do corpo ms. A linha preta é a linha dos apsides.

Fonte: Produgao do autor.

c¢) Entao, a partir dos elementos de estado (7, ¥) instantaneos, pode-se obter
os elementos orbitais (a, e, i, Q, w, M) instantaneos, para cada um dos

pontos de equilibrio, que irdo caracterizar suas pseudo-érbitas;

d) Verifica-se na Figura 4.4, que a diregdo da linha dos apsides mudaréd sua
orientacao, a cada instante de tempo, em funcao da posi¢ao do corpo ms,
e assim, o ponto se mantera localizado somente em um dos extremos desta

linha.

A proéxima subsecao apresenta os resultados da propagacao das pseudo-orbitas dos
pontos colineares lagrangianos, no sistema Terra-Lua, considerando apenas os corpos
primarios perfeitamente esféricos sem o efeito das perturbagoes externas sobre os
pontos de equilibrio, porém a érbita da Lua recebe a perturbagao do Sol e da Terra,

como dito na subsecao 4.3.2.
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4.4 Resultados: Variacido das Pseudo-Orbitas dos Pontos Colineares La-

grangianos Sem Perturbacgao

Durante um periodo orbital completo da Lua, ao redor da Terra, calculou-se a vari-
acao dos elementos pseudo-orbitais dos pontos colineares lagrangianos Ly, Ly e Lg,
somente com a presenca dos corpos primarios perfeitamente esféricos, durante os pe-
riodos de setembro de 2012 e janeiro de 2015. Estas épocas sao consideradas devido
a analise da passagem do veiculo espacial através dos cinturdes de Van Allen. Além
disso, para este trabalho, a distancia entre a Terra-Lua (R) é dada a cada instante
de tempo por meio das equagoes das coordenadas geocéntricas da Lua encontradas
no The Astronomical Almanac (THE..., 1987). Estas equagoes se baseiam no modelo
matematico DE102 (NEWHALL et al., 1983), que inclui, além das contribuigbes do
Sol e da Terra como massas pontuais esféricas, a atracao gravitacional da Terra por

meio dos harmonicos esféricos zonais Js, J3 e Jy.

Nas Figuras 4.5 (c¢) e 4.6 (c), verifica-se para o ponto colinear L;, que a cada po-
sicdo da Lua em seu plano orbital, ao redor da Terra, o argumento do periapside
de sua pseudo-6rbita varia totalmente (0 < w < 360°) durante um periodo lunar
completo. Este mesmo tipo de resultado é verificado para os pontos colineares Lo
(ver Figuras 4.7 (c¢) e 4.8 (¢)) e L3 (ver Figuras 4.9 (c) e 4.10 (c)).

Conforme o item refpseudoorbita, o ponto lagrangiano acelerado permanecera lo-
calizado somente em um dos extremos na linha dos apsides. Desse modo, nas Fi-
guras 4.5 (d) e 4.6 (c), observa-se que o ponto colinear L; se manterd localizado
aproximadamente no apoapside (M =~ 180°) variando com uma amplitude entre
—6°/+38, 5°, para setembro de 2012, e —9°/+410°, para janeiro de 2015. Sua pseudo-
6rbita é mais excéntrica do que a da Lua (em média entre 0,31 < e < 0,45), como
mostra as Figuras 4.5 (b) e 4.6 (b), e com uma menor variagdo do comprimento
do semi-eixo maior (ver Figuras 4.5 (a) e 4.6 (a)). Além disso, observa-se nas Figu-
ras 4.5 (e) e 4.6 (e), que o ponto L; se manterd entre os corpos primarios (Terra e
Lua), colinear a posigao da Lua, como mostra variagao do seu raio pseudo-orbital

em comparacao com o raio orbital da Lua.

Para o ponto colinear L, verifica-se que o mesmo estara localizado sempre no peri-
apside (M = 0°) de sua pseudo-érbita, como apresenta as Figuras 4.7 (d) e 4.8 (d),
e se manterd a uma distdncia radial maior que a da Lua (ver Figuras 4.7 (e)
e 4.8 (e)). A pseudo-érbita deste ponto, por sua vez, ¢ mais excéntrica (em mé-
dia entre 0,4 < e < 0,9) que a pseudo-6rbita do ponto colinear L; e a érbita da

Lua (ver Figuras 4.7 (b) e 4.8 (b)), e com uma maior variagdo no comprimento do
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seu semi-eixo maior, como mostram as Figuras 4.7 (a) e 4.8 (a).

Por tltimo, observa-se que a localizagdo do ponto colinear L3 se mantera tanto
no periapside (M = 0°) quanto no apoapside (M = 180°), como mostram nas
Figuras 4.9 (d) e 4.10 (d). A causa desta variagdo acentuada na anomalia média esté
relacionada com a variacao dos outros elementos pseudo-orbitais. Na Figura 4.10 (b),
quando a excentricidade da pseudo-érbita do ponto colinear Lj for circular (e =
0), o semi-eixo maior da pseudo-6rbita se iguala ao semi-eixo maior da érbita da
Lua (ver Figura 4.10 (a)). Neste instante, o argumento do periapside da pseudo-
6rbita é inexistente e o ponto colinear L3 estara localizado em M = 0°. Conforme
a excentricidade e o semi-eixo maior da pseudo-6rbita aumenta até atingir os seus
maximos, o ponto L3 se mantera no periapside, no entanto, quando a excentricidade
for nula e o semi-eixo maior da pseudo-érbita for igual ao da Lua novamente, o
ponto Lj ird para o apoapside. Este tipo de variagao periddica é observado também
no periodo de Setembro de 2012. Nas Figuras 4.9 (e) e 4.10 (e), verifica-se que mesmo
sob estas mudancgas, o ponto L3 se mantera a uma distancia radial aproximada a

posicao da Lua em relacao a Terra.

73



Figura 4.5 - Variacdo dos elementos orbitais da Lua e dos elementos pseudo-orbitais do
ponto colinear Lq, considerando somente os corpos primérios esféricos, du-
rante o més de Setembro de 2012.
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Figura 4.6 - Variacdo dos elementos orbitais da Lua e dos elementos pseudo-orbitais do
ponto colinear Lq, considerando somente os corpos primérios esféricos, du-
rante o més de Janeiro de 2015.
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Figura 4.7 - Variacdo dos elementos orbitais da Lua e dos elementos pseudo-orbitais do
ponto colinear Ls, considerando somente os corpos primérios esféricos, du-
rante o més de Setembro de 2012.

x10°

2.5 0.8 T T T L2
——Lua
2[ I 0.6 ~ |
—_—]2
=15F ——Lual]
£ v 0.4 ]
© 1+ 4
0.2
0.5} 1
0 1 1 1 L 0 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
Tempo (s) %108 Tempo (s) %108
(a) (b)
400 , , , 400
{ 350 1
300t 1 300 |
— 250
2200t 1 o
z 2200}
=
150 1
100 1
—02 100 |
—Lua 50 |
0 1 L 1 L
0 0.5 1 15 2 2.5 0 ‘ ‘
0 0.5 1 1.5 2 2.5
6
Tempo (s) x10 Tempo (s) <105
(c) (d)
18 x10°
4.6}
4.4+
€
X 4.2
o
4 L
3.8
3.6 : : : :
0 0.5 1 1.5 2 2.5
Tempo (s) %108

(e)

Fonte: Produgao do autor.

76



Figura 4.8 - Variacdo dos elementos orbitais da Lua e dos elementos pseudo-orbitais do
ponto colinear Ls, considerando somente os corpos primérios esféricos, du-
rante o més de Janeiro de 2015.

6
4 X]‘O 1 T T T T
0.8
3r 1
—L2
£ 0.6 —Lual]
X227 1 o
© 0.4+
1r 1
—12 0.2
—Lua
0 L L L L O 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
Tempo (s) %108 Tempo (s) <108
(a) (b)
400 T 400 T T T T
300( ] 300}
2 200¢t - 2_200}
= —_—]2 = —L2
—Lua ——Lua
100+ . 100 1
0 1 1 1 1 O L 1 1 L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
Tempo (s) «10° Tempo (s) x108
(c) (d)
5 x10°

€

N~

«
—) \_/
—Lua

3.5 1 1 1 L
0 0.5 1 1.5 2 2.5
Tempo (s) «10°

(e)

Fonte: Produgao do autor.

7



Figura 4.9 - Variacdo dos elementos orbitais da Lua e dos elementos pseudo-orbitais do
ponto colinear L3, considerando somente os corpos primérios esféricos, du-
rante o més de Setembro de 2012.
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Figura 4.10 - Variacdo dos elementos orbitais da Lua e dos elementos pseudo-orbitais do
ponto colinear L3, considerando somente os corpos primaérios esféricos, du-
rante o més de Janeiro de 2015.
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5 VARIACAO DAS PSEUDO-ORBITAS DOS PONTOS COLINEARES
LAGRANGIANOS COM PERTURBACAO

No item 4.3.2 foram determinadas as localizacoes e as pseudo-orbitas dos pontos
colineares lagrangianos Ly, Ly e L3, por meio do somatoério das forcas gravitacionais
envolvidas (m; e mg) no referencial nao-inercial. Neste capitulo, serdo determina-
das as expressoes das localizacoes dos pontos colineares lagrangianos considerando a
contribuicao da forca nao-gravitacional perturbativa ao sistema como a pressao ra-
diacao solar e a contribuicao das forcas gravitacionais perturbativas como a atragao

gravitacional do Sol e o potencial gravitacional dos corpos primarios nao-esféricos.

5.1 As Pseudo-Orbitas dos Pontos de Equilibrio Lagrangianos Conside-

rando o Sol e a Pressao de Radiagao Solar

Em um sistema fisico formado pelos corpos primarios m; e msy, as localizagoes dos
pontos colineares lagrangianos Ly, Lo e L3 poderao ser obtidas pelo somatério das
atracOes gravitacionais destes corpos com as perturbagoes da atracao gravitacional

do Sol e da pressao de radiagao solar, como mostra a Figura 5.1.

Figura 5.1 - Vista planar do diagrama de forcas considerando a perturbacio da atracgao
gravitacional do Sol e a pressao de radiagao solar.

Mg

-
e
- L

-
A0 L i

A seta amarela representa a forca gravitacional do Sol (Mg) e a seta laranja representa a
forca da pressdo de radiacao solar. O angulo Af representa a diferenca entre os angulos de
posigao do Sol e da Lua (m2) em suas respectivas érbitas, em torno da Terra (my).

Fonte: Producao do autor.
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Os corpos primarios, neste caso, sao considerados perfeitamente esféricos, logo, as
expressoes das atragoes gravitacionais da Terra, da Lua e do Sol serdao dadas pela lei
da atragao gravitacional de Newton. No entanto, para a pressao de radiacao solar,
a expressao da forca é dada por (NASA-SP-8027, 1969)

Fpr = i[(—Ca — Crs — 1) cos(f) — (cos(8) + ;C’,,d)ﬁ + (5.1)
(3 — Cys)sen(0)3] cos(f)A

em que # é o angulo formado entre o vetor normal ao plano e o raio de luz incidente,
7 e § sdao os vetores unitarios normal e tangencial a superficie do veiculo espacial,
respectivamente, A é a area da superficie do veiculo espacial, ¢ é a constante da
velocidade da luz igual a 3.10% m/s, I é a constante de radiacio solar e C,, C,s € Crq

sao os coeficientes de absorc¢ao, reflexao especular e reflexao difusa, respectivamente.

Considerando o raio incidente normal ao plano da superficie do veiculo espacial

(0 =0), a Equagao 5.1 pode ser reescrita como

—1A /2
Frn=—" <3Cm L O 42+ C,S) (5.2)
Somando as atracoes gravitacionais dos corpos priméarios e do Sol com a forga de
pressdo de radiagdo solar (Equagdo 5.2), em cada uma das posi¢des dos pontos

colineares, no referencial nao-inercial, tem-se

Gm1 Gm2 GMS 2
- + + —b+rpw’ =0 5.3
TL12 (R - TL1)2 R%Ll t ( )

Gm1 Gm2 GMS

— —b 2=0 5.4
T2 (rp, — R)? + R%LQ T LW (5-4)

Gm1 Gm2 GMS 2
+ —b+rp,w =0 5.5
r? R P R, 3:2)
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sendo

IA 2
b=—Q2+C,+Crs + =C, 5.6
L2+ C,+Cru+2Cra) (56)
o termo da aceleragdo da pressao de radiacao solar, Mg é a massa do Sol igual
a 1,98855.10% kg, m é a massa do veiculo espacial e Rgy, (sendo j = 1,2,3) é
a distancia do Sol a cada um dos pontos colineares lagrangianos, definido em um

espaco tridimensional, conforme a Figura 5.2, na forma

\/r%j cos? (ip) + 1y cos? (is) — 2ry, cos (ig)rgr cos (ig) cos (Af)
cos (Ayp)

Rgr,; = (5.7)

, para j = 1,2,3

em que rgr ¢ a distancia do Sol-Terra, i e ig sd@o os angulos de inclinacao da Lua

e do Sol, respectivamente, e Ap é a diferenca entre esses angulos.

Figura 5.2 - Esquema geométrico das posi¢oes da Terra, o Sol e o ponto colinear lagran-
giano no problema espacial com perturbacao.

Nesta figura, rsr, r1; e Tsr; sao as projegoes da distancia do Sol-Terra, entre os pontos
colineares lagrangianos a Terra e entre o Sol a cada um dos pontos colineares.

Fonte: Produgao do autor.
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Aplicando-se as Equagoes 5.3 a 5.5 em um ambiente computacional, obtém-se suas
respectivas equagoes polinomiais de sétimo grau, conforme esta apresentado no
Apéndice B. As solugoes destas equagoes, obtidas por meio da aplicagdo do mé-
todo da bissecao, darao a cada instante de tempo as localizagoes de cada um dos
pontos colineares lagrangianos perturbados pela atracao gravitacional do Sol e pela
forca de pressao de radiacao solar. Por meio destas localizacoes, geram-se seus ve-
tores de posicoes e velocidades instantaneas que irao determinar, a cada instante de

tempo, os elementos keplerianos de suas pseudo-orbitas.

Deste modo, durante um periodo orbital completo da Lua, ao redor da Terra,
calculou-se a variacao dos elementos pseudo-orbitais dos pontos colineares lagran-
gianos Ly, Ly e L3, considerando a presenca dos corpos priméarios perfeitamente
esféricos juntamente com as perturbagoes externas devido a atracao gravitacional
do Sol e a pressao de radiagdo solar, nos periodos de setembro de 2012 e janeiro
de 2015. Assim como na Segdo 4.4, observa-se, por exemplo, nas Figuras 5.3 (c)
e 5.4 (c), para o ponto colinear L; perturbado, que a cada posi¢do da Lua em seu
plano orbital, ao redor da Terra, o argumento do periapside irda variar totalmente
(0 < w < 360°) para um periodo lunar completo. Este mesmo tipo de resultado é
verificado para os pontos colineares perturbados Ly (ver Figuras 5.5 (¢) e 5.6 (¢)) e

Ly (ver Figuras 5.7 (c) e 5.8 (c)).

Além disso, para o ponto colinear Li, verifica-se nas Figuras 5.3 (e) e 5.4 (e), que
a adicao da perturbacao da atracdao gravitacional do Sol com a pressao de radia-
¢ao solar faz com que a distancia radial do ponto diminua com relacdo a Terra,
quando comparada com a distancia radial do mesmo quando nao ha perturbagao.
Isto resulta em uma diferenca, aproximadamente, da ordem de 10° km entre essas
distancias. Observa-se ainda que, sua pseudo-6érbita perturbada sera mais excéntrica
(em média entre 0,78 < e < 0,87) (ver Figuras 5.3 (b) e 5.4 (b)) e com uma me-
nor variagao do comprimento do semi-eixo maior, como mostram as Figuras 5.3 (a)
e 5.4 (a). Todavia, mesmo com a perturbagdo, este ponto ainda se manterd préximo
ao seu apoapside (M ~ 180°), porém variando com amplitudes entre —0,4°/40, 5°,
em setembro de 2012, e —1°/40, 8°, em janeiro de 2015, respectivamente, conforme
mostram as Figuras 5.3 (d) e 5.4 (d). Apesar da anomalia média ter variagdo acen-
tuada em sua amplitude, os outros elementos keplerianos também possuem, porém
com amplitudes bem pequenas. Este mesmo tipo de variagao ¢ devido ao efeito das
perturbagoes nos elementos de estado que afetard os respectivos elementos kepleri-

anos, como podera ser verificado também para os pontos colineares Ly e Ls.
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Para o ponto colinear Ls, a distancia radial diminui quando comparada com a mesma
quando nao ha perturbacao. Isto resulta em uma variagao, aproximadamente, da or-
dem de 10* km, entre essas distancias como mostram as Figuras 5.5 (e) e 5.6 (e).
Logo, este ponto se mantera préximo a Lua com uma pseudo-érbita menos excén-
trica (0,13 < e < 0,32) (ver Figuras 5.5 (b) e 5.6 (b)), em comparacdo com a
pseudo-o6rbita de Ly sem perturbacao, e com uma menor variagao no comprimento
do semi-eixo maior, como mostram as Figuras 5.5 (a) e 5.6 (a). Observa-se ainda
que, 0 mesmo se manterd préximo ao seu periapside (M = 0°), como apresentam as
Figuras 5.5 (d) e 5.6 (d); no entanto, este dngulo oscilard em amplitudes que variam,
ao longo de um periodo orbital lunar completo, entre —13°/+9°, em setembro de
2012, e —15°/48°, em janeiro de 2015.

Para o ponto colinear L3, quando este tem sua pseudo-oérbita perturbada pela atragao
gravitacional do Sol e pela pressao de radiagdo solar se mantera oscilando somente
no seu apoapside (M = 180°), como apresentam as Figuras 5.7 (d) e 5.8 (d). Toda-
via, este ponto apresentard uma pseudo-orbita hiperbodlica, variando em média entre
14,3 < e < 26, como mostram as Figuras 5.7 (b) e 5.8 (b), e com uma menor variagao
do comprimento do semi-eixo maior (ver Figuras 5.7 (a) e 5.8 (a)), em comparacao
com a pseudo-érbita do ponto L3 sem perturbagao. Observa-se nas Figuras 5.7 (e)
e 5.8 (e), que a distancia radial deste ponto aumentard, com uma variagdo, aproxi-
madamente, da ordem de 10° km, o que torna sua localizacao maior que a distancia
Terra-Lua. Este tipo de resultado foi verificado no trabalho de Chernikov (1970),

porém o desvio obtido da ordem de 107 km, com relacdo a Terra.
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Figura 5.3 - Variacao dos elementos pseudo-orbitais do ponto colinear L1 devido a atragao
gravitacional do Sol e pressdo de radiagdo solar durante o més de setembro

de 2012.
5
2.4 $10 . : . . 0.9 . . ’ :
L1-Sol-Rad L1-Sol-Rad
L1 2 L1
22 1 o8l - 1
2
o7t
_18
& ©06
©
16
05t
14
12 040
1 03
0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25
Tempo (s) 108 Tempo (s) %108
(a) (b)
400 . . . . 190 . . . .
350 — Ll 1 188 k1 1
300 , 1 186 -
250 1 1841
5 : 5
2200 1 Tg2f
= s
150 1 180
100 1 178+
50 y 1 176
o I I I I 474 | ! ! :
0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25

Tempo (s) %108 Tempo (s) %108
(c) (d)

x10°

3.4

L1-Sol-Rad
L1

321

~28f
ogt
241

221

0 0.5 1 1.5 2 25
Tempo (s) «10°

()

Fonte: Produgao do autor.

86



Figura 5.4 - Variacao dos elementos pseudo-orbitais do ponto colinear L1 devido a atragao
gravitacional do Sol e pressdo de radiacao solar durante o més de janeiro de
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Figura 5.5 - Variagao dos elementos pseudo-orbitais do ponto colinear Ly devido a atragao
gravitacional do Sol e pressdo de radiagdo solar durante o més de setembro

de 2012.
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Figura 5.6 - Variacao dos elementos pseudo-orbitais do ponto colinear Ly devido a atragao
gravitacional do Sol e pressdo de radiagdo solar durante o més de janeiro de
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Figura 5.7 - Variacao dos elementos pseudo-orbitais do ponto colinear L3 devido a atragao
gravitacional do Sol e pressdo de radiagdo solar durante o més de setembro

de 2012.
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Figura 5.8 - Variagao dos elementos pseudo-orbitais do ponto colinear L3 devido a atragao
gravitacional do Sol e pressdo de radiagdo solar durante o més de janeiro de
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5.2 As Pseudo-Orbitas dos Pontos de Equilibrio Lagrangianos Consi-
derando os Potenciais Gravitacionais dos Corpos Primarios Nao-

Esféricos

No capitulo 4, as localizagoes dos pontos colineares lagrangianos foram determinadas
considerando-se os corpos primarios como massas pontuais perfeitamente esféricas.
Contudo, sabe-se que estes corpos celestes nao sao perfeitos, isto é, sao nao-esféricos.
A Terra, como mostra a Figura 5.9 (a), é achatada nos polos, com protuberancias no
equador e proximo aos polos norte e sul. A Lua, assim como a Terra, é também acha-
tada nos polos, porém com protuberancias somente em um dos lados, como mostra a
Figura 5.9 (b). Logo, considerando-se o potencial gravitacional dos corpos primérios
nao-esféricos, nao serd possivel utilizar a expressao da atracao gravitacional para
corpos esfericamente simétricos. Deste modo, neste caso, utilizam-se os harmdnicos
esféricos, cujo método representa, matematicamente, o potencial gravitacional do

corpo em estudo.

A expressao geral da funcao do potencial gravitacional utilizando os harmédnicos
esféricos é dada por (VALLADO, 2007)

[eS) l
p- Gl (1?) B[ sen(duut)]+ (5.8)
1=2
oo 1 l
> (%) Prn[sen(¢sar)][Cim €08 (MAsar) + Sim sen(mAgar)]

em que M, e R, sao a massa e o raio equatorial do corpo primario, respectivamente,
T, Gsat © Asat 820 a distancia, latitude e longitude do veiculo espacial com relagao
a0 corpo primério, respectivamente, P, sio as funcoes associadas de Legendre nor-
malizadas e jl, Cim € Sim s30 0s coeficientes dos harménicos esféricos normalizados

(zonais, setoriais e tesserais, respectivamente).

No entanto, neste trabalho, interessa-se somente pela fun¢ao do potencial gravitaci-

onal com os coeficientes harmonicos zonais. Logo, a Equacao 5.8 se torna

1= (i”)l Py[sen(¢dsar)] (5.9)

Segundo Vallado (2007), as fungdes associadas de Legendre e os coeficientes harmé-
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Figura 5.9 - Formato da Terra e da Lua.

(b) Lua

As figuras da Terra sdo baseadas no modelo EIGEN-6¢ (CHRISTOPH et al., 2011) e as da
Lua sdo baseadas no modelo GRAIL-660 criado a partir dos resultados obtidos pela missao
espacial GRAIL (ARNOLD et al., 2015). As ondulagoes dos geoides sdo multiplicadas por
um fator inicial de 10000 de modo que as mesmas sejam visiveis.

Fonte: International... (2016).

nicos esféricos zonais, ambos normalizados, serao dados por

_ I
J = 1/mJl (5.10)

P =4/2l+1)R
Assim,
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JiP = JiP, (5.11)

Desta forma, a equacao geral da forca do potencial gravitacional do corpo primario,

considerando os harmonicos esféricos zonais até Jg, sera dada por

sent(on) - 1)~ 2 () 512)

r

F =

or r2 2

4
(5 Sen?’((bsat) - 3sen(¢sat>) - ‘24 (‘il’) (35 Sen4(¢sat) — 30 Sen<¢sat> + 3)
Js (Rp\° Ji
_§5 (Tp) (63 Sen5(¢sat) — 170 Sen3<¢sat> +15sen(dsa)) — 12

6
(?j’) (231 sen’(¢aar) — 315 sen* (doar) + 105 sen®(Goar) — 5)1

A localizacao dos pontos colineares lagrangianos sera obtida da mesma maneira que
os estudos anteriores, porém as forcas gravitacionais da Terra e da Lua serdao dadas
pela Equacao 5.12. Deste modo, somando as atragoes gravitacionais da Terra e da
Lua, lembrando-se que, neste caso, o angulo de latitude do veiculo espacial com

relacdo a Lua ¢é nulo, obtém-se

Gm1
- 2

1-— (]52 (Rt> (3 Sen2(¢sat) - 1) - J2t3 (%) (5 Sen3(¢sat)_ (513)

T‘Ll

T’Ll

4
3sen(dsar)) — (]8t4 (ﬁ) (35 sen4(gbsat) — 30 sen(¢uqer) +3) — J8t5
Ly
5 6
(R) (63 500 (Gur) — T0 500" (D) + 1550 (D)) — 12 <R>
Gm2

(R —TrL )2

Ji2 R\ Ju R \' s R \°
[1+2<(R_TL1)> _8<(R_TL1)> +16<(R_TL1)>

ri,w? =0

(231 sen® (o) — 315 sen* (doa) + 105 sen?(duar) — 5)] +

+
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)2 (3sen®(¢sar) — 1) — J; (%)3 (5 sen’(gar) —

Gm1|: Jt2<Rt
_ 5 1 — 2=

TL2 2 7’L2
4
3sen(Psar)) — Ju <Rt> (35 sen*(dsar) — 30 sen(gaq) + 3) — Jis
8 ’I"L2 8
> 6
<-Rt) (63 Sen5(¢sat) - 70 Sen3(¢sat> + 15 Sen(qbsat)) — @ <Rt>
" 16 \ 7y,
Gm
(231 sen®(pgar) — 315 sen? (dsar) + 105 sen?(Pgar) — 5)} - m
1—|—& LQ_E L4+ﬁ Lﬁ_‘_
2 \(rp, — R) 8 \(rp, — R) 16 \ (rz, — R)
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Jo [ R\ Jis [ R\3
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TLg TL3 2
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8 TLs

5 6
(fit) (63 Sen5(¢sat) — 70 Sen3(¢sat) + 15 sen(¢sat>> B {tg <:Z>

Gmg
(R —rL,)?

e () e () e ()

rr,w? =0

(231 sen®(pgar) — 315 sen? (Gsar) + 105 sen?(Pgar) — 5)} +

+

95

(5.14)

(5.15)

em que J;, J; e R, R; sdo os coeficientes harmonicos zonais e os raios equatoriais
da Lua e Terra, respectivamente. Os valores dos coeficientes zonais da Lua e da
Terra, podem ser encontrados em Michael Jr. e Blackshear (1972) e Vallado (2007),
respectivamente. Assim, como na Sec¢ao anterior, aplica-se as Equacgoes 5.13 a 5.15
em um ambiente computacional, obtendo-se suas respectivas equagoes polinomiais
de décimo sétimo grau, conforme esta apresentado no Apéndice C. As solugoes des-
tas equacoes, obtidas por meio da aplicacao do método da bissecao, dardao a cada
instante de tempo as localizacoes de cada um dos pontos colineares lagrangianos

perturbados pela atracao gravitacional do Sol e pela for¢ca de pressao de radiagao



solar. Por meio destas localizagoes, geram-se seus vetores de posicoes e velocidades
instantaneas que irdao determinar, a cada instante de tempo, os elementos orbitais

de suas pseudo-orbitas.

Os resultados da variagao dos elementos pseudo-orbitais dos pontos colineares la-
grangianos Ly, Lo e L3, sao apresentados para um periodo orbital lunar completo,
ao redor da Terra, durante os meses de setembro de 2012 e de janeiro de 2015,
perturbados pelos potenciais gravitacionais dos corpos primarios nao-esféricos, con-
siderando somente os harmonicos zonais esféricos até Jg, sendo que, neste caso, a
Lua contribui somente com os harmonicos esféricos pares. Logo, observa-se nas Figu-
ras 5.10 (¢) e 5.11 (¢) que, quando o ponto colinear L; é perturbado pelos potenciais
gravitacionais da Terra e da Lua, o argumento do periapside ira variar totalmente
(0 < w < 360°) para um periodo lunar completo, ao redor da Terra. Este mesmo
tipo de resultado é verificado para os pontos colineares perturbados Lo (ver Figu-
ras 5.12 (c) e 5.13 (c)) e L3 (ver Figuras 5.14 (c) e 5.15 (c)).

Além disso, para todos os pontos colineares perturbados pelos potenciais gravita-
cionais, verifica-se que a variacdo da distancia radial é minima, sob a ordem de,
aproximadamente, 1 — 10 m, em comparac¢ao com a pseudo-érbita de cada um dos
pontos quando nao se considera as perturbacoes gravitacionais. Nos trabalhos de
Sharma e Rao (1975) e de Sharma e Rao (1976), as localizagoes dos pontos coli-
neares lagrangianos tiveram desvios, aproximadamente, da ordem de 10 m, sendo
que em Sharma e Rao (1975), as posigoes foram determinadas por meio de equagoes
polinomiais de nono grau dadas a partir do potencial de McCuskey (1963), cuja
equacao considera os momentos de inércia dos corpos primarios e, em Sharma e
Rao (1976), pelas equacdes polinomiais de sétimo grau considerando, neste caso, as

dimensoes dos esferoides.

Observa-se, entao, neste trabalho, que a variacdo dos elementos keplerianos das
pseudo-orbitas perturbadas pelos potenciais gravitacionais da Terra e da Lua serdao
proximas aos valores determinados na Secao 4.4, como podem ser verificados por
meio dos conjuntos de Figuras 5.10-5.15. Todavia, devido a perturbacao dos poten-
ciais gravitacionais da Terra e da Lua, aparecerao pequenas oscilagoes, ao longo da
variacao dos elementos keplerianos. Observa-se que, para o ponto Ly, existem oscila-
¢oOes acentuadas no semi-eixo maior e na anomalia média. Assim, como na se¢ao 5.1,
isto ocorre devido ao efeito da perturbagao externa que, neste caso, sao os potenciais
gravitacionais dos corpos primérios. Este tipo de perfil é também observado para os

pontos colineares Ly e L.
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Figura 5.10 - Variacdo dos elementos pseudo-orbitais do ponto colinear L; sem e com
a perturbacao devido ao potencial gravitacional dos corpos priméarios nao-
esféricos, durante o més de setembro de 2012.
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Figura 5.11 - Variacdo dos elementos pseudo-orbitais do ponto colinear L; sem e com
a perturbacao devido ao potencial gravitacional dos corpos priméarios nao-
esféricos, durante o més de janeiro de 2015.
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Figura 5.12 - Variacdo dos elementos pseudo-orbitais do ponto colinear Ly sem e com
a perturbacdo devido ao potencial gravitacional dos corpos primarios néo-
esféricos, durante o més de setembro de 2012.
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Figura 5.13 - Variacdo dos elementos pseudo-orbitais do ponto colinear Ly sem e com
a perturbacdo devido ao potencial gravitacional dos corpos primarios néo-
esféricos, durante o més de janeiro de 2015.
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Figura 5.14 - Variacdo dos elementos pseudo-orbitais do ponto colinear L3 sem e com
a perturbacao devido ao potencial gravitacional dos corpos priméarios nao-
esféricos, durante o més de setembro de 2012.
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Figura 5.15 - Variacdo dos elementos pseudo-orbitais do ponto colinear L3 sem e com
a perturbacao devido ao potencial gravitacional dos corpos priméarios nao-
esféricos, durante o més de janeiro de 2015.
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5.3 As Pseudo-Orbitas dos Pontos de Equilibrio Lagrangianos Consi-
derando os Potenciais Gravitacionais dos Corpos Primarios Nao-

Esféricos, o Sol e a Pressao de Radiacao Solar

Neste caso, desconsidera-se os harmonicos zonais esféricos dos corpos primérios
acima de Jy, pois a contribuicdo deste termo do potencial é a mais relevante, e
assim, adiciona-se as aceleragoes do Sol e da pressao de radiacao solar nas Equa-
¢oes 5.13-5.15. Logo, o somatério das forcas perturbativas presentes, em cada um

dos pontos colineares lagrangianos, serao dados por

Gm1 JtQ Rt 2 9 sz
— 1——=|— 3 sat) — 1 — 11 5.16
Tng |: 2 <TL1> ( sen (¢ t) ) + (R_TLl)Q [ + ( )
375 R\ Gy 2
—b =0
2 ((R—m)> TRy, MY

Gm1 th ( Rt )2 2 Gm2
— 1——|— 3sen”(@gu) — 1)| — —————= |1+ 5.17
[ 3 () st =1 - (5.17)
312 R \°| GMs 2
—— —b =0
2 ((TLQ - R)) N R%LQ " rat
Gm1 th < Rt )2 2 sz
1——|— 3sen”(@get) — 1)| + ——— |1+ 5.18
15 ) Bsenow) |+ | (5.18)
3.J R\’ GMg )
—b Jw =10
2 ((R - TLs)) " Rép, Tt

Assim, aplica-se as Equagdes 5.16 a 5.18 em um ambiente computacional, obtendo-
se suas respectivas equagoes polinomiais de décimo primeiro grau, conforme esta
apresentado no Apéndice D. As solugoes destas equacoes, obtidas por meio da apli-
cacao do método da bissecao, darao a cada instante de tempo as localizagoes de
cada um dos pontos colineares lagrangianos perturbados pela atracao gravitacional
do Sol, forca de pressao de radiacao solar e pelo potenciais gravitacionais dos corpos

primarios. Por meio destas localizagOes, geram-se seus vetores de posicoes e velo-
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cidades instantaneas que irao determinar, a cada instante de tempo, os elementos

keplerianos de suas pseudo-érbitas.

Deste modo, verifica-se nas Figuras 5.16 (c¢) e 5.17 (¢) que, para o ponto colinear
L, perturbado, o argumento do periapside ird variar totalmente (0 < w < 360°)
para um periodo lunar completo, ao redor da Terra. Este mesmo tipo de resultado é
verificado para os pontos colineares perturbados Ly (ver Figuras 5.18 (c¢) e 5.19 (c))
e Lj (ver Figuras 5.20 (c) e 5.21 (c)).

Além disso, observa-se que os conjuntos de Figuras 5.16 a 5.21 apresentam resultados
semelhantes aos que foram obtidos na Secao 5.1, o que significa que a perturbagao
devido aos potenciais gravitacionais dos corpos primarios, considerando somente o
harmonico zonal Jy, teve uma contribuicao pequena se comparada com as pertur-

bagoes devido a atracao gravitacional do Sol e a pressao de radiacao solar.
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Figura 5.16 - Variacdo dos elementos pseudo-orbitais do ponto colinear Li, considerando
as perturbacoes devido a atragio gravitacional do Sol, pressao de radiacao
solar e o potencial gravitacional dos corpos primarios nao-esféricos, durante
o més de Setembro de 2012.
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Figura 5.17 - Variacdo dos elementos pseudo-orbitais do ponto colinear Li, considerando
as perturbacoes devido a atragio gravitacional do Sol, pressao de radiacao
solar e o potencial gravitacional dos corpos primarios nao-esféricos, durante
o més de Janeiro de 2015.
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Figura 5.18 - Variacdo dos elementos pseudo-orbitais do ponto colinear Lo, considerando
as perturbacoes devido a atragio gravitacional do Sol, pressao de radiacao
solar e o potencial gravitacional dos corpos primarios nao-esféricos, durante

o més de Setembro de 2012.
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Figura 5.19 - Variacdo dos elementos pseudo-orbitais do ponto colinear Lo, considerando
as perturbacoes devido a atragio gravitacional do Sol, pressao de radiacao
solar e o potencial gravitacional dos corpos primarios nao-esféricos, durante
o més de Janeiro de 2015.
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Figura 5.20 - Variacdo dos elementos pseudo-orbitais do ponto colinear L3, considerando
as perturbacoes devido a atragio gravitacional do Sol, pressao de radiacao
solar e o potencial gravitacional dos corpos primarios nao-esféricos, durante
o més de Setembro de 2012.
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Figura 5.21 - Variacdo dos elementos pseudo-orbitais do ponto colinear L3, considerando
as perturbacoes devido a atragio gravitacional do Sol, pressao de radiacao
solar e o potencial gravitacional dos corpos primarios nao-esféricos, durante
o més de Janeiro de 2015.
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6 CONTROLE DE TRAJETORIAS ORBITAIS

Neste capitulo, interessa-se o estudo das manobras orbitais e o sistema de controle,
que sera aplicado neste trabalho. Na primeira parte, estuda-se as manobras orbitais
de alto empuxo, as quais requerem o Awv aplicado instantaneamente, para que as
mesmas sejam realizadas. Todavia, como isto é impossivel nas missoes espaciais, é
necessario, entao, que o impulso, a ser aplicado, seja distribuido, ao longo de um
arco, durante um periodo de tempo. Deste modo, na segunda parte, apresenta-se
a manobra orbital ndo-impulsiva (método do arco propulsivo), seguida pela mano-
bra orbital de baixo empuxo. A terceira parte e ultima, deste capitulo, destina-se
ao sistema de controle PID, que sera utilizado durante as simulagoes das missoes

espaciais.
6.1 Manobras Orbitais de Alto Empuxo

As manobras orbitais sdo utilizadas para transferir um veiculo espacial de uma
orbita para outra utilizando sistemas de propulsao. Durante estas manobras, as ve-
locidades orbitais podem sofrer uma mudanca na sua intensidade, direcao e sentido.
A intensidade das velocidades orbitais sao determinadas pela equacao da wvis-viva,

igual a

v = [ (2 — 1) (6.1)

em que v ¢ a intensidade da velocidade em um ponto qualquer, r é o raio com a
origem no foco a um determinado ponto qualquer na orbita, a é o semi-eixo maior
da érbita e i = G(M, + m), sendo G a constante gravitacional, M, é a massa do

corpo central e m é a massa do veiculo espacial.

Se um veiculo espacial necessita ser manobrado de uma 6rbita para outra, é necessa-
rio que ocorra uma variagao instantanea em sua velocidade orbital em determinados
pontos da trajetéria. Este tipo de manobra é chamada de manobra ou de alto em-
puxo ou impulsiva. Entretanto, para que este tipo de manobra ocorra, é necessaria
uma forga infinita aplicada em um instante de tempo, o que nao é aceitavel no
mundo real. Todavia, a manobra de alto empuxo é apenas um modelo mateméatico
que se aproxima, do que pode ser realmente, a manobra de transferéncia. Portanto,
quando um veiculo espacial sofre uma alteragao instantanea em sua velocidade or-
bital, um vetor do incremento de velocidade Av é adicionado ao vetor velocidade v,

transformando-o em um vetor velocidade vy, de forma que o veiculo espacial possa
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sair de sua orbita inicial e determinar sua trajetoria para uma orbital final qualquer.

Para que a manobra orbital de transferéncia utilize o minimo de combustivel, para
um tempo de transferéncia livre, é necessario que seja aplicado um Av tangencial ao
periapside e ao apoapside da érbita de transferéncia. Desta forma, o angulo formado
entre as velocidades orbital e de transferéncia ¢é igual a zero e os vetores permanecem
paralelos, isto é, na mesma direcao e sentido. Assim, o incremento de velocidade é

dado por

Av =19 — 1 (6.2)

Além disso, admita-se, também, fixar um nimero de impulsos (geralmente, n =
1, 2 ou 3) necessarios, tal que a soma total dos incrementos de velocidade, Awv,
seja minima. A manobra de transferéncia de Hohmann e a bi-eliptica sao manobras
bi e tri-impulsivas, respectivamente, que requerem o minimo de energia necessaria
para transferir um veiculo espacial entre duas 6rbitas coplanares (CHOBOTOV, 1996;
CURTIS, 2010). Segundo Shternfeld e Mendlowitz (1960) e Hoelker e Silber (1961),
a quantidade de combustivel necessaria para enviar um veiculo espacial, utilizando
uma destas manobras, ¢ somente verificada pela razio, R = ry /r1, em que r; é
o raio da Orbita inicial e r5 é o raio da 4érbita final. Para uma razao entre 1 <
R < 11,94, a transferéncia orbital é a de Hohmann. Este limite é aplicado para
transferéncias de orbitas de baixa altitude para as orbitas geoestacionarias. Quando
R > 15,58, a transferéncia orbital é a bi-eliptica. Entretanto, se a razdo estiver
limitada entre 11,94 < R < 15,58, entdo, deve-se observar os valores dos raios
das érbitas circulares: se o apoapside for maior que o periapside, logo, favorece-se
a transferéncia bi-eliptica; caso contrario, favorece-se a transferéncia de Hohmann.
Deve-se notar que a transferéncia bi-eliptica, em alguns casos, obtém o minimo de
Av que deve ser aplicado durante a manobra, porém o tempo de viagem é maior, se

comparada com a transferéncia de Hohmann.
6.2 Determinacio da Orbita Otima de Transferéncia

Na secao anterior, deste capitulo, estudou-se as manobras de alto empuxo, como
uma primeira aproximagao no processo de otimizac¢ao do tempo e do consumo de
combustivel. Todavia, a trajetéria étima da manobra de alto empuxo poderd ser
obtida por meio da solu¢ao do problema de Lambert, buscando-se, do mesmo modo,

o minimo incremento de velocidade total (Av).
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Neste trabalho, a solugao do problema de Lambert é calculada utilizando as variaveis
universais, que permitem encontrar uma solucao simples e objetiva para qualquer
tipo de transferéncia orbital (eliptica, parabdlica ou hiperbdlica) (BOND; ALLMAN,
1996; VALLADO, 2007; CURTIS, 2010). Sendo assim, dada a energia mecénica na

forma

--L (6.3)

Substituindo as componentes radial e transversal da velocidade na Equacao 6.3,

obtém-se

S (6.4)

Sabendo-se que h = /up = r*0, em que h é o momento angular, e rearranjando a

Equagao 6.4, de modo que

\f (6.6)

Elevando-se ao quadrado a Equacao 6.6 e dividindo-a pela Equagao 6.5, tem-se

dr\? r?

Por meio da Equagao 6.7, obtém-se as equacoes da posicao e do tempo em termos

da variavel universal y e do semi-eixo maior. Logo,

o)) @
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VAt =a [x — asen (\;%)] + Ff/ﬁ? [1 — cos (\2)1 + ro/asen (ja) (6.9)

Todavia, necessita-se ainda que as equagcoes sejam dadas por uma variavel universal,
de modo que se obtenha equagoes do movimento para qualquer tipo de secao conica
(elipse, pardbola ou hipérbole). Neste caso, toma-se uma nova variavel universal, z,

dada na forma

2
X
6.10
a ( )

z

Substituindo a variavel universal z nas Equacoes 6.8 e 6.9, encontrarao-se as fungoes
de Stumpff C(z) e S(z), que podem ser definidas por séries infinitas ou por fungoes
trigonométricas dadas nas formas (CURTIS, 2010)

oo (@) (z > 0)
C(z) =4 @bzl (z <) (6.11)
2 (2=0)
ez (2> 0)
S(z)=q =V (2 <0) (6.12)
g (z2=0)

em que as condigoes z > 0, z < 0 e z = 0 se referem as orbitas hiperbdlicas,
parabolicas e elipticas, respectivamente. Desta forma, segue-se com a determinagao

da trajetoria 6tima que a manobra de transferéncia orbital devera fazer.

Assim, dados os vetores das posicoes inicial e final, 77 e 73, respectivamente, a
trajetoria ¢ realizada por meio da conexao entre vetores de posi¢ao, durante um
intervalo de tempo, At, como mostra a Figura 6.1. Nota-se, que este problema podera
ser aplicado nas solu¢oes de manobras de rendezvous e também na interceptacao de

veiculos ou satélites espaciais.

Desse modo, primeiramente, analisa-se a trajetoria que o veiculo espacial devera
realizar (percurso longo ou percurso curto). A diregao é obtida por meio da avalia¢ao

da variagdo angular da anomalia verdadeira A f. Logo, se
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Figura 6.1 - Representacdo da trajetéria étima determinada pela solucdo do problema de

Lambert.

Z

Trajetoria ——.

Py

R— Planc Fundamental

Fonte: Adaptado de Curtis (2010).

Af > 7, entdo,sign (mr — Af) = —1

O veiculo espacial toma um caminho mais longo. Ou se

Af < m, entao,sign (m — Af) = +1

O veiculo espacial toma um caminho mais curto.

(6.13)

(6.14)

Nos casos, em que Af = 7, a érbita de transferéncia nao pode ser determinada, pois

os vetores posicao estao em dire¢ao oposta. No entanto, se Af = 0 ou 27, os vetores

posicao estao na mesma direcao e a Orbita é uma conica degenerada.

A variagao angular Af é determinada pelos vetores das posi¢oes inicial e final.

Assim,
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Af =cos™? < rir ) (6.15)

71l |2

As posigoes e velocidades (r3,05) de um satélite, sobre a trajetéria 6tima, é obtida

em funcao dos estados iniciais (r7,77), dados por

73 = fri + gui (6.16)
Uy = frﬁ + §1T1

em que f, g, f e g sdo os coeficientes de Lagrange, seguidas pelas suas derivadas, res-
pectivamente, em funcao da variagao angular A f. Todavia, estes coeficientes podem

ser obtidos em termos das varidveis universais y e z. Assim,

f=1-"-C() (6.17)
f= mf;x[zs«a ~1]
G= Al — ;EXBS@) (6.18)
G—1- ’;20(5)

Segundo Curtis (2010), a relacao entre as varidveis universais ndo devera mais ser
dada por z = @y?, pois & estd relacionada com o semi-eixo maior de uma érbita
qualquer. Portanto, afim de eliminar a relacao das varidveis com o parametro orbital,

a nova relacao serd dada por

(6.19)

em que
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(6.20)

Sendo que a constante A serd igual a

A= senAf, ll_fgsAf (6.21)

Substituindo as Equacoes 6.19 e 6.20 nas Equagoes 6.17 e 6.18. E, lembrando-se
que as fungoes C'(z) e S(z) sao dados pelas Equacoes 6.11 e 6.12. Os coeficientes de

Lagrange serao funcgoes em termos da variavel universal z nas formas

fz)=1- y7(:5) (6.22)
N C)

g(z)=A . (6.23)
g(z2)=1- yff) (6.24)

L B-Jen
== (6.25)
L g®m-n
=T (6.26)

Portanto, os vetores de incrementos de velocidades, Avj e Avs, serdo determinados

com os vetores das velocidades nas drbitas inicial e final, respectivamente. Assim,

A’U_i = U_i - Il_finicial (627>
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A _é - _’final - U_é (628)

A variavel universal z serd determinada, a cada instante da manobra, pela fun-
¢ao (CURTIS, 2010)

F(2) = \(2)°S(2) + Ay/y(2) - Vit (6.29)

considerando que 0 < 7z < 472, Deste modo, isto serd feito utilizando o método
de Newton-Raphson, na qual a varidvel z sera avaliada por meio de um processo

iterativo na forma

—~
K\
~

Quando o método convergir, determinam-se os coeficientes de Lagrange, cujo os
mesmos obterao as velocidades de transferéncia e, portanto, os incrementos de ve-

locidades.
6.3 Dinamica do Veiculo Espacial

Na Secao 6.1, deste capitulo, foi visto que as manobras de transferéncia de alto
empuxo sao aquelas em que o Av é aplicado instantaneamente em um ponto qualquer
de uma orbita circular ou eliptica. No entanto, para que isto aconteca, necessita-se
de um sistema de propulsao com energia suficiente para que o empuxo aplicado seja

com uma intensidade infinita.

O sistema de propulsao é formado por propulsores, cuja classificacao esta de acordo
com suas caracteristicas construtivas (material, dimensao e formato), poténcia, tipo
de combustivel e a intensidade do impulso especifico (MAREC, 1979). O impulso
especifico, Isp, ¢ um parametro muito importante para a performance do propulsor,

definido por

E
Igp = —
mgo

(6.31)

em que F é o empuxo aplicado, m ¢é a razao da massa do propelente consumida ao
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longo do tempo e gy € a aceleragao padrao da gravidade. Um valor alto na intensidade
do impulso especifico, para um determinado tipo de propulsor, significa que o mesmo
necessita de pouco propelente durante a manobra. A Tabela 6.1 apresenta os valores

de impulsos especificos para alguns sistemas de propulsao conhecidos.

Tabela 6.1 - Impulsos Especificos dos Principais Sistemas de Propulsao

Sistema de Propulsao | Igp(s)
Sélido 200-300

Liquido 250-450

I[6nico >1000

Fonte: Adaptado de Curtis (2010).

Os propulsores quimicos sdo os propulsores mais comuns e podem ser sélidos, li-
quidos ou gasosos. Devido ao seu baixo valor do impulso especifico, a intensidade
do empuxo aplicado, em um instante de tempo, é alta. Logo, esses propulsores sao
mais utilizados nas transferéncias orbitais de alto empuxo. Os propulsores i6nicos
sao propulsores elétricos que produzem empuxo por meio da aceleracao de ions, por
meio do bombardeamento de elétrons. Este sistema é mais eficiente do que o propul-
sor quimico, pois pode produzir baixo empuxo continuo, ao longo tempo, reduzindo
a quantidade de combustivel necessaria durante uma missao espacial. No caso da

propulsao quimica, a quantidade de combustivel requerida é maior.

Desta maneira, para que um veiculo espacial ganhe movimento, é necessario que sua
massa de combustivel seja consumida e ejetada durante toda trajetéria, sendo em
grandes ou pequenas proporgoes. O problema da variagao da massa de combustivel
¢ tratado aplicando a segunda lei de Newton e a conservacao da quantidade de
movimento do veiculo num todo. De acordo com Chobotov (1996), a equagao do

movimento de um veiculo espacial com massa variavel é

ma =—v—— + Fg (6.32)

dt
em que v é a velocidade de escape das particulas, Fr é o somatorio das forgas ex-
ternas aplicadas no veiculo, como mostra a Figura 6.2. Neste caso, a aceleragao tera
duas componentes ao longo do caminho percorrido: na direcao normal e tangen-

cial (CURTIS, 2010). A componente da aceleragao tangencial é dada por
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dv
a; = — 6.33
“= o (6.33)

Figura 6.2 - Esquema das forgas externas agindo sobre o veiculo espacial.

Fonte: Extraido de Chobotov (1996).

A componente normal ao caminho percorrido pelo veiculo espacial é definida por

_ dy
= —v— .34
an, v (6.34)

em que vy ¢ o angulo da trajetoria de voo.

Todavia, interessa-se o movimento na direcao tangencial. Desta forma, a Equa-

¢ao 6.32 é escrita como

mf;t) = —1:1627; — D — mgseny (6.35)

em que D é a forca de arrasto.

Multiplicando-se a Equacao 6.35 por dt/m, obtém-se

—d D
dv = -2 — =t — g senydt (6.36)
m m
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Substituindo-se a expressao do impulso especifico na Equacao 6.36 e integrando-
a com relacao ao tempo, tem-se a equacao geral do incremento de velocidade do

veiculo espacial, durante sua trajetéria, na forma

. ta D t
Av = golgpIn <ml> - / a7 g sen~ydt (6.37)
mf t1 M t1

em que gy ¢ a constante gravitacional ao nivel do mar, m; ¢ a massa inicial e my
a massa final do veiculo. O proximo item discutird a aplicagdo da Equacao 6.37

durante a transferéncia orbital de m veiculo espacial.
6.3.1 O Arco de Propulsao Continua

Segundo Chobotov (1996), a equagao do incremento de velocidade aplicado ao vei-

culo (desconsiderando a forga de arrasto) é dada por

m; t2
Av = golgpIn () — g senydt (6.38)
myg

t1

Conforme a Equagao 6.38, quando t; = t3, o Av aplicado se refere a manobra de
alto empuxo. No entanto, é impossivel aplicar um impulso de magnitude infinita em
um intervalo de tempo pequeno. Logo, o impulso devera ser distribuido, ao longo de

um arco propulsivo, a cerca da localizagao de sua aplicagao.

De acordo com Rocco (2013c), considera-se que o arco propulsivo utiliza um empuxo
continuo, limitado a capacidade maxima dos propulsores, desta maneira, ocorre um
desvio em relacao a orbita final desejada devido aos erros da magnitude e diregao
do empuxo aplicado, e portanto, o efeito do arco propulsivo nao equivale a aplicagao

de um impulso.

A distribuicdo do impulso em um arco propulsivo é apresentada na Figura 6.5.
Verifica-se que, durante a distribuicdo da manobra, em um arco propulsivo, a in-
tensidade do Av aplicado diminui se a direcdo da aplicacao do empuxo é mantida
constante. No entanto, o dngulo v assume valores diferentes de zero ao longo do
arco propulsivo (71 e 7). Desta forma, para minimizar o efeito do angulo de voo,
mantendo-o proximo de zero, é necessario um método de controle da dire¢ao de
apontamento do propulsor. Isto garante que o empuxo seja aplicado somente na di-
recao tangencial a trajetoria. Todavia, de acordo com Rocco (2013c¢), a solugao deste

problema exige a atuagao de um sistema de controle de atitude, mas nao elimina o
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erro na oOrbita final atingida pelo veiculo.

Figura 6.3 - Comparacdo entre as manobras de transferéncia impulsiva e ndo-impulsiva

A manobra impulsiva é apresentada pela linha sélida e a manobra ndo-impulsiva pela linha
pontilhada.

Fonte: Chobotov (1996)

Para otimizar a manobra de transferéncia, em um arco propulsivo, considera-se o
método de otimizagdo das manobras orbitais com propulsdo continua (Edelbaum
(1961), Biggs (1978), Biggs (1979)). Contudo, a otimiza¢do de manobras com pro-
pulsao continua necessita de métodos numéricos e a defini¢cao de valores iniciais para
a obtencao da solucdo. Assim, para minimizar o efeito causado pelo erro na dire-
¢ao de aplicagdo do empuxo, a execucao da manobra é realizada em varias etapas.
Em cada uma delas se aplica uma parte do incremento de velocidade total, de tal
forma que se reduz cada arco propulsivo e, entao, diminui-se o angulo . Portanto,
o erro na trajetoria é minimizado. Todavia, este procedimento em etapas maximiza
o tempo total para atingir a orbita final, de forma que a otimizagdo do problema
necessita de uma abordagem multiobjetivo. No entanto, neste trabalho, a otimizagao

multiobjetivo nao é aplicada.
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6.4 Manobra Orbital de Baixo Empuxo

Estas manobras utilizam um sistema de propulsao ionica, de baixo empuxo, caracte-
rizada por um alto impulso especifico e por um baixo nivel de aceleracao do veiculo
espacial. A transferéncia entre as érbitas pelo veiculo espacial, utilizando-se a pro-
pulsao ionica, é diferente se comparada a manobra orbital de alto empuxo, em que
geralmente se utiliza a propulsao quimica. Devido a baixa intensidade da propulsao
ionica, a manobra orbital descreve trajetorias em formato de espiral, enquanto que,
a manobra de alto empuxo se aproxima de uma trajetoria eliptica, como mostra a

Figura 6.4.

Figura 6.4 - Comparagao entre as manobras de baixo e alto empuxo.

Manobra de Alto Empuxo

Fonte: Adaptado de Sutton e Biblarz (2001).

A manobra de baixo empuxo é capaz de provocar pequenos ajustes na trajetéria e
devido a esta caracteristica a manobra de baixo empuxo é bastante utilizada nas

manobras de rendezvous e acoplamento.
6.5 Simulador de Trajetérias de um Veiculo Espacial

As simulagoes das manobras orbitais, bem como o controle das trajetérias, serdao
feitas no Spacecraft Trajectory Simulator (STRS), desenvolvido por Rocco (2008b).

A Figura 6.5 apresenta o esquema do simulador.
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Figura 6.5 - Representacao do Simulador de Trajetorias.

Fonte: Produgao do autor.

Inicialmente, no simulador, sao inseridos os dados de entrada que compreendem os
elementos keplerianos (a, e, i, 2, w, M) da érbita inicial, ao redor de um planeta
ou um corpo celeste qualquer, os tempos inicial ¢; e final ¢; da trajetéria, o passo da
simulagao e o parametro gravitacional u. A partir de um tempo inicial, os elemen-
tos keplerianos iniciais do veiculo espacial sao convertidos nos elementos iniciais de
posicao da coordenada cartesiana pelo problema direto de posicionamento (BATE et
al., 1971). Logo apds, estes elementos sao inseridos nos seguintes subprogramas do
STRS: guiamento, dinamica orbital de referéncia, dindmica orbital atual e pertur-

bagao.

No guiamento, os elementos orbitais referentes a posicao inicial do veiculo espacial
sao inseridos no subprograma somente quando t = 0. De outra forma, para t > 0,
sao inseridos os elementos da posigao de referéncia (determinados apds o inicio da
simulagao). O mesmo é considerado para os elementos de posigao atual, porém estes
elementos sdo transformados em elementos keplerianos pelo problema inverso de
posicionamento (BATE et al., 1971). Além destes dados, este subprograma recebe um
sinal gerado pelo atuador. Assim, eles serdao aplicados no processo de orientagao do
movimento do veiculo espacial, calculando-se as mudancas de posicao e velocidade do
veiculo, necessarias para seguir uma determinada trajetoria com base no seu estado
de movimento. Desta forma, o subprograma gerara um sinal que sera enviado para

a dindmica orbital de referéncia.
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Na dinamica orbital de referéncia, o sinal recebido é inserido juntamente com os
estados iniciais e o sinal da perturbagao. Apods os céalculos, este subprograma gerard
um sinal que ird alimenta-lo até o término da simulacao. Neste simulador, o estado de
referéncia sao as posigoes que o veiculo espacial devera seguir durante a simulagao.
Na dinamica orbital atual, determina-se o estado atual do veiculo espacial. Para
isto, serao inseridos o estado inicial e os sinais gerados pela perturbacao e o controle.
Assim, como na referéncia, o sinal gerado neste subprograma ira alimenté-lo até o

final da simulacao.

No simulador, a posicao de referéncia é comparada continuadamente com a posi¢ao
atual do veiculo espacial. Por meio da diferenca entre os estados é gerado um sinal de
erro que, por sua vez, ¢ enviado para um sistema de controle PID. O controlador PID
¢ um sistema de controle, em malha fechada, de trés termos: proporcional, integral
e derivativo. Dado um sinal de erro de entrada, cada um destes trés controladores

atuarao sobre este erro de formas diferentes (BOLTON, 1993).

No controlador proporcional, o erro de entrada gera um sinal de saida proporcional

a sua entrada em funcao do tempo, na forma

cp(t) = Kper(t) (6.39)

em que K, é o ganho proporcional, ¢,(t) é o sinal de saida e er(t) é o sinal de entrada.

No controlador integral, o erro de entrada gera um sinal de saida proporcional a sua

integral no tempo igual a

alt) = K / er(t)dt (6.40)

em que K; é o ganho integral e ¢;(t) é o sinal de saida.

E, no controle derivativo, o erro de entrada gera um sinal de saida proporcional a

sua taxa de variagao com o tempo dado por

der(t)
dt

Cd(t) = Kd (641)

em que Ky é o ganho derivativo e ¢4(t) é o sinal de saida. Por ser "insensivel” aos
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sinais de erro constantes ou de variacao lenta, o controlador derivativo deve ser

utilizado em uma combinac¢do com outros controladores.

Deste modo, a combinacgao destes trés controladores formarao o controlador PID,

cuja lei de controle é definida na forma

der(t)
dt

c(t) = Kper(t) + K, / er(t)dt + Kq4 (6.42)

em que ¢(t) é o sinal de saida do controlador.

Segundo Rocco (2013c), o controlador PID gera um sinal para os atuadores, com
o intuito de reduzir o erro, no regime transitério e também no estado estacionario,
definindo-se, assim, as corregoes a serem aplicadas. Assim, por meio do atuador
¢ gerado um sinal de atuacao que sera somado as perturbagoes externas. Deste
modo, um novo sinal é obtido de forma que seja aplicado no modelo da dinamica
do movimento orbital, determinando-se, entao, os estados atuais do veiculo. Esses

novos elementos orbitais serao calculados por meio da solucao da equacgao de Kepler.

M = u — esenu (6.43)

em que M é a anomalia média, u é a anomalia excéntrica e e é a excentricidade da

orbita, de maneira a determinar o estado atual do veiculo.

Portanto, o estado atual estimado é comparado com o estado de referéncia, gerando
um sinal de erro, iniciando novamente o ciclo. Nota-se que o erro na trajetoria se
tornara cada vez mais relevante durante ao longo do tempo devido aos efeitos das

perturbagoes orbitais.
6.6 Controle de Trajetéria Livre de Perturbacoes Externas

Neste trabalho, busca-se um método capaz de anular o efeito das perturbagoes ex-
ternas, devido a atracao gravitacional do Sol, pressao de radiacao solar e o campo
gravitacional de um corpo nao-esférico, no movimento de um veiculo espacial lo-
calizado, a cada instante de tempo, em um dos pontos colineares lagrangianos do

sistema Terra-Lua, semelhante ao método drag-free.

Segundo Pugh (1959), o método de controle por drag-free minimiza os efeitos das

perturbagoes externas de origem nao-gravitacional (forga de arrasto e pressao de
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radiagao solar) sobre a trajetoria de um veiculo espacial ao redor da Terra. Para
isto, necessita-se que o mesmo seja formado por duas partes: uma parte primaria e
uma parte secundéria. A parte priméaria é revestida por uma esfera oca grande (parte
secundéria) e se mantém localizada no centro de massa da esfera. A parte secundéria
é equipada por sensores que monitoram a posicao da parte primaria, durante toda
a trajetoria, sem a presenca de forgas ou torques externos agindo sobre a mesma.
Assim, ao entrar em movimento, a parte secundaria devera acompanhar a parte
primaria por meio do uso de atuadores que irdao reposicionar, a todo momento, a
parte secundaria com relacao a parte primaria. A atuacao dos sensores fard com que
a posicao da parte primaria se mantenha estabilizada, de modo que ambas as partes
nao se choquem. Devido o cancelamento das perturbacoes externas sobre o satélite,
a trajetoria da parte primaria dependerd somente da forga gravitacional (DEBRA,
1997; DEBRA, 2003; FLECK; STARIN, 2003).

Os primeiros estudos sobre o controle de um satélite utilizando o drag-free foram in-
troduzidos por Pugh (1959) e Lange (1964), sendo que a discussao e analise matema-
tica, aplicada em um sistema de controle, foi desenvolvida, primeiramente, por Lange
(1964). A partir da década de 70, langou-se o TRIAD, primeiro satélite que utilizou
o controle por drag-free (DEPARTMENT et al., 1974). Anos ap6s, em 2004, a NASA
langou a Gravity Probe B com o objetivo de medir e verificar o efeito da curvatura do
espago-tempo, predito pela Relatividade Geral de Einstein (NASA et al., 2004). Futu-
ramente, a NASA lancarda mais dois satélites, em uma missao que utilize o método
de controle por drag-free: a LISA Pathfinder para verificar a aceleracao de queda
livre por meio de duas massas testes (MCNAMARA et al., 2008) e a LAGRANGE para
detectar e observar ondas gravitacionais (PHYSICS..., 2012).

O método de controle deste trabalho é baseado no estudo de Rocco (2013b), que
analisou os resultados obtidos por meio de uma simulacao do controle da trajetéria
de um veiculo espacial, tipo a Gravity Probe B, utilizando o método de controle
por drag-free modelado no ambiente de simulagdo STRS. Logo, para as manobras
orbitais de transferéncia, a referéncia é determinada a partir do estado inicial com o
sinal da perturbagao, gerando um sinal que alimentara, a cada instante de tempo, a
dindmica de referéncia até o término da simulacao. Para as manobras de corre¢ao de
6rbita, a referéncia é dada somente pela posicao dos pontos colineares lagrangianos,
que serao determinados a cada instante de tempo. Desta forma, para ambos os
casos, o estado de referéncia sera comparado com o estado atual do veiculo espacial,
gerando um sinal de erro que serd enviado para um sistema de controle PID, em

malha fechada. Portanto, o sinal de controle com a perturbacgao serao inseridos na
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dindmica do estado atual do veiculo espacial.

128



7 RESULTADOS GERAIS

Neste capitulo, objetiva-se apresentar os resultados gerais referentes as manobras

orbitais de transferéncia e de correcao de érbita para atingir cada um dos pontos co-

lineares lagrangianos do sistema Terra-Lua, utilizando o arco de propulsao continua

com o sistema de controle PID em malha fechada.

7.1 Consideracoes Sobre as Simulacoes

Neste trabalho, para a realizagao das simulacoes, considera-se:

a)

Um estudo sobre a passagem do veiculo espacial através dos cinturdes
de radiacao de Van Allen, modelado conforme a secao 3.2, utilizando as
manobras de alto e baixo empuxo, além da combinacao entre as mesmas,
buscando-se o tempo que o veiculo espacial poderd permanecer nas regides

de radiagao;

Por meio deste estudo, estima-se a taxa de dosagem equivalente de radiacao
dentro do veiculo espacial utilizando a Equacao 3.18. Neste caso, o veiculo é
considerado como uma esfera perfeita de 100 cm de raio, blindado por uma
camada de 1 mm de espessura de silicio, tungsténio, tantalo, aluminio e ou
chumbo. A Tabela 7.1 apresenta os valores das densidades dos materiais

utilizados nas simulagoes;

Tabela 7.1 - Densidades dos materiais de blindagem.

Materiais | Densidade (kg/cm?)
Aluminio 0,002697
Tungsténio 0,019250
Chumbo 0,011340
Tantalo 0,016650
Silicio 0,002330

No modelo dos cinturées de Van Allen, considera-se que suas regioes de
radiagao serao delimitadas pelo parametro de Mcllwain, isto é, as distancias
maximas das linhas dos campos magnéticos quando estas cruzam o equador
magnético, limitadas entre 1 < L < 6, a intensidade do fluxo de particulas

(elétrons ou prétons) e o dngulo de latitude magnética, sendo que o cinturao
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interno estard entre £40° e o cinturao externo entre +65°;

d) Para as manobras orbitais de alto empuxo, considera-se um sistema de
propulsao definido por um propulsor quimico com um impulso especifico
Isp = 460 s e, para as manobras de baixo empuxo, considera-se um propul-
sor ionico tipo Hall com um impulso especifico Igp = 2000 s. O propulsor
idnico, neste caso, ¢ o PHALL II, desenvolvido na UnB (Universidade de
Brasilia), e possui uma capacidade méxima de 150 mN (FERREIRA et al.,
2015);

e) As referéncias das manobras orbitais serdo dadas pelos elementos orbitais
das pseudo-érbitas dos pontos colineares lagrangianos Ly, Lo e L, deter-

minadas na secao 4.4;

f) Para simular com maior precisio o ambiente espacial, consideram-se as
perturbagoes externas como a atracao gravitacional do Sol, a pressao de
radiacao solar e os coeficientes dos harmoénicos esféricos dos potenciais

gravitacionais da Terra e da Lua;

g) Todas estas especificagdes serdo aplicadas no simulador STRS, descrito na
secao 6.5, onde serao realizadas as simulacoes das manobras orbitais de

transferéncia e de correcao de drbita.

7.2 Passagem do Veiculo Espacial Através dos Cinturées de Van Allen

Primeiramente, estuda-se a passagem de um veiculo espacial através dos cinturoes de
Van Allen, considerando uma alta e baixa atividade solar, nos periodos de setembro-
novembro de 2012 e janeiro-marco de 2015, respectivamente. Logo, conforme os
resultados apresentados no item 3.2.2, durante uma alta atividade solar, em setembro
de 2012, confirmou-se a presenca de uma terceira regiao de radiagdo (BAKER et al.,
2013), por meio da analise dos graficos, somente para elétrons com energias iguais
a 3,4 MeV e 4,2 MeV. Para uma baixa atividade solar, em janeiro de 2015 (ver
item 3.2.1), nao foi verificado qualquer tipo de anomalia presente, como também
para as regides que contém somente protons tanto em uma alta e baixa atividade
solar. Desta forma, neste trabalho, para simular a passagem do veiculo espacial
pelas zonas de radiagao, escolheu-se regioes de elétrons com energia igual a 4,2 MeV
e protons com energia iguais a 21,25 MeV, no periodo de alta atividade solar, e
regioes de elétrons com energia igual a 1,8 MeV e prétons com energia igual a 21,25

MeV, no periodo de baixa atividade solar.
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7.2.1 Alta Atividade Solar

A Tabela 7.2 apresenta os dados iniciais de cada uma das manobras simuladas
durante uma alta atividade solar. Os valores da inclinacao, longitude do nodo as-
cendente e o argumento do periapside sao semelhantes aos valores dos mesmos na
pseudo-érbita do ponto colinear lagrangiano L, na época que o veiculo espacial
atingir a orbita de referéncia, de modo que a trajetoria de transferéncia do veiculo

seja mantida no mesmo plano que as érbitas inicial e final.

Tabela 7.2 - Elementos keplerianos das orbitas iniciais para uma alta atividade solar.

Elementos Manobras
Keplerianos Alto Empuxo Baixo Empuxo  Alto + Baixo Empuxo
a (km) 12725 8000 8000
e 0,449901768 0 0
i(°) 21,127885611794 21,127885611794 21,127885611794
Q (°) 347,47085222111  347,47085222111 347,47085222111
w (°) 260,91427989341  260,91427989341 260,91427989341
M (°) 1,09621581694 0 0

Fonte: Producao do autor.

Logo, a manobra de alto empuxo iniciou-se em 3 de setembro de 2012 as 23 h 03 min
40 s. A Figura 7.1 (a) apresenta a trajetéria do veiculo espacial pelos cinturdes de
radiacao de Van Allen que contém somente elétrons, entre os dias 3 e 4 de setembro
de 2012. Observa-se que o veiculo espacial iniciou sua manobra de alto empuxo a
partir de uma o6rbita de baixa altitude, ao redor da Terra, atravessando o cinturao
interno, a regiao de baixo fluxo de radiagao (em azul) e o terceiro cinturao (conforme
o item 3.2.2, verificou-se que, neste periodo de tempo, apareceu um terceiro cinturao
de radiagao). O gréfico das taxas de dosagens equivalente de radiagdo de elétrons
referente a cada um dos materiais de blindagem ¢ apresentado na Figura 7.1 (b). Para
a regido que contém somente protons, observa-se na Figura 7.1 (a) que, o veiculo
espacial atravessou somente o cinturao interno. O gréafico das taxas de dosagens
equivalente de radiacao de prétons referente a cada um dos materiais de blindagem

¢ apresentado na Figura 7.1 (d).

A manobra de baixo empuxo iniciou em 1 de setembro de 2012 as 0 h 0 min 0 s. No

conjunto de Figuras 7.2 sao apresentados as transformacoes das regides de radiagao
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referente a cada periodo de tempo, durante a alta atividade solar. Deste modo, na
Figura 7.2 (a) as regides de radiagao sao formadas somente pelos cinturdes interno
e externo. Na Figura 7.2 (b), o cinturdo externo desaparece, o que resulta no apare-
cimento do terceiro cinturao de radiacdo com o cinturao interno. Apés alguns dias,
o cinturdo externo reaparece, como mostra a Figura 7.2 (c) e o terceiro cinturdao de
radiacdo se manterd até o final do més de setembro de 2012 (ver Figura 7.2 (d)).
Para este conjunto de figuras, observa-se que o veiculo espacial permaneceu somente
na regiao do cinturao interno. No entanto, entre outubro e novembro de 2012, o vei-
culo espacial prosseguiu para a regiao de baixo fluxo de particulas (ver o conjunto
de Figuras 7.3). A partir de novembro de 2012, o veiculo espacial se deslocou para
a zona externa de radiacao, como mostra a Figura 7.4. Os graficos das taxas de do-
sagens equivalente de radiacao de elétrons para cada periodo da manobra, referente
a cada um dos materiais de blindagem, sao apresentados nas Figuras 7.2 (e), 7.3 (c)
e 7.4 (b). Para regiao que contém somente prétons, o veiculo espacial permaneceu
somente no cinturao interno entre os meses de setembro e outubro, como mostra o
conjunto de Figuras 7.5. Os gréaficos das taxas de dosagens equivalente de radiagao
de protons para cada periodo da manobra, referente a cada um dos materiais de

blindagem, sao apresentados nas Figuras 7.5 (b) e 7.5 (d).

Para a combinacao entre as manobras de alto e baixo empuxo, inicialmente, utilizou-
se a manobra de alto empuxo para o veiculo espacial atravessar o cinturao interno,
como mostra a Figura 7.6 (a). Deste modo, o veiculo foi injetado na regiao de baixo
fluxo de particulas (ver Figura 7.6 (b)), onde permaneceu por meio da manobra
de baixo empuxo. Ao se aproximar da zona externa de radiacao, o veiculo utilizou
novamente a manobra de alto empuxo, sendo entao injetado para fora da regiao de

radiagdo, como apresenta a Figura 7.6 (c).

A Tabela 7.3 apresenta o tempo que o veiculo espacial permaneceu em cada uma
das regides de radiacdo (elétron e proton) referente a cada tipo de manobra. Além
disso, sao apresentados os valores médios das taxas de dosagem equivalente de radi-
acao para os materiais que absorveram pouca radiacao que, neste caso, como foram

apresentados nos graficos, sao o tungsténio, tantalo e o chumbo.
7.2.2 Baixa Atividade Solar

A Tabela 7.4 apresenta os dados iniciais de cada uma das manobras simuladas

durante uma baixa atividade solar.

Para este estudo, o veiculo espacial iniciou sua manobra de alto empuxo em 5 de
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Figura 7.1 - Manobra de alto empuxo nas regides de elétrons e prétons durante o més de
setembro de 2012.
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Figura 7.2 - Manobra de baixo empuxo na regido de elétrons durante o més de setembro
de 2012.
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Figura 7.3 - Manobra de baixo empuxo na regido de elétrons durante o més de outubro
de 2012.
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Figura 7.4 - Manobra de baixo empuxo na regido de elétrons durante o més de novembro
de 2012.
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Figura 7.5 - Manobra de baixo empuxo na regiao de protons entre
outubro de 2012.
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Figura 7.6 - Manobras de alto e baixo empuxo nas regioes de elétrons durante o més de
setembro de 2012.
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Tabela 7.3 - Resultado da passagem do veiculo espacial pelos cinturdes de Van Allen, no
periodo de alta atividade solar (dia).

Tempo (dia) Dosagem (rad/s)

Manobras - - - -
Elétron Préton Elétron Proéton
AE! <1 <1 1.107® 5.1076
BE? 50 35 1.107*  5.10°6
AE + BE3 14 2.1073

LAE - Alto Empuxo.
2BE - Baixo Empuxo.
3AE + BE - Alto + Baixo Empuxo.

Tabela 7.4 - Elementos keplerianos das érbitas iniciais para uma baixa atividade solar.

Elementos Manobras
Keplerianos Alto Empuxo Baixo Empuxo  Alto + Baixo Empuxo
a (km) 12690 8000 8000
e 0,448384554 0 0
i(°) 18,3889408471 18,3889408471 18,3889408471
Q (°) 356,52788821139 356,52788821139 356,52788821139
w (°) 345,4249873316  345,4249873316 345,4249873316
M (°) 0,09800692252 10 10

janeiro de 2015 as 20 h 51 min 44 s. Conforme os resultados analisados no item 3.2.1,
durante uma baixa atividade solar existem apenas as regides classicas de radiagao,
isto é, os cinturoes interno e externo. O conjunto de Figuras 7.7 mostra a passagem
do veiculo espacial nas regides que contém somente elétrons (Figura 7.7 (a)) e prétons
(ver Figura 7.7 (c)). As taxas de dosagens equivalente de radiacao, referente a cada

material de blindagem, sdo apresentados nas Figuras 7.7 (b) e 7.7 (d).

Sobre a manobra de baixo empuxo, esta iniciou em 1 de janeiro de 2015 as 0 h
0 min 0 s. O conjunto de Figuras 7.8 apresenta a passagem do veiculo espacial
através dos cinturdes classicos de radiagao de Van Allen, contendo somente elétrons,
e suas respectivas taxas de dosagem de radiacao, entre os meses de janeiro-marco
de 2015. Inicialmente, o veiculo espacial permaneceu apenas na regiao do cinturao
interno, seguindo para a regiao de baixo fluxo de particulas (ver Figura 7.8 (c)) e,
assim, deslocou-se para a zona externa de radiagao, como apresenta a Figura 7.8 (e).
Na regiao que contém somente prétons, o veiculo permaneceu somente no cinturao

interno, entre os meses de janeiro-fevereiro, como apresenta o conjunto de Figuras 7.9
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Assim, como no item anterior, estudou-se a combinagao entre as manobras de alto
e de baixo empuxo, aplicada apenas na passagem do veiculo espacial através das
regioes de elétrons. A manobra, neste caso, iniciou-se na mesma época que a manobra
de baixo empuxo e com os mesmos elementos keplerianos, como mostra a Tabela 7.4.
O conjunto de Figuras 7.10 apresenta a trajetoria do veiculo pelas zonas classicas
de radiagdo, durante o més de janeiro de 2015 e sua taxa de dosagem equivalente de

radiacao.

A Tabela 7.5 apresenta o tempo que o veiculo espacial permaneceu em cada uma
das regioes de radiagdo (elétrons e prétons) referente a cada tipo de manobra e
os respectivos valores médios das taxas de dosagem equivalente de radiacao para
os materiais que absorveram pouca radiagdo que, neste caso, novamente foram o

tungsténio, tantalo e o chumbo.

Tabela 7.5 - Resultado da passagem do veiculo espacial pelos cinturdes de Van Allen, no
periodo de baixa atividade solar (dia).

Tempo (dia) Dosagem (rad/s)

Manobras
Elétron Proton Elétron Préton
AE! <1 <1 51073  5.1076
BE? 58 34 5.107% 5.1076
AE + BE3 2 2.1073

1AE - Alto Empuxo.
2BE - Baixo Empuxo.
3AE + BE - Alto + Baixo Empuxo.
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Figura 7.7 - Manobra de alto empuxo nas regides de elétrons e prétons durante o més de
janeiro de 2015.
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Figura 7.8 - Manobra de baixo empuxo nas regioes de elétrons entre os meses de janeiro-
margo de 2015.
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Figura 7.9 - Manobra de baixo empuxo nas regioes de prétons entre os meses de janeiro-
fevereiro de 2015.
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Figura 7.10 - Manobras de alto e baixo empuxo nas regides de elétrons durante o més de
janeiro de 2015.

10%

©
o
o
o

0.01

1

8000

7000

s.Mev)

6000 0.005

AD/At (rem/s)

5000
4000
3000
2000

Fluxo Omnidirecional (cm2

x10%

1000 , O, -
5 Tempo (s) 72//793[ e"[e/ 0760 ‘o
X (RT) 10” -10 o
(a) Trajetéria em Janeiro (b) Taxa de Dosagem de Elétrons em Janeiro

Fonte: Produgao do autor.

7.3 Manobra de Transferéncia e Correcdo da Orbita Durante a Passa-

gem do Veiculo Espacial Pelas Zonas de Radiacao

De acordo com os resultados obtidos, apresentados nas Tabelas 7.3 e 7.5, a manobra
de alto empuxo foi a inica que manteve o veiculo espacial em um curto periodo de
tempo e com a menor taxa de dosagem equivalente de radiacao, tanto nas regioes de
radiagao que contém somente elétrons quanto naquela que contém somente protons.
Logo, nesta secao serao apresentados os resultados da manobra de alto empuxo,
nos periodos de baixa e alta atividade solar, para atingir apenas o ponto colinear

lagrangiano L, obtido na se¢ao 4.4.

7.3.1 Manobra de Alto Empuxo e Correcio da Orbita em Setembro de
2012

Inicialmente, determinou-se a manobra 6tima de transferéncia. Para isto, buscou-se
a solugao do problema de Lambert (segao 6.2), obtendo-se, assim, os incrementos de
velocidade que foram aplicados no ponto inicial da orbita de transferéncia, para que
o veiculo deixasse a 6rbita inicial, e no ponto final da 6rbita de transferéncia, para
que o veiculo fosse injetado na érbita final. Os incrementos de velocidades inicial e
final serao aplicados em torno das posi¢oes de aplicacdo, porém, deve-se ressaltar,

novamente, que estes arcos propulsores nao sao equivalentes a aplicagao do impulso,
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pois produzem um desvio em relagdo a drbita final devido aos erros da intensidade

e dire¢do dos impulsos aplicados.

Desta forma, o proximo passo serd simular a manobra de alto empuxo, que transfe-
rird o veiculo espacial de uma orbita baixa, ao redor da Terra, até o ponto colinear
lagrangiano L. Para iniciar o movimento orbital, saindo de uma orbita de baixa
altitude, ao redor da Terra, até aproximadamente ao semi-eixo maior da trajeto-
ria, utilizou-se um propulsor com capacidade de 10580 N, como apresenta a Fi-
gura 7.11 (a), que ilustra o primeiro arco propulsivo. Observa-se que este varia, em
todas as direcoes, ao longo da aplicacao do arco. Para atingir o ponto colinear la-
grangiano Lq, utilizou-se um propulsor com uma capacidade de 8083.0255 N, como
apresenta a Figura 7.11 (b), que ilustra o segundo arco propulsivo. Seus respectivos
valores de incrementos de velocidades, aplicados no ponto inicial da érbita de trans-
feréncia, para que o veiculo deixasse a Orbita inicial, e no ponto final da 6rbita de
transferéncia, para que o veiculo fosse injetado na érbita final sdo apresentados nas
Figuras 7.11 (c) e 7.11 (d).

Para este estudo, considerou-se a massa total do satélite (carga + propelente)
igual a 2000 kg. A Figura 7.12 apresenta a quantidade de propelente utilizada ao
longo da manobra de alto empuxo. Verifica-se que foram gastos, aproximadamente,
749,6959985 kg de propelente para levar um satélite de uma orbita baixa, ao redor
da Terra, até aproximadamente o ponto lagrangiano L, o que resultou em em saldo
de 1250,3040014508 kg de propelente para ainda manter o satélite sobre o ponto

colinear lagrangiano.

O conjunto de Figuras 7.13 apresenta a variagdo dos elementos keplerianos a, e
e ¢ na simulagdo da manobra orbital impulsiva em malha fechada. Inicialmente,
durante a aplicagao do primeiro arco propulsivo, o semi-eixo maior do satélite se
estabiliza em, aproximadamente, 171500 km, como mostra a Figura 7.13 (a). Logo
apos, quando se aciona o segundo arco propulsivo, a érbita da trajetoria do veiculo
espacial atinge, aproximadamente, o valor préximo ao do semi-eixo maior da orbita
do ponto colinear L;. A Figura 7.13 (b) mostra o desvio da variagao do semi-eixo
maior da trajetéria durante a manobra. A excentricidade da 6rbita de transferéncia
do veiculo espacial, durante a aplicacao do primeiro arco propulsivo, se estabiliza
em, aproximadamente, 0.96 até a aplicacdo do segundo arco, cuja excentricidade
decai até atingir, aproximadamente, o valor da excentricidade da érbita final, como
mostra a Figura 7.13 (c). O desvio da excentricidade durante a manobra até atingir

a 6rbita do ponto L; é apresentado na Figura 7.13 (d). A variagao da inclinagao do
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Figura 7.11 - Relacao entre as capacidades dos propulsores e os incrementos de velocida-
des aplicados até atingir o ponto colinear lagrangiano L durante o més de
setembro de 2012.
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plano da érbita de transferéncia é pequena, como mostra a Figura 7.13 (e). Ao apli-
car o primeiro propulsor, o angulo de inclinacao sofre pequenas variagoes diminuindo
seu valor ao longo do tempo. No entanto, quando é aplicado o segundo propulsivo,
a inclinacao sofre somente uma pequena variagao, aumentando, até atingir aproxi-
madamente o valor do dngulo da 6rbita do ponto lagrangiano L;. A Figura 7.13 (f)

apresenta o desvio do angulo de inclinacao durante toda a manobra.

Os valores dos elementos keplerianos das érbitas inicial, final e a atingida pelo veiculo
espacial sdo apresentados na Tabela 7.6. A ultima coluna mostra os desvios obtidos

entre as Orbitas final e a atingida. Observa-se que existe um desvio aparente com
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Figura 7.12 - Variacdo da massa de propelente durante a manobra de alto empuxo até
atingir o ponto colinear lagrangiano L; durante o més de setembro de 2012.
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relagdo ao semi-eixo maior (=~ 33 m) e o argumento do periapside (~ 2°). Devido a
isto, serd necessario aplicar uma manobra de ajuste capaz de anular as perturbagoes
externas ao sistema, buscando-se aproximar o veiculo espacial a posi¢ao do ponto
colinear lagrangiano L. Este ajuste sera realizado com a aplicacdo de um método
que utiliza a manobra de baixo empuxo juntamente com um sistema de controle
PID, em malha fechada, que corrigird a drbita do veiculo espacial com relagao a
pseudo-6rbita do ponto colinear L; nao-perturbado, a cada instante de tempo. As
perturbagoes externas consideradas, neste caso, sao a atragao gravitacional do Sol,
a pressao de radiagao solar e os coeficientes dos harmonicos esféricos zonais (até Js)

para os potenciais gravitacionais da Terra e da Lua.

Neste trabalho, para corrigir a trajetéria do veiculo espacial sobre a pseudo-orbita
de cada um dos pontos colineares lagrangianos, empregou-se um método que utiliza
diferentes conjuntos de ganho do controlador, dependendo das condigoes estabele-
cidas entre a posicao atual e a referéncia, para diminuir os desvios das posic¢oes e
velocidades durante a manobra. Deste modo, utilizou-se um sistema de propulsores
idnicos com capacidade total de 10 N. A Figura 7.14 (a) apresenta a variagdo do em-
puxo aplicado ao longo da manobra, durante um periodo igual ao periodo da érbita
da Lua, ao redor da Terra. Neste caso, verificou-se que quando a érbita do veiculo
espacial se aproxima da pseudo-orbita do ponto colinear L, o empuxo aplicado varia

em torno de 1.6 N, durante toda a manobra. Devido a isto, a massa do propelente
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Figura 7.13 - Variacdo dos elementos keplerianos da trajetoria até atingir o ponto colinear
lagrangiano L durante o més de setembro de 2012.
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Tabela 7.6 - Elementos keplerianos das érbitas inicial, final e atingida para uma alta ati-
vidade solar.

Elementos Orbita

Keplerianos Inicial Final (Referéncia) Atingida AL
a (km) 12275 232954.35413086 232954.3207603 0.03337056

e 0.449901768 0.44969242819728  0.43982520760272  0.009867220595

i(°) 21.127885611794 - 21.103113036099 0.024772575
Q (°) 347.47085222111 - 347.47023371431 0.0006185068
w (°) 260.91427989341 - 263.00664260697 2.092362714
M (°) 1.09621581694  181.09621581694  181.42056557187 0.324349754

L|A| - Diferenca entre as érbitas final (referéncia) e atingida.

gasta sera de 230,8605 kg, como mostra a Figura 7.14 (b), o que resultard em um
saldo de 1019,443501 kg.

Figura 7.14 - Variacdo do empuxo aplicado e da massa do propelente durante a corre-
¢do da orbita do veiculo espacial sobre a pseudo-érbita do ponto colinear
lagrangiano L durante o més de setembro de 2012.
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A Figura 7.15 apresenta a variagdo do somatorio das forcas gravitacionais da Terra
e da Lua. Verifica-se que, conforme a posi¢ao do veiculo espacial se aproxima da

localizagao do ponto colinear lagrangiano, o valor do somatoério diminui, ao longo do
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tempo, até atingir, aproximadamente, a ordem de 107 N. A variacdo dos elementos
keplerianos obtidos por meio da correcao da orbita do veiculo espacial com relagao
a pseudo-orbita do ponto colinear L, é apresentado pelo conjunto de Figuras 7.16.
Nota-se, entao, que as curvas que definem os elementos orbitais do veiculo espacial
(curvas laranjas) se sobrepoem as curvas azuis que definem os elementos orbitais do
ponto lagrangiano L, com a atuacao do sistema de controle. Verifica-se que apos
t = 1.10% s, o veiculo estard praticamente sobre o ponto lagrangiano. No intervalo
0,5.10% < ¢t < 0,6.10°%, a variacdo brusca que pode ser observada em alguns gréficos,
evidenciam a mudanga dos ganhos do controlador realizada com o objetivo de apri-
morar a corre¢ao da trajetoria pelo sistema de controle, de modo a eliminar o erro

entre as trajetorias de referéncia e atual.

Figura 7.15 - Variagdo do somatorio das forgas em equilibrio durante a correcao da érbita
do veiculo espacial sobre a pseudo-érbita do ponto colinear lagrangiano L
durante o més de setembro de 2012.
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7.3.2 Manobra de Alto Empuxo e Correcio da Orbita em Janeiro de
2015

Assim, como o caso anterior, determinou-se inicialmente a manobra 6tima de trans-
feréncia por meio da solugao do problema de Lambert, obtendo-se, assim, os incre-
mentos de velocidade que foram aplicados no ponto inicial da 6rbita de transferéncia,
para que o veiculo deixasse a 6rbita inicial, e no ponto final da orbita de transfe-

réncia, para que o veiculo fosse injetado na orbita final. Desta forma, simulou-se
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Figura 7.16 - Variacdo dos elementos keplerianos do veiculo espacial até atingir o ponto
colinear lagrangiano L; durante o més de setembro de 2012.
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a manobra de alto empuxo, aplicando os incrementos de velocidades inicial e final
em torno das posigoes de aplicagao dos arcos propulsivos, para que o veiculo espa-
cial seja transferido de uma Orbita baixa, ao redor da Terra, até o ponto colinear

lagrangiano L;.

Assim, para iniciar o movimento orbital, saindo de uma o6rbita de baixa altitude, ao
redor da Terra, utilizou-se um propulsor com capacidade de 19530 N, como apre-
senta a Figura 7.17 (a). Observa-se que este varia, em todas as diregoes, ao longo
da aplicagdo do arco. Para atingir o ponto colinear lagrangiano L;, utilizou-se um
propulsor com uma capacidade de 7899,9 N, como mostra a Figura 7.17 (b). Seus res-
pectivos valores de incrementos de velocidades, aplicados no ponto inicial da érbita
de transferéncia, para que o veiculo deixe a érbita inicial, e no ponto final da orbita
de transferéncia, para que o veiculo seja injetado na orbita final sdo apresentados
nas Figuras 7.17 (¢) e 7.17 (d).

A Figura 7.18 apresenta a quantidade de propelente utilizada ao longo da manobra
de alto empuxo. Verifica-se que foram gastos 773,6730923 kg de propelente para
levar um satélite de uma 6érbita baixa, ao redor da Terra, até o ponto lagrangiano
Ly, o que resultou em 1226,3269076553 kg de propelente para ainda manter o satélite

sobre o ponto colinear lagrangiano.

O conjunto de Figuras 7.19 apresenta a variacao dos elementos keplerianos a, e
e 17 na simulagdo da manobra orbital impulsiva em malha fechada. Inicialmente,
durante a aplicagao do primeiro arco propulsivo, o semi-eixo maior do satélite se
estabiliza em, aproximadamente, 172000 km, como mostra a Figura 7.19 (a). Logo
apos, quando se aciona o segundo arco propulsivo, a érbita da trajetoria do veiculo
espacial atinge, aproximadamente, o valor préximo ao do semi-eixo maior da orbita
do ponto colinear L;. A Figura 7.19 (b) mostra o desvio da varia¢do do semi-eixo
maior da trajetoria durante a manobra. A excentricidade da érbita de transferéncia
do veiculo espacial, durante a aplicacdo do primeiro arco propulsivo, se estabiliza
em, aproximadamente, 0.96 até a aplicacao do segundo arco, cuja excentricidade
decai até atingir, aproximadamente, o valor da excentricidade da oérbita final, como
mostra a Figura 7.19 (c). O desvio da excentricidade durante a manobra até atingir
a oOrbita do ponto L; é apresentado na Figura 7.19 (d). A variagdo da inclinagao
do plano da érbita de transferéncia é pequena, como mostra a Figura 7.19 (e).
Ao aplicar o primeiro propulsivo, o angulo de inclinacdo sofre pequenas variagoes
diminuindo seu valor ao longo do tempo. No entanto, quando é aplicado o segundo

arco propulsivo, a inclinag¢ao sofre somente uma pequena variacao, aumentando, até

152



Figura 7.17 - Relacao entre as capacidades dos propulsores e os incrementos de velocidades
aplicados até atingir o ponto colinear lagrangiano L durante o més de janeiro

de 2015.
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atingir aproximadamente o valor do angulo da érbita do ponto lagrangiano L;. A

Figura 7.19 (f) apresenta o desvio do angulo de inclina¢do durante toda a manobra.

Os valores dos elementos keplerianos das orbitas inicial, final e a atingida pelo veiculo
espacial sao apresentados na Tabela 7.7. A dltima coluna mostra desvios obtidos
entre a Orbitas final e a atingida. Observa-se que existe um desvio grande com
relacdo ao semi-eixo maior de, aproximadamente, 34 m. Devido a isto, aplica-se a
manobra de ajuste, buscando-se aproximar o veiculo espacial a posicao do ponto
colinear lagrangiano L;. Assim, como no item anterior, as perturbacoes externas

consideradas serao a atragao gravitacional do Sol, a pressao de radiacao solar e os
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Figura 7.18 - Variacdo da massa de propelente durante a manobra de alto empuxo até
atingir o ponto colinear lagrangiano L; durante o més de janeiro de 2015.
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coeficientes dos harmoénicos esféricos zonais (até .Js) da Terra e da Lua.

Tabela 7.7 - Elementos keplerianos das érbitas inicial, final e atingida para uma baixa

atividade solar.

Elementos Orbita
Keplerianos Inicial Final (referéncia) Atingida AL
a (km) 12690 233543,83555158  233543,87027709 0,03472551
e 0,448384554 0,4483483568526  0,44396666530568 0,004381691547
i(°) 18,3889408471 - 18,66876155684 0,022064691
Q(°) 356,52788821139 - 356,67574003698 0,147851825
w (°) 345,4249873316 - 346,07703330333 0,652045971
M (°) 0,09800692252 180,09800692252  181,15649712528 0,823572099

LA| - Diferenca entre as érbitas final (referéncia) e atingida.

A Figura 7.20 (a) apresenta a variagdo do empuxo aplicado ao longo da manobra,

durante um periodo igual ao periodo da érbita da Lua, ao redor da Terra. Neste caso,

verifica-se que quando a Orbita do veiculo espacial se aproxima da pseudo-orbita do

ponto colinear L;, o empuxo aplicado varia em torno de 1,58 N, durante toda a

manobra. Devido a isto, a massa do propelente gasta ¢ de 221,8244 kg, como mostra
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Figura 7.19 - Variacdo dos elementos keplerianos da trajetoria até atingir o ponto colinear
lagrangiano L durante o més de janeiro de 2015.
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a Figura 7.20 (b), o que resultard em um saldo de 1004,502508 kg.

Figura 7.20 - Variacdo do empuxo aplicado e da massa do propelente durante a corre-
¢do da 6rbita do veiculo espacial sobre a pseudo-érbita do ponto colinear
lagrangiano L; durante o més de janeiro de 2015.
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Na Figura 7.21, observa-se que o valor do somatorio das forcas gravitacionais da
Terra e da Lua diminuem, ao longo do tempo, até atingir a ordem de 107 N.
A variagao dos elementos keplerianos obtidos por meio da correcao da orbita do
veiculo espacial com relagao a pseudo-érbita do ponto colinear L; ¢é apresentado

pelo conjunto de Figuras 7.22.
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Figura 7.21 - Variacdo do somatério das forcas em equilibrio durante a corre¢io da érbita

do veiculo espacial sobre a pseudo-érbita do ponto colinear lagrangiano L
durante o més de janeiro de 2015.
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Figura 7.22 - Variacdo dos elementos keplerianos do veiculo espacial até atingir o ponto
colinear lagrangiano L; durante o més de janeiro de 2015.
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7.4 Manobras de Correcio da Orbita de um Veiculo Espacial para Atin-

gir os Pontos Colineares Lagrangianos

Nesta secao sao apresentados os resultados referentes as manobras de transferéncia
e de correcao de érbita para atingir cada um dos pontos colineares lagrangianos do
sistema Terra-Lua, no periodo de setembro de 2012, considerando as pseudo-orbitas,
determinadas no item 4.4, como referéncias. Para isto, aplica-se, novamente, a ma-
nobra de ajuste, buscando-se aproximar o veiculo espacial a posi¢ao dos pontos Ly,
Lo e L3. Todavia, neste estudo, além de apresentar os resultados da manobra de
correcao de érbita considerando, primeiramente, a perturbagao da atragao gravita-
cional do Sol, pressao de radiagao solar e os coeficientes dos harmonicos esféricos
zonais até Jg dos corpos primérios; logo apés, apresentam-se os resultados com a
perturbacao da atragao gravitacional do Sol, pressao de radiacao solar e o somato-
rio dos coeficientes dos harmonicos esféricos zonais, sectoriais e tesserais dos corpos

priméarios!, ambos em grau e ordem.

Assim, primeiramente, simulou-se a manobra de alto empuxo para atingir os pontos
colineares lagrangianos. Desta forma, para cada um destes pontos, determinou-se
a manobra 6tima de transferéncia por meio da solu¢do do problema de Lambert,
obtendo-se, assim, os incrementos de velocidade que foram aplicados no ponto ini-
cial da orbita de transferéncia, para que o veiculo deixasse a 6rbita inicial, e no ponto
final da orbita de transferéncia, para que o veiculo fosse injetado na orbita final. A
Tabela 7.8 apresenta os valores dos empuxos aplicados, para iniciar o movimento
orbital, saindo de uma 6rbita de baixa altitude, ao redor da Terra, até aproximada-
mente ao semi-eixo maior da trajetoria, e para atingir o ponto colinear lagrangiano,
respectivamente, e também a quantidade de propelente utilizada em cada uma das

manobras de transferéncia.

Tabela 7.8 - Valores de empuxo aplicado e propelente gasto durante a manobra orbital de
transferéncia, para cada um dos pontos colineares lagrangianos, no més de
setembro de 2012

Empuxo (N) Massa (kg)
Pontos — - -
Inicial Final Consumida Saldo
Ly 10580 8083,0255 749,6959985  1250,3040014508
Lo 8382  8099,7411 1163,778793 836,22120685263
L3 12100 21884,26 1185,993522 814,00647820232

10s valores dos coeficientes dos harménicos esféricos dos potenciais gavitacionais da Terra e da
Lua sdo dados pelo proprio ambiente computacional do simulador.
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Os conjuntos de Figuras 7.23 e 7.24 apresentam as variagoes dos elementos keple-
rianos a, e e ¢ nas simulagoes das manobra orbitais impulsivas, em malha fechada,
para atingir os pontos colineares Ly e L3, respectivamente. Os valores dos elementos
keplerianos das orbitas inicial, final e a atingida pelo veiculo espacial, nas manobras

para atingir os pontos Lo e Ls, sdo apresentados na Tabela 7.9 e 7.10, respectiva-

mente.

Tabela 7.9 - Elementos keplerianos das érbitas inicial, final e atingida para o ponto colinear

Ls.
Elementos Orbita
Keplerianos Inicial Final (referéncia) Atingida g
a (km) 12050 797543,64354802  797543,09134186 0,55220616
e 0.419087136 0.4193756258492  0,43063179370928  0,011256167
i(°) 21,127885611816 - 21,118171067247  0,009714544569
Q) 347,47085222152 - 347,44359257823 0,027259643
w (°) 82,698505631111 - 82,471027114658 0,224748516
M (°) 179,5104021 359.51040208533  1,1074169930437 1,597014908

LIA| - Diferenca entre as érbitas final (referéncia) e atingida.

Tabela 7.10 - Elementos keplerianos das orbitas inicial, final e atingida para o ponto coli-

near Ls.
Elementos Orbita

Keplerianos Inicial Final (referéncia) Atingida NE
a (km) 8750 480643,54727526  480643,56747978  0,02020452
e 0,2 0,20194757830636  0,23596951461302 0,016493731
i(°) 21,28495375421 - 21,268700062746  0,016253691
Q(°) 347,09652706787 - 347,05057052607  0,045956541
w (°) 76,358857365534 - 80,607691622904  4,248834257
M (°) 179,9960099374 359,9960099374  0,79241944008516  0,796409502

L|A| - Diferenca entre as érbitas final (referéncia) e atingida.

Para o ponto Ls, observa-se que existe um desvio com relagdo ao semi-eixo maior
(~ 552 m) e a anomalia média (~ 1°). Para o ponto L3, verifica-se um desvio para o

semi-eixo maior (= 20 m) e para o argumento do periapside (= 4°). O ponto L; foi
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Figura 7.23 - Variacdo dos elementos keplerianos da trajetoria até atingir o ponto colinear

x10°

lagrangiano Lo durante o més de setembro de 2012.
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Figura 7.24 - Variacdo dos elementos keplerianos da trajetoria até atingir o ponto colinear

lagrangiano L3 durante o més de setembro de 2012.
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verificado e controlado no item 7.3.1. Portanto, primeiramente, aplica-se a manobra
de ajuste para aproximar o veiculo espacial a pseudo-orbita dos pontos colineares
lagrangianos Ly e Lj, considerando as perturbagoes externas como a perturbagao
da atragao gravitacional do Sol, a pressao de radiacdo solar e os coeficientes dos
harmonicos esféricos zonais até Jg da Terra e da Lua. Do mesmo modo, como foi
feito nos itens 7.3.1 e 7.3.2 para corrigir a trajetoria do veiculo espacial, verifica-se
na Figura 7.25 (a), que o empuxo aplicado, ao longo da manobra, para manter o
veiculo espacial sobre o ponto colinear Ls, varia em torno de 0,8 N, com um gasto
de propelente de 142,4601 kg, durante um periodo igual ao periodo da érbita da
Lua, ao redor da Terra, como mostra a Figura 7.25 (b). Para o ponto L3, verifica-se
na Figura 7.25 (c), que o empuxo aplicado, ao longo da manobra, varia em torno de

0,4 N, com um gasto de propelente de 78,6663 kg, como mostra a Figura 7.25 (d).

Na Figura 7.26, observa-se-se que o somatoério das forgas gravitacionais da Terra e da
Lua diminuem ao longo do tempo até atingir, aproximadamente, a ordem de 10~
N. A variacao dos elementos keplerianos obtidos por meio da correcao da orbita do
veiculo espacial com relagao as pseudo-orbitas dos pontos colineares Ly e L3 sao

apresentados pelos conjuntos de Figuras 7.27 e 7.28, respectivamente.

Deste modo, segue-se para a manobra de corre¢ao de orbita para cada um dos pon-
tos colineares lagrangianos, considerando a perturbacao externa dada pela atracao
gravitacional do Sol, a pressao de radiagao solar e o somatério dos coeficientes dos
harmonicos esféricos zonais até 800 para a Terra e 165 para a Lua, ambos em grau
e ordem. Na Figura 7.29 (a), verifica-se que o empuxo aplicado, ao longo da mano-
bra, para manter o veiculo espacial sobre o ponto colinear L;, varia em torno de 1
N, com um gasto de propelente de 691,8343 kg, durante um periodo de 130 dias,
como mostra a Figura 7.29 (b). Para o ponto Ly, nota-se na Figura 7.29 (¢), que o
empuxo aplicado, ao longo da manobra, varia em torno de 0,8 N, com um gasto de
propelente de 430,1840 kg (ver Figura 7.29 (d)). E, para o ponto Ls, observa-se na
Figura 7.29 (e), que o empuxo aplicado, ao longo da manobra, varia em torno de

0,4 N, com um gasto de propelente de 204,6984 kg, como mostra a Figura 7.29 (f).

Na Figura 7.30, observa-se que os somatorios das forgas gravitacionais da Terra e
da Lua também irdo diminuir, porém ao longo de um tempo maior (130 dias), até
atingir, aproximadamente, a ordem de 107!° N. A variacio dos elementos keple-
rianos obtidos por meio da correcao da érbita do veiculo espacial com relacao as
pseudo-orbitas dos pontos colineares Ly, Ly e L3 sao apresentados pelos conjuntos

de Figuras 7.31, 7.32 e 7.33, respectivamente.
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Figura 7.25 - Variacdo do empuxo aplicado e da massa do propelente durante a corre¢ao
da orbita do veiculo espacial sobre as pseudo-érbitas dos pontos colineares
lagrangianos Lg e L3 durante o més de setembro de 2012.
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Figura 7.26 - Variagdo do somatorio das forgas em equilibrio durante a correcao da érbita

do veiculo espacial sobre a pseudo-érbita do ponto colinear lagrangiano Lo
e L3 durante o més de setembro de 2012.
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Figura 7.27 - Variacdo dos elementos keplerianos do veiculo espacial até atingir o ponto
colinear lagrangiano Lo durante o més de setembro de 2012.
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Figura 7.28 - Variacdo dos elementos keplerianos do veiculo espacial até atingir o ponto
colinear lagrangiano L3 durante o més de setembro de 2012.
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Figura 7.29 - Variacdo do empuxo aplicado e da massa do propelente durante a corre¢do
da orbita do veiculo espacial sobre as pseudo-érbitas dos pontos colineares

lagrangianos.
1000 T T . 800 T T T T
2
= 3z
g S 600 ]
° o
< 500 ]
S 3
= o
< g 400 ]
< N | ~——eixo x 8
3 0 v ! ——eixo y a2
€ . O 200+ 1
i} —eixo z ©
——empuxo ﬁ
-500 L L I ! L = 0 L L 1 | I
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Tempo (s) «10° Tempo (s) x10°
(a) L1 (b) L1
500 T
2
= 240071
o 9
kel [}
S S300f
= o
< e B
o = 200"
3 ]
o ©
€ (G}
i} o 100
wn
%)
s
Il 0 L L L 1 1
10 12 0 2 4 6 8 10 12
Tempo (s) «10° Tempo (s) x10°
(c) L2 (d) L2
10 " " . 250 ’ ' ‘ ’ '
g
— v 200+
Z 5 €
s 5
i)
S ——eixo x o150¢
= —eixo y o
<% 0 S —eixo z _g
< ——empuxo © 100}
32 B
g s 5
g 50+
©
=
-10 : : ‘ ‘ : 0 : ‘ ‘ : :
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Tempo (s) %x10° Tempo (s) x10°
() L3 (f) L3

Fonte: Produgéao do autor.

168



Figura 7.30 - Variagdo do somatorio das forgas em equilibrio durante a correcao da érbita

do veiculo espacial sobre as pseudo-érbitas dos pontos colineares lagrangia-
nos Ly, Ly e Ls.
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Figura 7.31 - Variacdo dos elementos keplerianos do veiculo espacial até atingir o ponto
colinear lagrangiano L; considerando os altos valores dos coeficientes dos
harmonicos esféricos da Terra e da Lua.
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Figura 7.32 - Variacdo dos elementos keplerianos do veiculo espacial até atingir o ponto
colinear lagrangiano Lo considerando os altos valores dos coeficientes dos
harmonicos esféricos da Terra e da Lua.
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Figura 7.33 - Variacdo dos elementos keplerianos do veiculo espacial até atingir o ponto
colinear lagrangiano Ls considerando os altos valores dos coeficientes dos
harmonicos esféricos da Terra e da Lua.
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8 CONCLUSOES

Este trabalho objetivou a determinacao das manobras orbitais de um veiculo espa-
cial, utilizando propulsao continua, controlada por um sistema de controle PID, em
malha fechada, a partir de uma orbita de baixa altitude, ao redor da Terra, para
os pontos colineares lagrangianos Ly, Lo e Lg do sistema Terra-Lua, no referencial

geocéntrico inercial.

Todavia, sabe-se que proximo a Terra existem regioes de radiagdo formadas por
particulas eletricamente carregadas, presas no campo geomagnético, conhecidas por
cinturdes de radiagao de Van Allen. A presenca da radiacao enfatiza a necessidade
de estudar o tempo que o veiculo espacial pode permanecer nos cinturoes, de modo
que a dosagem de radiagao recebida seja minima o possivel para nao danificar os
componentes eletronicos a bordo de um veiculo espacial. Desta forma, modelou-se as
regides de radiacao, a partir dos dados da missao espacial Van Allen Probes Mission,
juntamente com a analise das regides de prétons e elétrons nos periodos de alta e
baixa atividade solar, em setembro de 2012 e janeiro de 2015, respectivamente. Desta
analise, observou-se uma variagao radial entre os limites que separam os cinturoes de
radiacao e confirmou-se a existéncia de uma terceira zona de radiagdo para a regiao
de elétrons com energia igual a 3,4 MeV e 4,2 MeV, durante uma alta atividade
solar, conforme o estudo de Baker et al. (2013). Para a regiao que contém somente
protons, no periodo de setembro de 2012, e para as regioes de elétrons e protons, no

periodo de janeiro de 2015, nao observou nenhum tipo de anomalia presente.

Deste modo, seguiu-se com a determinacao das posigoes dos pontos colineares la-
grangianos Ly, Lo e L3 do sistema Terra-Lua. As equagoes de suas localizagoes foram
obtidas por meio do somatorio das forcas gravitacionais dos corpos primarios per-
feitamente esféricos m; e mo, compensadas com a pseudo-forca centrifuga, em cada
ponto colinear. As posigdes radiais dos pontos colineares foram obtidas utilizando
o método da bissecao, durante um periodo orbital lunar em setembro de 2012 e
janeiro de 2015 (épocas referentes as manobras orbitais de transferéncia de um vei-
culo espacial pelos cinturdes de Van Allen). A partir deste resultado, determinou-se
os elementos orbitais dos pontos colineares lagrangianos, a cada instante de tempo.
Assim, a partir da andlise dos graficos, sobre a variagdo dos elementos orbitais,
verificou-se a existéncia de oOrbitas instantaneas, chamadas de pseudo-orbitas, em

um referencial geocéntrico inercial.

Em geral, as pseudo-érbitas sao caracterizadas por apresentar a mesma velocidade

angular que a massa mso, porém nao apresentam velocidade necessaria para uma

173



6rbita, em torno de m;, com uma mesma excentricidade que a érbita de msy. Deste
modo, considerando-se a Orbita da Lua perturbada pela atracao gravitacional do
Sol e da Terra (THE..., 1987), verificou-se, entao, que as pseudo-orbitas dos pontos
colineares L; e Lo sdo mais excéntricas que a da Lua, porém a excéntricidade da
pseudo-orbita do ponto L3 varia em torno da excentricidade da Lua (0 < e <0, 3).
Logo, por meio de suas localizacoes instantaneas, geraram-se os elementos de estado
instantaneos, cujos valores determinaram os elementos orbitais instantaneos, para
cada um dos pontos de equilibrio. A partir da andlise dos graficos da variacao do
argumento do periapside, verificou-se que o mesmo varia entre 0° e 360°, para todos
os pontos colineares, o que conclui que a direcao da linha dos apsides muda sua
orientacdo, a cada instante de tempo, em fungao da posicao do corpo ms. No entanto,
cada um destes pontos colineares se mantiveram localizados somente em um dos
extremos da linha dos apsides, sendo que os pontos L; e Ly permaneceram proximos
aos seus apoapside e periapside, respectivamente, o ponto L3 se manteve tanto no

periapside quanto no apoapside devido a variagao da sua excentricidade.

Considerando-se ainda que o sistema Terra-Lua é, constantemente, perturbado pela
acao das forcas nao-gravitacionais e gravitacionais, obteve-se, entao, as equagoes das
localizagoes dos pontos colineares lagrangianos perturbados. Desta forma, primeira-
mente, estudou-se as pseudo-orbitas dos pontos colineares perturbados somente pela
atracdo gravitacional do Sol e a pressao de radiacao solar. Dos resultados obtidos,
observou-se que os pontos colineares L; e Lo ainda permaneceram préximos aos
seus apoapside e periapside, respectivamente, porém o ponto colinear L3 se man-
teve somente proximo ao seu apoapside. A distancia radial e o semi-eixo maior do
ponto L; diminuiram na ordem de 10° km, em comparacido com a localizacdo do
mesmo quando nao perturbado, o que tornou sua pseudo-orbita mais excéntrica.
Este tipo de situacgao foi verificado também para o ponto L3, sendo uma diferenca
na ordem de 10° km, porém a pseudo-érbita se tornou hiperbélica. Para o ponto Lo,
sua posicdo diminuiu na ordem de 10* km, mantendo-o mais préximo a érbita da
Lua, o que tornou sua pseudo-orbita menos excéntrica se comparada com a mesma
quando nao perturbada. Além das contribui¢oes destas perturbacoes, considerou-se
também a perturbacao dos potenciais gravitacionais da Terra e da Lua, somente
com os termos dos harmonicos esféricos zonais até .Js. Verificou-se, neste estudo,
que estas perturbagoes causaram uma diferenca minima, na ordem entre 1 a 10 m,
entre as distancias radiais dos pontos colineares perturbados em comparacao com
os mesmos quando nao-perturbados. No entanto, quando foram consideradas todas
estas perturbagoes, sendo que utilizou-se os termos dos harmonicos esféricos zonais

até Js, as pseudo-érbitas dos pontos colineares mantiveram os resultados da varia-
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¢ao dos elementos keplerianos semelhantes quando foram consideradas somente as
perturbagoes devido a atragao gravitacional do Sol e a pressao de radiagao solar. O
que pode ser concluido que o coeficiente J,, apesar de ser o mais relevante entre os
outros coeficientes dos harmonicos esféricos, ndo perturbou com maior intensidade

em comparacao com a atragdo gravitacional do Sol e a pressao de radiagao solar.

Portanto, uma vez modelados os cinturoes de radiacao de Van Allen e conhecendo as
localizacoes de cada um dos pontos colineares lagrangianos, no sistema Terra-Lua,
iniciou-se o estudo das manobras orbitais de transferéncia de um veiculo espacial, a
partir de uma oOrbita de baixa altitude, ao redor da Terra, até atingir cada um dos
pontos colineares lagrangianos. Assim, primeiramente, estudou-se o tempo que o vei-
culo espacial permaneceu nas regides de radiagao, ao redor da Terra, e confirmou-se
que a manobra orbital de alto empuxo foi a tinica que manteve o veiculo espacial em
um tempo minimo nas regioes de radiagao, se comparada com as manobras de baixo
empuxo e a combinacao entre as mesmas, durante uma alta e baixa atividade solar.
Além disso, verificou-se que o chumbo, o tantalo e o tungsténio foram os materiais
que absorveram pouca radiagao em suas camadas de blindagem, independente dos
periodos de atividade solar. Para as regides de protons, a taxa maxima de dosagem
acumulada foram iguais, durante as manobras de alto empuxo e de baixo empuxo.
No entanto, para as regioes de elétrons, a manobra de alto empuxo foi a inica que
obteve a menor taxa no periodo de alta atividade solar, enquanto que a combinagao
entre as manobras de alto empuxo e baixo empuxo obteve a menor taxa no periodo

de baixa atividade solar.

Deste modo, escolheu-se a manobra de alto empuxo para transferir o veiculo espacial
até os pontos colineares lagrangianos. Primeiramente, simulou-se a transferéncia
orbital de um veiculo espacial até a pseudo-o6rbita do ponto colinear L, nos periodos
de setembro de 2012 (alta atividade solar) e janeiro de 2015 (baixa atividade solar).
Da analise dos resultados obtidos, verificou-se que para atingir o ponto colinear
Ly, durante uma baixa atividade solar, o veiculo espacial gastou 1226,326907 kg
de propelente, um pouco menos do que foi gasto, durante uma alta atividade solar
(1250,304001 kg). Além disso, para ambos os casos, foram encontrados desvios entre
as orbitas final e de referéncia, por este motivo, aplicou-se, entdo, o método de
correcao de orbita em que, durante um periodo orbital lunar completo, o veiculo
espacial manteve acionado, constantemente, o sistema de propulsao. Desta forma,
durante o més de setembro de 2012, o sistema de propulsao do veiculo espacial variou
entre 1,6 N, gastando 230,8605 kg de combustivel, gerando um saldo de 1019,443501

kg. Para o periodo de janeiro de 2015, o sistema de propulsao do veiculo espacial
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variou entre 1,58 N, gastando 221,8244 kg de combustivel, gerando um saldo de
1004,502508 kg. Em ambos os casos, os resultados mostraram que a 6rbita do veiculo
espacial se aproximou da pseudo-6rbita do ponto colinear L;, mesmo este sob o
efeito das perturbacoes externas, como a atragao gravitacional do Sol, a pressao de
radiagao solar e os coeficientes dos harmonicos esféricos zonais até Jg dos potenciais

gravitacionais da Terra e da Lua.

Por dltimo, estudou-se as manobras de transferéncia e de corregao de 6rbita de um
veiculo espacial, perturbado pela atracao gravitacional do Sol, pressao de radiagao
solar e os coeficientes dos harmonicos esféricos dos potenciais gravitacionais da Terra
e da Lua, sobre as pseudo-orbitas dos pontos colineares lagrangianos, no periodo de
setembro de 2012. E importante ressaltar que, neste caso, simulou-se a manobra de
correcao considerando o somatorio dos coeficientes dos potenciais gravitacionais da
Terra e da Lua (1) somente os zonais até Jg e (2) para os zonais, tesserais e setoriais,
sendo 800 para Terra e 165 para a Lua. A Tabela 8.1 apresenta os resultados obtidos

nas simulacoes.

Tabela 8.1 - Capacidade do propulsor e a massa de combustivel gasta durante a manobra
de corregao de érbita do veiculo espacial sobre os pontos colineares lagrangi-
anos.

Empuxo(Massa) - N(kg)

Pontos -
Jg Acima de Jg
Ly 1,6(230,8605)  1(691,8343)
Lo 0,8(142,4601) 0,8(430,1840)
L3 0,4(78,6663)  0,4(204,6984)

Verifica-se, entao, que a perturbacao devido ao somatério dos coeficientes dos harmo-
nicos esféricos maior do que Jg, afetaram somente o sistema de propulsao do veiculo
espacial, quando este corrigiu sua érbita sobre a pseudo-o6rbita do ponto colinear
L1, de modo que a intensidade do empuxo aplicado, durante toda a manobra, di-
minuiu seu valor. Além disso, dos resultados obtidos na secao 7.4 e apresentados
na Tabela 8.1, mostraram para todos os pontos colineares lagragianos que, quando
considerou-se somente os coeficientes zonais até Jg, o tempo que a manobra de corre-
¢ao de drbita levou para corrgir a o6rbita do veiculo espacial na referéncia foi menor,
de modo que resultou também um gasto menor de combustivel se comparado quando

considerou-se os valores altos dos coeficientes dos harmoénicos esféricos.
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APENDICE A - MATRIZES DE ROTACAO

A relacao entre os sistemas de coordenadas nao-inercial (XY, Z) e inercial (z,y, z),
dard-se por meio de uma rotagdo simples, em z = Z, conforme mostra a matriz

abaixo. Logo,

x cosf —senf 0 X
y | =| senf cosf O Y (A.1)
z 0 0 1 Z

Derivando-se a Matriz A.1 duas vezes no tempo ¢, obtém-se

i cosf —senf 0 X—fy
=| senf cosf O Y+ fX (A.2)
2 0 0o 1 zZ
e
b cosf —senf 0 X —2fY — f2X — fY
=| senf cosf O V+2fX — f2Y + fX (A.3)
3 0 0o 1 Z
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APENDICE B - EQUACOES POLINOMIAIS DE SETIMO GRAU
CONSIDERANDO AS PERTURBACOES DA ATRACAO GRAVITA-
CIONAL DO SOL E PRESSAO DE RADIACAO SOLAR

cos® (i )w*r], + [—2w’rgr cos (is) cos (i) cos (Af) — 2Rw? cos® (i) — (B.1)
beos® (in)]r}, + [ARw’rgr cos (ig) cos (ir) cos (AQ) + R*w? cos® (ir) +
w?rgy cos® (i) + 2brsr cos (ig) cos (ir) cos (AQ) + 2Rbcos® (ir,)|r}, +

[—2R*w?rgr cos (ig) cos (ig) cos (Af) — 2Rw?ré; cos® (is) — 4Rbrsr
cos (ig) cos (iz) cos (Af) — R*bcos? (ig) — brip cos® (is) — Gmy

cos? (i) + Gmy cos? (ir,) + G Ms cos (Ap)°]ry, + [R*w?rdy cos? (is) +

2R*brgy cos (ig) cos (i) cos (A8) + 2Gmyrsy cos (i) cos (ir,) cos (Af) —
2Gmarsr cos (ig) cos (ig) cos (A) + 2Rbré, cos® (is) + 2Gmy R cos® (iy)

—2GMgR cos (Acp)2]7’il + [~4Gm; Rrgr cos (is) cos (ir,) cos (Af) — R?b

12y cos® (ig) — GmiR? cos? (ig) — Gmyray cos® (i) + Gmaoray cos? (is) +

G MgR? cos (Aap)ﬂr%l + [2Gm R*rgr cos (i) cos (ig) cos (Af) + 2Gm,

Rriy cos® (is)|rn, — Gmy cos® (ig)R*rep = 0

cos® (i )w’r], + [—2w?rsy cos (is) cos (ir) cos (A) — 2Rw? cos® (i) —  (B.2)

beos® (ig)]rS, + [ARw’rgr cos (is) cos (ir) cos (Af) + R*w? cos® (ir,) +
w?rgy cos® (ig) + 2brgr cos (i) cos (ir) cos (AG) + 2Rbcos® (i )]r}, +
[—2R*w?rgy cos (is) cos (ig) cos (Af) — 2Rw?rgy cos® (is) — 4Rbrsr

cos (ig) cos (i1) cos (Af) — R*bcos? (iy) — brap cos® (ig) — Gmy

cos? (ig) — Gmy cos® (ir) + G Mg cos (Acp)z]r%2 + [R*w?rg, cos® (is) +
2R*brgr cos (ig) cos (ig) cos (Af) + 2Gmyrgr cos (is) cos (i) cos (AG) +
2Gmyrsr cos (ig) cos (ig) cos (A) + 2Rbr, cos® (ig) + 2Gmy R cos? (i)
—2GMgR cos (Agp)2]7"%2 + [~4Gmy Rrgy cos (ig) cos (i) cos (Af) — R?b
127 cos® (ig) — GmyR? cos® (iy) — Gmyre, cos® (is) — Gmaorsy cos® (i) +
G Mg R? cos (A@)Q]riz + [2Gm R*rgr cos (i) cos (ig) cos (Af) + 2Gm,

Rripcos? (ig)|rn, — Gmy cos® (ig) R?r%, = 0
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cos® (i )w’r], + [—2w?rgr cos (is) cos (ir) cos (Af) — 2Rw? cos® (i) —  (B.3)
beos® (i )]r, + [ARw’rsr cos (ig) cos (ir,) cos (AF) + R*w? cos® (ir) +
w?rgy cos® (i) + 2brsr cos (ig) cos (ir,) cos (A) + 2Rbcos” (ir)|r], +
[—2R*w?rgr cos (ig) cos (ig) cos (Af) — 2Rw?ré, cos? (ig) — 4Rbrsr
cos (ig) cos (ig) cos (A) — R*bcos® (ir) — brap cos® (is) + Gmy
cos? (iy) + Gmg cos® (ir,) + GMs cos (Ap)? Iry, + [R*w’ré; cos® (is) +
2R*brsr cos (ig) cos (ig) cos (Af) — 2Gmyrsy cos (is) cos (if) cos (Af) —
2G'marsy cos (ig) cos (ir,) cos (A) + 2Rbra, cos® (ig) — 2Gmy R cos® (ir)
—2GMgR cos (Ag)” [r}, 4 [AGmq Rrgr cos (is) cos (ir) cos (AG) — R*b
T3y cos? (ig) + GmyR? cos® (ir) + Gmiray cos® (is) + Gmara, cos® (is) +
GMgR? cos (Ap)? Ir7, + [-2Gmy R*rsy cos (is) cos (ir,) cos (AG) — 2Gm,y

Rriy cos® (is)|rn, + Gmy cos® (is) R2rgp = 0
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APENDICE C - EQUACOES DE DECIMO SETIMO GRAU CONSI-
DERANDO AS PERTURBACOES DOS POTENCIAIS GRAVITACIO-
NAIS DOS CORPOS PRIMARIOS

16w?r;T — 128 Rw’r® + 448 R*w’r)’ + [—896 R*w* — 16Gmy + 16Gmy)r;t (C.1)
+[1120R*w® + 128G'm R — 96Gma R[> + [24G Jiomy R sen®(Pgqr) — 896
RPw? — 8GJomi R} + 8G Jyma R} — 448Gmy R* + 240Gma R?|r;> + [40G

Jismy RE sen®(¢sar) — 192G Jiomi RR? sen?(¢qr) + 448 ROw? — 24G Jizmy R?

sen(¢gur) + 64G Jomi RR} — 32GJiama RRY 4 896Gm, R® — 320Gm, R¥]ri!
+[70G Jyymy R} sen (¢sar) — 320G Ji3mi RR? sen®(¢gqs) + 672G Jiom R* R}
sen’®(geqr) — 128 R"w? + 192G Jismi RR} sen(¢qr) — 60G Jyymy R} sen(¢q;)

—224G Jyomy R2 R} + 6G Jyymy R} + 48G Jymy R* R} — 6G Jiyma R} — 1120G

miR* 4+ 240Gmy RY|r® + [126G Jismy sen’ (¢oar) Ry — 560G Juymi RR;

sen’ (¢gar) + 1120G Ji3my R2R? sen® (o) — 140G Jismy sen®(doe) R —
1344G.Jy9m R R2 sen?(¢sar) + 16R%w? — 672G Jpgmy R2R? sen(¢ar) + 480

G Jymi RRY sen(¢sqr) + 30G Jysmy sen(pgqr) RY + 448G Jyymy R R? — 48G
JumiRR} — 32G Jiamy R R} + 12G JuymaRR} 4 896G'm, R® — 96Gmy R°]
]+ [231GJigmy sen’ (¢ ) RY — 1008G Jysmy sen®(Ggar) R} + 1960G Jy4
miR*R} sen*(¢sar) — 315G Jigmy sen* (e ) RS — 2240G Jizm, R*R?
sen®(¢eqr) + 1120G Jsmy sen®(dgar) RRY + 1680G Jiomy sen?(¢gar) R R
+105G Jygmy sen’ (s ) RS + 1344G Jizmy R? R? sen(gaq;) — 1680G Jyumy
R?R} sen(¢gqr) — 240G Jismy sen(¢eqr ) RRY — 560G Jygmy R*R? + 168G Jyy
my R*R} — 5G Jygmy RS + 8G Jiymo R*R? — 6G Jiyma R2R} + 5G Jigma RY —
448Gmy R® + 16Gma RO} | + [—1848G Jysmi sen’ (¢su) RRY + 3528G J5

my sen®(Gsar) RZRY — 3920G Jyymy RP R} sen® (¢gar) + 2520G Jygmy sen (¢gar)
RRY + 2800G Jizmy sen®(¢gq ) R*RY — 3920G Jysmy sen®(¢eq) REZRY — 1344
G Jiomi R° RZ sen® (¢sar) — 840G Jygmy sen’(daqr) RRY — 1680G Jizm,y
sen(gaqr) R*RE + 3360G Jyymy R RY sen(dyq;) + 840G Jismy sen( g ) R2RY
+448G Jiomi R R} — 336G Jymi R* R} + 40G Jyigmi RRY + 128Gm R™|r] +
[6468G Jygmy sen® () RZRS — T056G Ji5my sen® (Ggqr) RERY + 4900G Jyymy
R*R} sen*(¢yar) — 8820G Jigmy sen* (o) RZRS — 2240G Ji3my R® R?

sen® (gqr) + T840G Jysmy sen®(¢eq ) RPRY + 672G Jomy RO R? sen’(¢gqy) + . . .
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... 2940G Jigmy sen? (¢ ) R2 RS + 1344G Jismy R’ R sen(dgq; ) — 4200G Jyymy
R*R} sen(pgar) — 1680G Jismy sen(gqy ) RPRY — 224G Jyomy RER? 4 420G Jy
mi R*R} — 140G Jigmi R* R} — 16Gm, R®|rf + [—12936G Jigmy sen®(¢sar)
R3RS + 8820G.Ji5my sen® (¢oqr) R*RY — 3920G Joymy R° R} sen*(¢gqr) + 17640G
Jigmy sen* (¢ ) RP RS + 1120G Ji3my RC R} sen®(¢gar) — 9800G Ji5my sen®(¢ar )
R*R} — 192G Jiomy sen?(¢qr) BT R? — 5880G Jigmy sen? (¢sar ) R RY — 672G J,3
mi R R? sen(pgar) + 3360G Jyymy R’ R} sen(pgar) + 2100G Jismy sen(daq ) R*
R} 4 64G Jymi R'R} — 336G Jumi R’ R} + 280G Jygmi R*R{)ry  + [16170G
Jismy sen®(Gear) R* RS — T056G Jismy sen®(¢uar) R°RY + 1960G Jyymy sen*(dyar)
RSR! — 22050G Jygmy sen® (¢ar) R* RS — 320G Jyizmy sen®(de) RT RS + 7840G
Jismy sen®(¢oar) R RY + 24G Jiomy sen® (¢ ) RER? + 7350G Jygmy sen®(¢aar)
R*RY + 192G Ji3my sen(¢oar) RT RS — 1680G Jyymy sen(¢aar) ROR} — 1680G
Jismy sen (et ) R°RY — 8G Jiomy RERZ + 168G Jyymy R°R} — 350G Jyigmy R?
R{Iry, + [—12936G Jygmy sen’(¢oar) R° Ry + 3528G Jysmy sen’ (¢ar) RR) —
560G Jyumy sen? (¢ ) RTRY + 17640G Jigmy sen® (¢gar) R’ RS + 40G Jizmy

sen® (Gsar) RER? — 3920G J;smy sen® (dyar) RERY — 5880G Jygmy sen? (dyq;) R

RS — 24G Jyismy sen(dya) RER? 4 480G Jyymy sen(dsa) RT R} + 840G J;5m
sen(Psqr) ROR] — 48G Jyumy R R} + 280G Jysmy RO RY|r}  + [6468G Jigmy
sen®(Psa ) RORY — 1008G Jismy sen’(¢gar) RTRY + T0G Jpymy sen’ (¢sar) R®

R} — 8820G Jygmy sen®(¢sar) RERS + 1120G Jysmy sen® (g0t ) RTR? + 2940G
Jismy sen®(¢gar) RORY — 60G Jyumy sen(dgar) R R} — 240G Jismy sen(gqy)
R'R} + 6G Jum R*R} — 140G Jygmi RORY|r?  + [—1848G Jigmy sen’(¢sar)
R7TRY + 126G Jismy sen® (¢sar) RERY 4 2520G Jygmy sen (¢sar) RT RS — 140

G Jismy sen® (e ) RERY — 840G Jygmy sen? (dear) RT RS 4 30G Jyismy sen(dyar)
RERY + 40G Jigmi R*R8)rp, + 231G Jigmy sen®(¢dgq ) RERS — 315G Jygmy

sen? (pgar) RERS 4 105G Jigmy sen’ (e ) RP RS — 5GJigmi RERS = 0
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16w?r;’ — 128 Rw’r;® + 448 R*w’r}> + [—896R*w* — 16Gmy — 16Gmy)rys (C.2)
+[1120R*w* 4 128Gmy R 4+ 96GmaR|r > + [24G Jyami R} sen’ () — 896
RPw? — 8GJomi R} — 8G Joma R} — 448Gmy R* — 240Gmy R?|r}” + [40G

Jiami R sen®(Gear) — 192G Jiamy RR? sen’(Gear) + 448 R0w? — 24G Jizmy R?

sen(¢sar) + 64G Jomi RR} + 32G Jyma RR} + 896G m R + 320Gmo Rr )
+[70G Jyymy R} sen(¢sar) — 320G T i3my RR? sen® (¢gqr) + 672G Jiom R* R2
sen?(Pgar) — 128 R"w? + 192G Jy3my RR2 sen( g ) — 60G Jiumi Ry sen(pgar)

—224G Jiomi R*R? + 6G Jyym R} — 48G Jiyma R*R? 4 6G Jyyma R} — 1120G

mi R — 240GmsRY)r )2 + [126G Jizmy sen®(dgar) R} — 560G Juamy RRY
sen*(Ggar) + 1120G Jizmy R? R? sen®(Ggar) — 140G Ji5my sen® (o) R —
1344G Jy9m R R2 sen?(¢say) + 16 R%w? — 672G Ji3my R2RY sen(¢ar) + 480
G JumiRR} sen(¢sar) + 30G Jismy sen( o) R + 448G Jomy R*R? — 48G
JumiRR} + 32G Jomy RP R? — 12G Jyymo RR} 4 896G my R® + 96Gmy R’]
.+ [231G Jyema sen’ (¢sar) RS — 1008G Jysmy sen® (¢sar) RRY + 1960G Jya
my R R} sen*(¢ear) — 315G Jigmy sen (¢ear) RS — 2240G Ji3my R R?
sen®(Gsar) + 1120G Jismy sen®(¢ear ) RR) + 1680G Jiomy sen®(¢sar) R* R?
+105G Jigmy sen’(ges ) RS + 1344G Jizmy R® R? sen( ¢ ) — 1680G Jyumy
R*R} sen(¢sar) — 240G Jismy sen(¢gar) RRY — 560G Jyomy R R; + 168G Jyy
my R2R} — 5G Jygmi RS — 8G Jiyma R RY 4 6G Jyyma R2 R} — 5G Jigmy R —
448Gmy R® — 16GmaRO)ry | + [—1848G Jigmy sen®(¢sur) RRY + 3528G Ji5my
sen’(eq ) RZRY — 3920G Jyumy R R} sen* () + 2520G Jigmy sen (¢aqr )
RRS 4 2800G J;smy sen®(¢gar) R*R? — 3920G Jismy sen®(dsar) RZR? — 1344
G Jiomy R’ R? sen®(¢sar) — 840G Jygmy sen?(¢sar) RRS — 1680G Jy3my
sen(dsar) R* R} + 3360G Jymy R* Ry sen(¢ar) + 840G Jismy sen(gos) R2R]
+448G Jyomi R R} — 336G Jumi R* Ry + 40G Jygmi RR) + 128Gmy R|r] +
[6468G Jigmy sen®(¢gqr) RZRS — T056G Jismy sen® (dear) RER? 4 4900G Jyumi
R*R} sen®(¢sar) — 8820G Jygmy sen (¢gar) RZRY — 2240G J,3my R’ R}
sen®(¢sar) + T840G Jysmy sen®(deqr ) R2R? + 672G Jiomy ROR? sen® (¢gay) +
2940G Jigmy sen®(¢sar) R2ZRS + 1344G Ji3my R® R? sen(¢sqr) — 4200G Jpgmy
R'R! sen(¢ar) — 1680G Jismy sen(pgar) RPRY — 224G Ji9my RS R? + 420
GJumi R'R} — 140G Jigmi R* Ry — 16Gm R¥|r + [—12936G Jgm, . . .
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.. 5605 (Pgar) R RY + 8820G Jismy sen®(¢gar) R*RY — 3920G Jyumy R° R} sen*(¢gar) +
17640G Jigmy sen (¢qr ) R? RS 4 1120G J,3mq RER? sen® (¢gar) — 9800G Ji5m
sen®(Psq) R R — 192G Jyomy sen®(¢sar) BT Ry — 5880G Jygmy sen®(dsqr) RERY — 672
G Jizmi RO R? sen( gy ) + 3360G Jyumi R® R} sen(¢qr) + 2100G Jismy sen( g ) R
R} + 64G Jom R R} — 336G Jumi R° R} + 280G Jygmi R*RY)r} | + [16170G
Jismy sen®(¢gq ) RYRY — 7056G Jysmy sen®(¢gar) R°RY + 1960G Jumy sen® (¢sar)
ROR} — 22050G J,gmy sen (¢hear ) R*RS — 320G Jismy sen®(¢ea) RTR? + 7840G
Jismy sen®(¢gar) R°RY + 24G Jiomy sen’(¢gqr ) RER? 4 350G Jigmy sen® (¢aqr )
R*RS + 192G Ji3my sen(¢as) R R — 1680G Jyymy sen(¢sq ) RER} — 1680G
Jismy sen(dsq) R°RY — 8G Jiomy RER} + 168G Jyymy R R} — 350G Jygmy R*
ROy, + [—12936G Jysmi sen®(dger) RPRY + 3528G Jysmy sen®(dsqr) RORY —
560G J.amy sen? (o) RT R} + 17640G Jigmy sen’ (¢gar ) RP RS + 40G Ji3m,y
sen®(Byar) RERY — 3920G.Jp5my sen®(¢our) ROR? — 5880G Jygmy sen’(¢sar) R

RS — 24G Ji3my sen(¢q ) RER? 4 480G Jyumy sen(dsar) R R} + 840G Ji5my
sen(Psqr) ROR) — 48G Juumy R7 R} + 280G Jygmy R°RY|r} | + [6468G Jigmy
sen®(Ggqr) RERS — 1008G Jismy sen® (¢ ) BT RY + T0G Jyymy sen(¢gar) RS

R} — 8820G . Jigmy sen’ (¢oar) RORS + 1120G Jysmy sen®(¢ear) RTR? + 2940G
Jigmi sen® (@) RERS — 60G Jyymy sen(psar) RE R} — 240G Jismy sen(dsar)

R'R} 4 6G Juymi R*R} — 140G Jysmy ROR{|ry | + [—1848G Jigmy sen®(dgqr)
RTRY + 126G Jismy sen® (e ) RERY + 2520G Jygmy sen (¢gqr) BT RS — 140

G Jismy sen® (¢ear ) RERY — 840G Jygmy sen?(¢gar) R RS + 30G Jismy sen (¢
R3R? 440G J,smi RTR8)rp, + 231G Jygmy sen®(¢gar) RERY — 315G J,gm,y
sen*(¢sar) RERY 4 105G Jigmy sen®(¢ea) RERS — 5G Jigmy RERS = 0
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16w?r;T — 128 Rw’r;® + 448R*w’r> + [—896R*w* 4+ 16Gmy + 16Gma]ry; (C.3)
+[1120R*"w* — 128G'm R — 96Gma R[> + [—24G Jyomi R} sen’(¢qr) — 896
RPw? + 8G Jomi R} 4+ 8G Jpma Ry 4 448Gmy R + 240GmsR*|r > + [40G
Jizmi R? sen® (¢gar) + 192G Jiomi RR? sen® (¢gqs) + 448 ROw? — 24G Ji3my R}
sen(pgar) — 64GJomi RR? — 32G Jiamy RR? — 896Gmy R? — 320Gm, R
rﬁ + [=70G Jymy R} sen® (¢sar) — 320G Jizmy RR? sen®(¢gar) — 672G Jiomy R
RZsen®(¢sqr) — 128R™w? + 192G Jy3my RRS sen(¢gqr) 4 60G Jogmy R sen(¢qr )
+224G Jiomi R2R? — 6G Jyymi R} + 48G Jiyma R*R? — 6G Jiyma Ry + 1120G
mi R + 240GmayRYr0 + [126G Jysmy sen’ (¢gar) Ry + 560G Juymy RR;
sen?(Gyar) + 1120G Jizmy R? R? sen®(¢gar) — 140G Jismy sen®(Guar) RY +
1344G.J 19y RPR2 sen®(¢sar) + 16 R3w? — 672G J,3m1 R2 R sen(¢a) — 480
GJumiRR} sen(¢sar) + 30G Jismy sen(ges ) RY — 448G Jyomy RPR? + 48G
JumiRR} — 32G Jioma RP R? 4 12G Jyumo RR} — 896G m, R° — 96Gm4y R)
rY, + [~231G Jigmi sen® (¢ RY — 1008G Jismy sen® (¢ser) RRY — 1960G T
my R2R} sen(¢gar) + 315G Jygmy sen*(¢rear) RS — 2240G Ji3my R2R?
sen®(Guar) + 1120G Jismy sen®(¢ea ) RRY — 1680G Jiomy sen? (dga;) R R?
—105G Jygmy sen’ () R + 1344G Jizmy R? R? sen(gaq; ) + 1680G Jyumy
R*R{ sen(¢gar) — 240G Jysmy sen(dsar) RR] + 560G Jomi R* R} — 168G Jy4
my R2R} + 5G Jigmy RS + 8G Jymo R*RY — 6G Jyma R2R} + 5G Jigma RY +
448Gmy R® + 16GmaRO)r} | + [1848G Jigm sen’ (dsar) RRY + 3528G Jysma
sen’ (@eqr ) RZRY 4 3920G Jyymi RP R} sen® (¢gar) — 2520G Jigmy sen (daqr )
RR? + 2800G Jizmy sen®(¢gq ) R*R? — 3920G Jismy sen®(¢gq ) RZRY + 1344
G Jomy R® R? sen®(¢oar) + 840G Jygmy sen? () RRS — 1680G Jy3my
sen(¢gar) R* R — 3360G Jyymy R® R} sen(¢aar) + 840G Ji5my sen (e ) R2R?
— 448G Jiomy R° R} + 336G Juumy R* R} — 40G Jygma RRY — 128Gmy R7|r] | +
[—6468G Jigmy sen®(dsqr) RZRE — T056G Jismy sen®(deqr) R R — 4900G Jyym,y
R*R} sen*(¢gar) + 8820G Jygmy sen® (¢sar) REZRY — 2240G Jizmy R° R}
sen®(Pgar) + T840G Tysmy sen®(Gyay ) RERY — 672G Jiamy ROR? sen’(¢ya;) —
2940G Jigmy sen®(¢sqr) RZ RS + 1344G Jizmi R’ R? sen (¢ ) + 4200G Jiumy
R*R} sen(¢aq;) — 1680G Jismy sen(¢uq) RPRY + 224G Jiomy RCR? — 420G Jyy
miR'R} + 140G Jigmi R’ R} + 16Gmy R®)r} | + [12936G Jigm sen®(dqr) - . -
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... RPRY 4 8820G Jismy sen® (¢heqr ) R*RY 4 3920G Jpymi R° R} sen® (¢gar) — 17640G
Jygmy sen* (¢gar) R RS + 1120G Ji3my RO R? sen®(¢gqr) — 9800G J5my sen® (dgar)
RYR? + 192G Jyamy sen® (¢sqr) RTR? + 5880G Jygmy sen’(dgqr ) R2RS — 672G Jy

my RO RS sen(¢oar) — 3360G Jyymy RP Ry sen(paar) + 2100G Jismy sen(dyq;) R
R} — 64G Jomi R' R} + 336G Jyymi R R} — 280G Jigmi R*RY|r}, + [—16170
G Jiemy sen®( e ) R* RS — 7056G Jismy sen®(¢eqr ) RP R — 1960G Jyymy sen® (¢gar)
RSR} + 22050G Jygmy sen* (¢re0r) R* RS — 320G Ji3my sen®(hga) R RS + 7840G
Jismy sen®(¢gar) R°RY — 24G Jiomy sen®(¢eq ) RER? — 7350G Jygmy sen®(¢ea;)
R*RY + 192G Jyizmy sen(duar) BT RY 4+ 1680G Jyumy sen( g ) RO R} — 1680G
Jismi sen (et ) R°R? 4 8G Jiomy RER? — 168G Jyymy RER} + 350G Jigmy R*
Rf]?"%g + [12936G Jygmy sen®(dyq) R° RS + 3528G J;5my sen® (¢ga) RERY +
560G Jyamy sen? (¢gar) RTRY — 17640G Jigmy sen’ (¢gar) RO RY + 40G Jy3my
sen’(¢sat) R° R} — 3920G Jysmy sen® (¢sar) RO R} + 5880G Jigmy sen®(¢sar) R
RS — 24G J;smy sen(dgq) RERE — 480G Jyymy sen(pear) RT R} 4 840G Ji5m,y
sen(¢sat) ROR} + 48G Juumy R R} — 280G Jygmi R°R|ry | + [—6468G Jigmy
sen®(peqr) RERS — 1008G Jismy sen® (¢ ) R'RY — T0G Jyymy sen (¢aq;) R®

R} + 8820G Jygmy sen® (¢t ) RERS + 1120G Jismy sen®(¢oer) BT RY — 2940G
Jismi sen® (Ggar) RERS 4 60G Jiymy sen(¢oa) RERY — 240G Jyismy sen(dgar)
R'R} — 6G Jumi R*R} + 140G Jigmi RORY|r} | + [1848G Jigmy sen®(Pyar)
RTRS + 126G J;smy sen®(¢gar) RER? — 2520G Jygmy sen (¢gar) RT RS — 140

G Jismy sen®(¢gq ) RERY + 840G Jygmy sen®(¢sar) RT RS + 30G Jismy sen(gq;)
R¥R? — 40G J,smi RTR8ry, — 231G Jygmy sen®(¢gar) RPRY + 315G Jigm,

sen’ (¢sar) RERS — 105G Jygmy sen? (¢gar) RERS + 5G Jigmi RERS = 0
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APENDICE D - EQUACOES POLINOMIAIS DE DECIMO PRIMEIRO
GRAU CONSIDERANDO AS PERTURBACOES DA ATRACAO GRA-
VITACIONAL DO SOL, PRESSAO DE RADIACAO SOLAR E OS PO-
TENCIAIS GRAVITACIONAIS DOS CORPOS PRIMARIOS

2 cos? (i )w?ry} + [—4w?rgy cos (ig) cos (ir) cos (A) — 8Rw* cos® (i) (D.1)

—2bcos” (ir)]r;) + [16Rw*rgy cos (ig) cos (ir) cos (Af) + 12R*w?

cos? (ir,) + 2w?re, cos® (is) + 4brgr cos (ig) cos (ir,) cos (A) + 8Rb

cos® (i )]r], + [~24R*w’rsr cos (is) cos (ir) cos (Af) — 8 cos® (ir) R?

w? — 8Rw*rgy cos® (i) — 16 Rbrgr cos (ig) cos (ir,) cos (A) — 12R%b
cos? (ir) — 2bra; cos® (ig) — 2Gmy cos? (ig) + 2Gmy cos? (iy) + 2G Mg
cos® (Ap)]r} + [16 cos (is) cos (ir) cos (A) R*wrsr + 2 cos® (i) R*

w? + 12R%w?rsy cos® (is) + 24R*brgy cos (ig) cos (ir,) cos (Af) + 4G
myrsr cos (ig) cos (i) cos (AB) — 4Gmargy cos (ig) cos (i) cos (AF) +

8 cos? (i) R*b + 8Rbra, cos® (is) + 8Gmy R cos? (ig,) — 4Gmg cos® (i)

R — 8GMgR cos® (Ap)]r], + [—4cos (ig) cos (i) cos (AQ) R*w’rsr +
3G Jiomy sen®(Gyqr) cos® (i) RZ — 8 cos® (ig) R*w?r, — 16 cos (i)

cos (ir) cos (AQ)R3brsp — G Jiomy cos® (ip) R + G Jigmy cos” (i)

R} — 16Gmy Rrgr cos (i) cos (ir,) cos (Af) + 8Gms cos (ig) cos (ir)

cos (AQ)Rrgp — 2cos? (i) R* — 12R%*bré - cos? (ig) — 12Gmy R? cos® (ir,)
—2Gmy gy cos” (ig) + 2Gmy cos® (in ) R? 4+ 2Gmargy cos® (is) + 12G Mg
R? cos” (Ap))|ry | + [—6G Jomy sen®(dsar) cos (is) cos (i) cos (AF)
R2rgp — 12G Jigmy sen’(¢aq; ) cos® (ip ) RR? + 2 cos? (is) R*wré, + 2G
Jiomy cos (i) cos (ig) cos (AO) R2rgr — 2G Jiamy cos (ig) cos (ir,) cos (Af)
R?rgr +4cos (ig) cos (ir) cos (AQ)R*brsr + 4G Jym, cos? (ip) RR? +
24G'my R*rgy cos (ig) cos (ig) cos (Af) — 4Gmy cos (ig) cos (i) cos (AB)
R?rgp + 8cos® (is) R*ori, + 8Gmy cos® (i) R® + 8Gmy Rry cos® (ig) — 4
Gms cos® (is) Rrég — 8G Mg cos® (Ap)RP|r} + [24G Jomy sen®(¢sar)
cos (ig) cos (i1) cos (AQ) RR?rgy + 18G Jiomy sen’(¢aqs) cos® (i) RZRY +
3G Jyomy sen®(Gyqr) cos® (is) Riray — 8G Jymy cos (ig) cos (ir) cos (AO)R
R2rgp — 6G Jiamy cos® (ip )R R? — G Jiamy cos? (is) Riray + GJpmy

cos? (is) Riray — 16G'my cos (ig) cos (ig) cos (AQ) R*rgp — 2 cos® (is)R* . ..
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- brEg — 2Gmy cos® (i) R* — 12Gmy cos? (is) R*ray + 2Gmg cos? (is) R2ry
+2G Mg cos® (A@)RYry, + [—36G Jyamy sen®(¢yqt) cos (is) cos (ir,) cos (Af)
R?R2rsp — 12G Jiomy sen’(¢aq; ) cos® (in ) R RZ — 12G Jomy sen®(¢qr)

cos? (is) RR2 1%y + 12G Jiamy cos (ig) cos (ig) cos (AQ) R? R2rgy + 4G Jigm,y
cos? (ip ) R* R} + 4G Jiam, cos® (is) RRIre, + 4Gmy cos (ig) cos (iz) cos (Af)
Rrer + 8Gmy cos® (ig) R*rip)ri, + [24G Jamy sen®(¢sar) cos (ig) cos (iy)
cos (AO)R* R2rgy + 3G Jygmy sen®(¢ear) cos® (ip)R*RE + 18G Jiomy sen®(¢aqr)
cos? (is) R Rirey — 8G Jigmy cos (ig) cos (ir,) cos (AO) R® R?rgr — G Jimy
cos® (iy) R* R} — 6G Jomy cos” (is) R Rirgy — 2Gmy cos” (is) R'rég)ry, +
[—6G Jiomy sen’(¢aq; ) cos (ig) cos (ig) cos (AO) R* R2rgp — 12G Jomy sen®(¢aqr)
cos? (ig) R* R 1%y 4 2G Jiem cos (ig) cos (ig) cos (AO) R* R?rgp + 4G Jamy
cos® (is) R*Rirap|rr, + 3G Jamy sen?(ggq;) cos® (is) R*Riray — GJimy

cos® (i) R*Rirz, = 0
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2 cos” (i) wrp, + [—4w’rgr cos (is) cos (ir) cos (Af) — 8Rw?* cos” (ir,)

—2bcos” (ir,)|r;2 + [16Rwrgr cos (ig) cos (i) cos (Af) + 12R*w”

cos? (ir) + 2w?rE, cos® (ig) + 4brgr cos (ig) cos (ir,) cos (Af) + 8Rb

cos® (ig)|r], + [-24R*w*rgr cos (ig) cos (ir) cos (Af) — 8 cos® (i) R

w? — 8Rw*re, cos® (ig) — 16 Rbrgy cos (ig) cos (ir,) cos (Af) — 12R?b
cos? (ig) — 2bré; cos? (i) — 2Gmy cos® (ir) — 2Gmg cos® (ig) + 2G Mg
cos” (Ap)]ry, + [16 cos (ig) cos (ir,) cos (AQ) R*w?rsy + 2 cos® (i) R*

w? + 12R*w?rg, cos® (ig) + 24R*brgy cos (ig) cos (ig) cos (Af) + 4G
myrsr cos (ig) cos (ir) cos (AQ) + 4Gmargr cos (ig) cos (ir) cos (Af) +

8 cos® (i) R*b + 8 Rbriy cos® (is) + 8Gmy R cos® (ir) + 4Gmsy cos® (i)

R —8GMgR cos® (Ap)]r], + [—4cos (ig) cos (ir,) cos (AQ) R*w?rsr +
3G Jomy sen®(daq; ) cos? (ip) R — 8 cos® (ig) R*w*rz, — 16 cos (i)

cos (iz) cos (AO)R*brgp — G Jmy cos® (ip) R — G Jigmy cos® (i)

R? —16G'm; Rrgr cos (ig) cos (ir,) cos (Af) — 8Gmy cos (ig) cos (ir)

cos (AO)Rrsr — 2cos? (i) R*b — 12R*bri, cos® (ig) — 12Gmy R? cos® (i)
—2Gmy ey cos? (ig) — 2Gmy cos? (ip) R? — 2Gmyre, cos® (is) + 12G Mg
R? cos® (Ap))]r}, + [—6G Jomy sen®(¢sar) cos (is) cos (ir) cos (A)
R’rgr — 12G Jomy Sen2(¢sat) cos? (ip)RR? + 2 cos? (is) R*wri, + 2G
Jiamy cos (ig) cos (i) cos (AQ) R2rgp + 2G Jigmy cos (is) cos (ir,) cos (AH)
Rrsy + 4cos (ig) cos (ir,) cos (AQ)R*brsr + 4G Jiom, cos® (i) RR? +
24Gmy R?r g7 cos (ig) cos (i) cos (AQ) 4+ 4Gmy cos (i) cos (i) cos (Af)
R?rgr + 8cos” (is) R*ori, + 8Gmy cos” (i) R* + 8Gmy Rrz, cos® (ig) + 4
Gmy cos® (is) Rréy — 8G Mg cos® (Ap)R°rl | + [24G Jomy sen®(dsar)

cos (ig) cos (ig) cos (AQ) RR?*rgr + 18G Jymy sen®(¢q ) cos® (ir ) RZR? +
3G Jomy sen®(daq; ) cos® (is) Rirgy — 8GJyemy cos (ig) cos (ir) cos (AG) R
Rirgr — 6G Jiamy cos® (ip)R2R? — G Jigmy cos? (is) R2re, — GJmy

cos? (ig) Riray — 16G'my cos (ig) cos (i) cos (A) R*rgr — 2 cos? (is) R*
briy — 2Gmy cos? (i) R — 12Gm, cos? (i) R*ré, — 2Gmsy cos® (ig)
R*r%p + 2G Mg cos® (Ap) RYry, + [—36G Jyam sen’(¢sqr) cos (is) cos (ir)
cos (AO)R* R?rgp — 12G Jiomy sen®(¢gq;) cos® (i) RPRZ — 12G Jom . . .
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(D.2)



.. sen (gt ) cos? (ig) RR2T5p + 12G Jiamy cos (i) cos (iz) cos (AQ)R* Rirgr + 4G
Jiomy cos? (ip )RR} + 4G Jiomy cos® (is) RR2 1%, + 4Gmy cos (ig) cos (i) cos (Af)
R'rgr + 8Gmy cos® (is) RPrap|ri, + [24G Jomy sen® (¢sar) cos (is) cos (i)

cos (AQ) R® R?rgr + 3G Jiamy sen®(¢sqr) cos? (ip) R*R? 4 18G Jiamy sen®(¢sar)

cos® (ig) R R2re, — 8G Jiomy cos (ig) cos (ig) cos (AQ)R*Rirgy — GJomy

cos® (ir)R' R} — 6G Jiomy cos” (is) R Rirgy — 2Gmy cos® (is) R'rép)ry, +

[—6G Jiamy sen’ (¢ ) cos (i) cos (ir) cos (AQ) R* R2rgr — 12G Jyomy sen®(dsar)
cos? (is) R Riray + 2G Jiomy cos (ig) cos (ig) cos (AO) R* R2rg + 4G Jam,y

cos? (is) R*R2rp|rr, + 3G Jiomy sen®(¢sar) cos® (is) R* R2r%, — Gy

cos? (i) R*R¥ 2 =0
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2 cos” (ip)wrp. + [—4w’rgr cos (ig) cos (ir) cos (Af) — 8Rw* cos” (ir,)

—2bcos” (ir,)|r;2 + [16 Rw’rgr cos (ig) cos (ir) cos (AF) + 12R*w”

cos? (ir,) + 2w?rE, cos® (ig) + 4brsr cos (ig) cos (ir,) cos (Af) + 8Rb

cos® (ir)]ry, + [—24R*w’rgr cos (is) cos (ir) cos (A#) — 8 cos® (i) R®

w? — 8Rw*rz, cos® (ig) — 16 Rbrgr cos (ig) cos (ir,) cos (AQ) — 12R%b
cos? (ig) — 2bray cos? (ig) + 2Gmy cos? (ig) + 2Gmy cos® (ig) + 2G Mg
cos (Ap)]ry, + [16 cos (ig) cos (i) cos (AQ) R*w?rsy + 2 cos® (i) R*

w? + 12R*w?rg, cos? (is) + 24R*brgr cos (ig) cos (i) cos (Af) — 4G
marsrt cos (ig) cos (ir) cos (AB) — 4Gmargr cos (ig) cos (i) cos (A) +
8cos? (i) R*b + 8 Rbra; cos® (i) — 8GmyRcos? (ir) — 4Gmy cos? (ir)

R — 8GMsR cos” (Ap)]r], + [—4cos (is) cos (ir) cos (AQ) R*w’rgr —
3G Jomy sen®(daqy ) cos® (ip ) RE — 8 cos? (is) R*w*rz, — 16 cos (i)

cos (i) cos (AQ) R*brgr + G Jamy cos® (i) RE + G Jjpmg cos® (ig)

R? 4+ 16Gmy Rrgr cos (ig) cos (iz) cos (AB) 4 8Gmy cos (ig) cos (i)

cos (AQ)Rrsr — 2cos® (ir) R*b — 12R%*bré, cos® (is) + 12Gmy R? cos® (i)
+2Gm 13y cos? (i) + 2Gmy cos? (ip) R + 2Gmagri, cos® (is) + 12G Mg
R? cos® (A))]r, + [6GJiamy sen®(¢ar) cos (ig) cos (ir,) cos (AF)

Rrgp + 12G Jigmy sen’(¢aqy ) cos? (in ) RR? + 2 cos? (is) R*wré, — 2G
Jiamy cos (ig) cos (ir) cos (AQ) R2rgr — 2G Jigmy cos (i) cos (ir,) cos (Af)
R?rgr + 4cos (ig) cos (i) cos (AQ)R*brsr — 4G Jom, cos® (iy )RR} —
24G'my R*rgr cos (ig) cos (i) cos (Af) — 4Gmy cos (ig) cos (i) cos (Af)
R?rgp + 8cos® (ig) R*bré, — 8Gmy cos® (i) R* — 8Gmy Rray cos® (ig) — 4
Gms cos® (is) Rrég — 8G Mg cos® (Ap)RP|r}, + [—24G Jomy sen®(¢sar)
cos (i) cos (ig) cos (AQ) RR?rgp — 18G Jgmy sen®(¢q;) cos® (in ) RZRZ —
3G Jiamy sen®(¢aqt) cos® (is) Riray + 8G Jgmy cos (ig) cos (ir) cos (A9 R
R2rgr 4+ 6G Jiamy cos? (i) R2R? + G Jemy cos® (is) Rirgy + GJipmy
cos? (is) Riray + 16Gmy cos (ig) cos (i) cos (AQ) R*rgp — 2 cos® (ig) R*
briy + 2Gmy cos® (ip) R* + 12Gmy cos? (is) R*ray + 2Gmg cos? (ig)
R*r%p + 2G Mg cos® (Ap) RYry, + [36G Jyamy sen’(¢sqr) cos (is) cos (ir)
cos (AQ)R2R?rgr + 12G Jigmy sen’ (¢ ) cos? (in ) RPRZ + 12G Jiom; . . .
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(D.3)



.. sen* (gt ) cos? (is) RR2r%p — 12G Jiom cos (ig) cos (ir,) cos (AQ) R*R2rgr — 4G
Jiomy cos? (ip ) R* R} — 4G Jiomy cos® (is) RR:rer — 4Gmy cos (ig) cos (i1) cos (A)
R'rgr — 8Gmy cos® (is) RPrap|ri, + [—24G Jomy sen®(¢sar) cos (is) cos (ir)

cos (AQ)R® R?rgp — 3G Jiomy sen®(¢sar) cos® (ip ) R*R? — 18G Jiomy sen?(dyar)

cos® (ig) R R2r; + 8G Jiamy cos (ig) cos (ig) cos (AQ)R*Rirsy + GJomy

cos® (i) R' R} + 6GJiomy cos® (is) R Ry + 2Gmy cos” (ig) R'rapri, +

[6G Jiomy sen® (dyq; ) cos (ig) cos (iz) cos (AO)R*Rrgy + 12G Jiomy sen®(¢q;)

cos? (ig) R Riray — 2G Jigm cos (ig) cos (ir,) cos (AQ) R* R2rgr — 4G Jiomy

cos? (is) R*R2r |, — 3G Jiamy sen? (¢gar) cos® (is) R*R2re, + G Jigmy cos® (ig)

R'Rirgr =0
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