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RESUMO

A teoria magneto-hidrodinâmica (MHD) é uma ferramente útil no estudo do com-
portamento macroscópico de fluidos magnetizados. Com isso, é possível explorar
a modelagem de plasma, que constitui uma importante área de investigação em
Ciências Espaciais. O modelo MHD pode ser obtido a partir das equações da ele-
trodinâmica juntamente com as equações de fluido, e descreve o comportamento de
fluidos eletricamente condutores sob a influência de campos magnéticos. O desafio
desse tipo de simulação está na obtenção eficiente de resultados coerentes no con-
texto físico e numérico, visto que se trata de um problema não-linear que obedece
restrições físicas. Devido à ocorrência de choques e descontinuidades na solução do
modelo MHD, utiliza-se uma discretização pelo método dos volumes finitos, conser-
vando as quantidades do modelo. Uma das equações MHD está associada é entendida
como uma restrição associada à divergência do campo magnético, a qual deve ser
nula. De forma geral, os fenômenos espaciais exibem estruturas locais dentro dos
seus domínios de influência, demandando uma representação de alta resolução para
a sua simulação numérica, que relaciona-se a um alto custo computacional, em mui-
tos casos proibitiva na visão computacional atual. Para mitigar esse custo e dar
maior eficiência à solução físico-matemática, introduz-se uma análise multirresolu-
ção adaptativa. Este tratamento numérico-computacional se fundamenta na ideia
que um dado pode ser representado em vários níveis de refinamento, de acordo com
seu comportamento local. O objetivo deste trabalho é desenvolver a metodologia
para os modelos MHD ideal e resistivo multidimensional no contexto do algoritmo
de multirresolução adaptativa por médias celulares e, com a combinação dessas fer-
ramentas, possibilitar futuramente a simulação numérica de problemas relacionados
ao plasma espacial de forma eficiente, obtendo ganhos computacionais significantes e
garantindo a qualidade da solução numérica obtida. A multirresolução possui formu-
lação teórica com sólida base matemática, apoiada em análise funcional e harmônica,
aumentando a confiabilidade do método e a qualidade da adaptabilidade aos pro-
blemas de interesse. Neste trabalho, são apresentados os resultados obtidos com a
simulação de diversos casos de estudo, com o objetivo de verificar o algoritmo de mul-
tirresolução adaptativa no contexto da simulação do modelo MHD multidimensional
para vários problemas físicos. A multirresolução adaptativa é eficiente para acelerar
o tempo de simulação e reduzir significantemente o número de células necessárias
para a simulação, conservando as propriedades físicas do sistema.

Palavras-chave: Simulação numérica. Magneto-hidrodinâmica. Multirresolução
adaptativa. Volumes finitos.
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NUMERICAL SIMULATION OF A MULTIDIMENSIONAL
MAGNETOHYDRODYNAMIC MODEL IN THE CONTEXT OF

CELL-AVERAGE ADAPTIVE MULTIRESOLUTION

ABSTRACT

The magnetohydrodynamic (MHD) theory is an useful tool to study the macro-
scopic behavior of magnetized fluid. It allows us to explore the plasma modeling,
which constitutes an important field of investigation in Space Sciences. The MHD
model can be obtained from the electrodynamics equations along to the fluid equa-
tions, and describes the behavior of the electrically conducting fluids under the
influence of magnetic fields. The challenge of the MHD simulation lies on the effi-
cient achievement of coehrent results in the physical and numerical context, since
it is a nonlinear problem that obey physical constraints. Due to the occurence of
shocks and discontinuities in the MHD model solution, we use the finite volume
method for the discretizations, conserving the quantities of the model. One of the
MHD equations can be understood as a magnetic field constraint, which guarantees
the divergence of magnetic field is physically null. More generally, the spacial phe-
nomena exhibit local structures inside their own influence domain, which demand
an adaptive multiscale representation to the numerical simulation, that is related
to the possibility of a high computational cost. In the context of mitigating this
cost and increase the efficience of the physical-mathematical solution, we introduce
the adaptive multiresolution analysis. This numerical computational treatment is
based on the idea that a data can be represented in several levels of refinement,
according to its local behavior. The goal of this work is to develop a methodology
to the ideal and resistive multidimensional MHD models in the context of the cell-
average adaptive multiresolution algorithm and, by combining these tools, hereafter
enable the numerical simulation of problems related to space plasma in a efficient
way, obtaining significant computaional gains and ensuring the quality of the nu-
merical solution. The multiresolution mathematical formulation is solid, supported
by funcional and harmonic analysis, increasing the confiability of the method and
the quality of adaptability to the problems of interest. In this work, we present
the results obtained with different cases of study in order to verify the adaptive
multiresolution algorithm in the context of multidimensional MHD simulation for
several physical problems. We show that the adaptive multiresoltion can speed up
the CPU time and reduce significantly the number of cells needed for the simulation,
conserving the physical properties of the system.

Keywords: Numerical Simulation. Magnetohydrodynamics. Adaptive Multiresolu-
tion Analysis. Finite Volume Method.
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1 INTRODUÇÃO

A modelagem numérica de fenômenos espaciais é uma área muito importante no

contexto acadêmico e tecnológico. Possibilita o melhor entendimento de fenômenos

físicos importantes, a partir do estudo do comportamento de soluções numéricas

de modelos compostos por equações diferenciais parciais. No contexto de plasma

espacial, existem diversos modelos existentes que o descrevem de acordo com a

física do problema, sua escala espacial etc. Todos os modelos aplicados aos plasmas

têm suas bases nas teorias de mecânica, eletrodinâmica e cinética clássicas, embora

essa seja uma afirmação didática simplificadora da riqueza de situações que possam

existir. Assim, a escolha de um modelo adequado depende da investigação científica

ou tecnológica que se pretende considerar.

Quando tem-se interesse em fenômenos em escala macroscópica, a teoria magneto-

hidrodinâmica (MHD) constitui uma importante ferramenta, na qual o plasma é

descrito como um fluido eletricamente condutor na presença de campos magnéticos

(CHEN, 1974). O modelo MHD é útil para estudar o comportamento de fenômenos re-

lacionados ao plasma espacial, encontrado na coroa solar, vento solar e magnetosfera

de planetas, de forma a facilitar o entendimentos de fenômenos físicos de interesse.

Simulações numéricas são utilizadas para interpretar, analisar e, em alguns casos,

prever fenômenos observacionais. Neste contexto, apresenta-se um código MHD que

reúne metodologias conservativas a fim de possibilitar a simulação MHD.

A teoria MHD se tornou mais conhecida no final da década de 30 do século passado

e o interesse nessa área foi culminado na década de 40, pela descoberta das ondas de

Alfvèn, um fenômeno intrínseco à magneto-hidrodinâmica (ALFVÉN, 1942). Entre os

anos 70 e 80, foram publicados os primeiros trabalhos sobre simulações numéricas

em duas e três dimensões no contexto de plasma espacial (LEBOEUF et al., 1978;

BRECHT et al., 1982; OGINO et al., 1986). A partir disso, diversos códigos MHD são

utilizados para estudar processos importantes no meio interplanetário e na magne-

tosfera terrestre, contruibuindo para o maior entendimento do ambiente geoespacial

e o progresso da área de simulação MHD multidimensional (STONE, 1999; FRYXELL

et al., 2000; MIGNONE et al., 2007; STONE et al., 2008; SKÁLA et al., 2015).

O modelo MHD é caracterizado por equações diferenciais parciais evolutivas, apre-

sentando descontinuidades na solução, as quais devem ser resolvidadas de forma

adequada. Neste contexto, destacam-se os esquemas numéricos do tipo Godunov,

conhecidos na área de hidrodinâmica pela sua robustez, capacidade de aumentar a

ordem do método e eficiência para resolver choques e descontinuidades. A exten-
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são desse tipo de esquema para as equações MHD é realizada no final dos anos

80 (BRIO; WU, 1988; ZACHARY et al., 1994; DAI; WOODWARD, 1995), introduzindo

uma metodologia que possibilita a obtenção de uma representação adequada das

descontinuidades presentes na solução, evitando oscilações numéricas e mantendo a

precisão em regiões em que a solução apresenta comportamento suave. Desde então,

metodologias desse tipo são bastante utilizadas na literatura de simulação MHD

(HARTEN et al., 1983; RYU et al., 1998; POWELL et al., 1999; DEDNER et al., 2002;

WESENBERG, 2003; LI, 2005; MIYOSHI; KUSANO, 2005; TOUMA; ARMINJON, 2006;

XU et al., 2016; MAYIGUÉ; GROLL, 2017), permitindo a captura de diversos tipos de

comportamentos que ocorrem na solução do modelo.

Para garantir a ausência de monopolos magnéticos na solução do modelo MHD,

são desenvolvidos esquemas numéricos que obedecem a restrição física de divergên-

cia nula do campo magnético (BRECHT et al., 1981; EVANS; HAWLEY, 1988; DAI;

WOODWARD, 1998; RYU et al., 1998; BALSARA; SPICER, 1999). Atualmente, existem

diversas metodologias nesse contexto (ZACHARY et al., 1994; TÓTH, 2000; BALSARA;

KIM, 2004; MIYOSHI; KUSANO, 2011). Em particular, são desenvolvidos esquemas

numéricos conhecidos como divergence cleaning, que não anulam efetivamente a di-

vergência do campo magnético, no entanto, evitam que os erros associados a ela não

afetem a integridade da solução numérica e não acrescentam um custo computacio-

nal significantivo ao código (MUNZ et al., 2000; POWELL, 1997; DEDNER et al., 2002;

MIGNONE; TZEFERACOS, 2010).

Com a demanda de uma maior resolução espacial no domínio computacional dos fê-

nomenos estudados, a fim de obter uma melhor representação das estruturas presen-

tes na solução do modelo MHD, introduzem-se metodologias adaptativas, nas quais

a malha computacional se adapta às estruturas presentes na solução, viabilizando

simulações numéricas que seriam dispendiosas sem esse cuidado. Uma abordagem

bastante conhecida e difundida é o Refinamento de Malha Adaptativo, do inglês

Adaptive Mesh Refinement (BERGER; OLIGER, 1984; BERGER; COLELLA, 1989), que

possibilita a resolução numérica de uma região localizada em uma simulação de larga

escala, além de acelerar a simulação e obter alta resolução global. Existem diversas

implementações desse algoritmo e bibliotecas prontas para utilização em códigos

MHD (MACNEICE et al., 2000; COLELLA et al., 2000; HOLST et al., 2011; BRYAN et al.,

2014; ZHANG et al., 2016).

Uma abordagem recente, dentro do contexto adaptativo, é a análise de multirreso-

lução por médias celulares, introduzida por Ami Harten (HARTEN, 1993; HARTEN,
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1994; HARTEN, 1995; HARTEN, 1996). A multirresolução (MR) é baseada na teoria

de wavelets, fundamentada em análise funcional e harmônica, e utiliza coeficien-

tes wavelet para avaliar a regularidade local da solução numérica e, assim, adaptar

a malha ao problema. Posteriormente, diversos trabalhos relevantes são desenvol-

vidos, dando continuidade à metodologia proposta por Harten(COHEN et al., 2003;

KAIBARA; GOMES, 2001; MÜLLER, 2003; ROUSSEL et al., 2003a). Em particular, com

a abordagem para médias celulares, são construídas técnicas para aplicação da MR

a leis de conservação hiperbólicas em uma dimensão (HARTEN, 1995). Posterior-

mente, as extensões para leis de conservação em duas e três dimensões são desen-

volvidas(BIHARI; HARTEN, 1997; ROUSSEL, 2003). Uma visão geral da abordagem

MR e comparações entre os métodos adaptativos apresentados são discutidas em

(COHEN, 2003; DOMINGUES et al., 2011; DEITERDING et al., 2009; DEITERDING et al.,

2016).

O objetivo deste trabalho é possibilitar a simulação numérica dos modelos MHD

ideal e resistivo em duas e três dimensões no contexto de médias celulares, utilizando

uma abordagem de multirresolução adaptativa para a representação de estruturas

localizadas presentes na solução do modelo de forma eficiente.

Unificando as equações do modelo MHD, esquemas numéricos de segunda ordem,

restrições físicas e a multirresolução adaptativa, desenvolve-se o código CARMEN–

MHD, possibilitando a obtenção de soluções numéricas do modelo em malha uni-

forme ou adaptativa. Essa implementação é baseada no código CARMEN, desenvol-

vido por Olivier Roussel (ROUSSEL et al., 2003b) para a simulação hidrodinâmica com

o algoritmo MR adaptativa. O código CARMEN–MHD utiliza o mesmo algoritmo

adaptativo, ajustado às variáveis do modelo MHD.

Contribuições

Neste trabalho, metodologias numéricas necessárias para a simulação numérica dos

modelo MHD ideal e resistivo são implementadas e combinadas com o algoritmo de

multirresolução adaptativa, viabilizando o estudo dos fenômenos de plasma. Essa

abordagem é pioneira no contexto de simulação MHD multidimensional, e se mostra

eficiente na obtenção de soluções numéricas bem representadas.

A estabilidade e robustez do código CARMEN–MHD é demonstrada com a simula-

ção de diferentes problemas, que testam variados comportamentos físicos que podem

ocorrer na solução do modelo. A verificação das implementações e dos resultados é

realizada a partir de comparações com um código já verificado e conhecido na área
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de simulação MHD.

A combinação das metodologias numéricas juntamente com a verificação dos resulta-

dos obtidos têm como produto o código CARMEN–MHD. Esse código é otimizado e

verificado nos contextos físico e numérico, constituindo uma ferramenta com usabili-

dade considerável, relevante para validações MHD e comparações de adaptatividade.

Além disso, o código, sua documentação e scripts relacionados são disponibilizados

online para permitir reprodutibilidade dos resultados obtidos e outra implementa-

ções.

Este trabalho está organizado como descrito a seguir:

• No Capítulo 2 são apresentadas as equações dos modelos MHD ideal e

resistivo, assim como suas hipóteses e deduções a partir das equações de

fluido e da eletrodinâmica, em suas formas primitiva e conservativa.

• O método de volumes finitos e a análise de multirresolução em três di-

mensões são introduzidos e discutidos no Capítulo 3. Essas metodologias

compõem a base teórica, sendo essenciais para a formulação numérica uti-

lizada neste trabalho, garantindo a conservação das variáveis e a eficiência

da abordagem adaptativa.

• No Capítulo 4, as metodologias numéricas adicionais são apresentadas e

discutidas. Durante o desenvolvimento deste trabalho, essas metodologias

se mostraram necessárias para garantir a integridade física da solução nu-

mérica, a precisão do esquema numérico e a captura das estruturas na

solução. Além disso, compõem um conjunto de ferramentas essenciais para

aumentar a eficácia do código e a qualidade da solução numérica.

• Os aspectos computacionais, como os detalhes acerca do código CARMEN–

MHD, visualizações, erros e tipos de arquivo, são introduzidos no Capí-

tulo 5, os quais são importantes para entender a evolução e implementa-

ção do código CARMEN–MHD. Neste capítulo, são apresentados todos os

esforços e desafios acerca de seu desenvolvimento, assim como os esclare-

cimentos acerca das métricas utilizadas nos resultados.

• Os resultados para a verificação do código CARMEN–MHD são apresenta-

dos no Capítulo 6, para os problemas do vórtex de Orszag-Tang, instabili-

dade de Kelvin-Helmholtz, nuvem magnética e reconexão magnética. Essa
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variedade de casos de estudo é escolhida com o objetivo de avaliar a perfor-

mance do código CARMEN–MHD para diversos tipos de comportamentos

que ocorrem na simulação numérica, a fim de garantir a coerência e con-

vergência dos resultados obtidos, assim como a sua qualidade, certificando

a robustez e eficiência do código desenvolvido.

• As conclusões e trabalhos futuros são discutidas no Capítulo 7, reiterando

as contribuições deste trabalho e importância dentro do contexto de simu-

lação MHD.
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2 TEORIA MAGNETO-HIDRODINÂMICA

Neste capítulo é apresentada a descrição magneto-hidrodinâmica (MHD), conside-

rando o plasma como um único fluido, ou seja, negligenciando a identidade individual

de cada partícula (íons e elétrons), considerando apenas um elemento de fluido ou

um grupo de partículas. A teoria de fluidos é utilizada na física do plasma quando

o comportamento de fenômenos de larga escala são considerados (BITTENCOURT,

2004). A teoria MHD descreve a dinâmica de um fluido eletricamente condutor sob

a influência de um campo magnético (CHEN, 1974). Para que seja possível a mode-

lagem do plasma como um fluido, devem ser feitas algumas considerações (SPRUIT,

2013). Em Ledvina et al. 2008, são apresentadas sete hipóteses implícitas acerca da

validade do modelo MHD. A seguir, apresenta-se uma reunião desses critérios:

Quase neutralidade: A densidade de partículas carregadas negativamente ne é

aproximadamente igual à densidade de partículas carregadas positivamente ni. A

neutralidade elétrica é satisfeita na maioria dos meios astrofísicos.

Massa do elétron negligenciada: A partir da relação me

mi
≪ 1, em que me, mi de-

notam as massas do elétron e do íon respectivamente, atribui-se me = 0. Juntamente

com a hipótese da quase neutralidade, a densidade de massa do plasma é definida

por ρ = nimi, caracterizando uma alta densidade de íons e, assim, um plasma de

baixa frequência.

Aproximação de fluido: As quantidades termodinâmicas locais podem ser defi-

nidas no plasma. As variações nessas quantidades são muito lentas se comparadas

com a escala de tempo de processos microscópicos no plasma. Assume-se que uma

quantidade suficientemente grande de partículas está presente no fluido e, com isso,

as propriedades locais do fluido podem ser definidas.

Pressão isotrópica: A relação ∇ · (p I) = ∇p é válida para a pressão total p, em

que I é o tensor identidade de ordem dois. Essa hipótese é válida para plasmas co-

lisionais, com frequente interação entre partículas.

Lei de Ohm generalizada: Os termos associados ao efeito Hall (∽ J×B), que per-

mite o movimento separado de íos e elétrons, e à inércia dos elétrons (∽ me∂J/∂t)

são negligenciados, garantindo a validade do modelo apenas para fenômenos de

baixa frequência e escalas macroscópicas. A lei de Ohm descreve uma relação local

e instantânea entre o campo magnético e a densidade de corrente no plasma.

As equações que descrevem o comportamento macroscópico do plasma podem ser

obtidas a partir das Equações de Maxwell juntamente com as equações da teoria

hidrodinâmica (GOEDBLOED; POEDTS, 2004). Neste trabalho, descreve-se a aborda-
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gem MHD a partir das equações de fluido e Maxwell, primeiramente a formulação

não-conservativa, com a dedução das equações MHD, e posteriormente o modelo

conservativo.

2.1 Equações MHD

O modelo MHD é composto pelas equações da continuidade, momento, campo

magnético e pressão. No total são obtidas oito equações para oito variáveis

(ρ, p, ux, uy, uz, Bx, By, Bz) e, com isso, o sistema MHD é dito completo. A for-

mulação não-conservativa do modelo MHD resistivo é dada pelas equações

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, (2.1a)

∂p

∂t
+∇ · (pu) + (γ − 1)p∇ · u = η(γ − 1)|∇ ×B|2, (2.1b)

ρ
du
dt

+∇p− (∇×B)×B = ρg, (2.1c)

∂B
∂t
−∇× (u×B) = −∇× (η∇×B), (2.1d)

em que o campo magnético B = (Bx, By, Bz) é a variável eletromagnética, e as

variáveis de fluido são a densidade de massa ρ, a pressão total p, a velocidade

u = (ux, uy, uz) e g a aceleração da gravidade. A resistividade é denotada por

η = η(x, y, z) e a constante adiabática por γ. O termo da força da gravidade ρg

pode ser desconsiderado, exceto em certos problemas astrofísicos, geofísicos e de as-

tronomia. O termo resistivo no lado direito da equação da pressão é, normalmente,

negligenciado por não assumir valores significantes (CALLEN, 2003). No entanto, ele

é mantido para a reprodução da física do modelo e consistência das equações.

Para obter as equações do modelo MHD não relativístico, ou seja, em que a veloci-

dade do fluido é muito menor que a velocidade da luz, utilizam-se as seguintes leis

que regem a eletrodinâmica clássica

∇ ·B = 0, Lei de Gauss - Magnetismo (2.2a)

∇×E = −∂B
∂t
, Lei de Faraday (2.2b)

∇×B = µ0J, Lei de Ampère (2.2c)

∇ · E =
ρ

ε0

Lei de Gauss (2.2d)

em que J é a densidade de corrente, E o campo elétrico, e µ0 a permeabilidade

magnética no vácuo e ε0 a permissividade no vácuo. Essas equações descrevem o
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comportamento dos campos elétrico e magnético, como se propagam, interagem e

são influenciados. Também são necessárias a segunda lei de Newton, a lei de Ohm e

a equação de estado, dadas por

ρ
du
dt

= F, 2a Lei de Newton (2.3a)

(2.3b)

E + u×B = ηJ, Lei de Ohm (2.3c)

(2.3d)
d
dt

(

ln
p

ργ

)

= η
γ − 1
p
|J|2, Eq. de Estado (2.3e)

(2.3f)

em que F é uma força vetorial e a derivada total (ou derivada Lagrangiana)

d
dt

=
∂

∂t
+ u · ∇, (2.4)

a qual mede a mudança total na quantidade associada a um elemento de fluido que

se move no espaço, consistindo em uma derivada temporal local (ou Euleriana) ∂
∂t

e um termo de advecção/convecção que descreve a variação na direção u (LAMB,

1924). Nas próximas seções são deduzidas as equações MHD baseadas na teoria de

fluidos e nas leis de Maxwell (SCHNACK, 2009).

2.1.1 Equação da continuidade

Seja um elemento de fluido dV com densidade de massa ρ = ρ(x, y, z, t) centrada no

ponto P , representando a densidade de massa média sobre dV , como ilustrado na

Figura 2.1. A massa total de dV , em um tempo t arbitrário, é dada por

M =
ˆ

ρ dV =
ˆ

ρ dx dy dz. (2.5)

Assumindo que dentro do elemento de fluido não há estruturas, como fontes e sor-

vedouros, então a taxa de variação dM
dt

descreve a taxa na qual a massa entra ou sai

de um elemento de superfície dS pertencente à fronteira de dV , ou seja, como essa

quantidade varia no tempo. Quando dS coincide com a face de dV , o vetor normal

n a essa superfície aponta para fora do elemento de volume.
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Figura 2.1 - Elemento de fluido com dimensão dV = dx dy dz e densidade de massa
ρ(x, y, z) centrada no ponto P (esquerda). Elemento de superfície se movendo
a uma velocidade u e o vetor normal à superfície dS.

P (x, y, z)

dx

dy

dz

kkk

dS

u

Fonte: Produção do autor baseada em Schnack (2009).

O fluxo de massa que flui através de dS é ρu, em que u é a velocidade do fluido.

Sendo assim, considerando dS = n dS, a taxa total de fluxo de massa saindo de dV

é dada pela soma da massa por unidade de tempo saindo em cada face de dV , isto

é,
˛

S

ρu · dS =
˛

S

ρu · ndS, (2.6)

em que a integral é sobre a superfície de dV . Com isso, a seguinte igualdade é válida

∂

∂t

ˆ

V

ρ dV = −
˛

S

ρu · n dS, (2.7)

em que o sinal negativo no termo do lado direito deve-se ao fluxo que sai do volume. A

Equação 2.7 caracteriza uma lei de conservação, a qual garante que a taxa de variação

de uma quantidade contida em um domínio V é igual ao fluxo dessa quanridade

através da fronteira desse domínio (LAX, 1973). Pelo teorema da divergência de

Gauss, obtém-se
∂

∂t

ˆ

V

ρ dV = −
ˆ

V

∇ · (ρu)dV. (2.8)

Considerando ρ e ∂ρ
∂t

funções contínuas em t e rearranjando os termos da equação

acima, tem-se
ˆ

V

[

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu)

]

dV = 0. (2.9)
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Para que a Equação 2.9 seja válida, é preciso que o integrando seja nulo, isto é,

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, (2.10)

expressando a conservação de massa. A Equação 2.10 é conhecida como equação

da continuidade e pode ser reescrita em termos da derivada Lagrangiana, ou seja,

considerando a existência das derivadas de ρ e u em relação a x, y e z, e a identidade

vetorial dada pela Equação A.1, tem-se

∂ρ

∂t
+ ρ∇ · u + u · ∇ρ = 0. (2.11)

Os dois primeiros termos do lado esquerdo da equação acima podem ser reescritos

como uma derivada Lagrangiana, isto é,

dρ
dt

= −ρ∇ · u, (2.12)

em que −ρ∇ · u mede a mudança em ρ que ocorre devido à compressão (∇ · u < 0)

ou dilatação (∇ · u > 0) de um elemento de fluido. Em um fluido incompressível

(∇ · u = 0), a variação da densidade de massa é equivalente à advecção dessa

quantidade, pois dρ
dt

= 0.

2.1.2 Equação do momento

Considera-se a segunda lei de Newton para um elemento de fluido, como apresentado

na Equação 2.3a por ρdu

dt
= F, em que F é uma força vetorial por unidade de volume

que age neste elemento. Neste trabalho, no contexto da magneto-hidrodinâmica,

define-se F como uma composição de forças: força gradiente de pressão, proveniente

da ação coletiva do movimento de partículas; força eletromagnética de Lorentz; e a

força gravitacional. Dessa forma, reescreve-se a lei de Newton como

ρ
du
dt

= −∇p + J×B + ρg. (2.13)

O gradiente de pressão no lado direito da Equação 2.13 tem sinal negativo, pois

ocorre no sentido oposto ao fluido. Substituindo J dado pelo lei de Ampère na

Equação 2.2c e considerando B = B
√
µ0, obtém-se

ρ
du
dt

= −∇p+ (∇×B)×B + ρg, (2.14)

a qual é chamada de equação do momento de um fluido eletromagnético.
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2.1.3 Equação da indução magnética

A relação existente entre o campo magnético B e o campo elétrico E é dada pela lei

de Faraday, que descreve a evolução temporal de B em termos do rotacional de E,

isto é,
∂B
∂t

= −∇× E. (2.15)

Um fluido eletricamente condutor permite que a corrente possa fluir dentro do seu

domínio. Então, é possível relacionar a densidade de corrente a um campo elétrico

E′ em termos da resistividade elétrica do fluido η, ou seja,

ηJ = E′, (2.16)

conhecida como lei de Ohm. O campo elétrico E′ é obtido ao levar em consideração o

fluido se movendo com a velocidade de fluxo de massa do plasma, dado pela equação

E′ = E + u×B, resultando em

ηJ = E + u×B, (2.17)

que caracteriza a lei de Ohm resistiva, apresentada anteriormente na Equação 2.3c.

Substituindo a Equação 2.17 na Equação 2.15, obtém-se

∂B
∂t

= −∇× (ηJ− u×B), (2.18)

resultando em
∂B
∂t
−∇× (u×B) = −∇× (ηJ), (2.19)

devido à linearidade do operador diferencial ∇×. Substituindo J na Equação 2.19 e

considerando B = B
√
µ0, tem-se

∂B
∂t
−∇× (u×B) = −∇× (η∇×B), (2.20)

a qual é conhecida como equação da indução magnética.

2.1.4 Equação da pressão

A equação de estado expressa uma evolução caracterizada pela constante adiabática

γ, relacionando a densidade de massa e a pressão com a densidade de corrente e a
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resistividade, resultando em

d
dt

ln

(

p

ργ

)

= η
(γ − 1)
p
|J|2. (2.21)

Essa equação é quase isotrópica, devido à contribuição do termo resistivo no lado

direito da equação (CALLEN, 2003). A partir dela é possível obter a equação que

descreve a variação da pressão em termos das variáveis p, u, B e, dessa forma, fechar

o sistema de equações, que contará com o número de equações igual ao número de

incógnitas.

Operando os termos da Equação 2.21, tem-se

d
dt

ln(p)− d
dt

ln(ργ) = η
(γ − 1)
p
|J|2. (2.22)

Calculando as derivadas do lado esquerdo da equação acima e multiplicando toda a

equação por ρ, obtém-se

dp
dt
− γp

ρ

dρ
dt

= η(γ − 1)|J|2. (2.23)

Substituindo a Equação 2.12 na Equação 2.23, tem-se

dp
dt
− pγ

ρ
(−ρ∇ · u) = η(γ − 1)|J|2. (2.24)

Desenvolvendo os termos da derivada dp
dt

e considerando γp = (γ−1)p+p, obtém-se

∂p

∂t
+ u · ∇p+ (γ − 1)p∇ · u + p∇ · u = η(γ − 1)|J|2. (2.25)

Reorganizando os termos da equação acima utilizando a Identidade A.1, conclui-se

∂p

∂t
+∇ · (pu) + (γ − 1)p∇ · u = η(γ − 1)|J|2. (2.26)

Substituindo a lei de Ampère na Equação 2.26 e considerando B = B
√
µ0, obtém-se

a equação da pressão do fluido

∂p

∂t
+∇ · (pu) + (γ − 1)p∇ · u = η(γ − 1)|∇ ×B|2, (2.27)

completando o sistema de equações da magneto-hidrodinâmica em sua forma primi-

tiva.
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2.2 Equações MHD quase conservativas

Neste trabalho, tem-se interesse na forma quase conservativa do modelo MHD. Dife-

rente da forma primitiva, apresentada na Seção 2.1, a formulação quase conservativa

do modelo MHD expressa princípios físicos de conservação local e global de massa,

momento, energia e, em alguns casos, fluxo magnético, pois as equações são reescritas

como leis de conservação. O modelo MHD resistivo na sua forma quase conservativa

é dado por

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, (2.28a)

∂(ρu)
∂t

+∇ ·
[

ρuu +

(

p+
|B|2

2

)

I−BB

]

= 0, (2.28b)

∂E
∂t

+∇ ·
[

(E + p)u + u ·
(

|B|2
2

I−BB

)]

= ∇ · [B× η(∇×B)] , (2.28c)

∂B
∂t

+∇ · (uB−Bu) = −∇× (η∇×B). (2.28d)

Nesse contexto, analisa-se cada equação individualmente de forma a reescrevê-las

como leis de conservação, isto é, para um vetor de quantidades U e um tensor fluxo

F(U) tem-se
∂U
∂t

+∇ · F(U) = 0, (2.29)

uma lei de conservação vetorial. Em alguns casos, como no modelo MHD resistivo,

há termos fontes de calor e difusão adicionados na equação, constituindo uma forma

ainda mais geral na qual nem sempre há conservação, ou existe uma condição de

quase conservação. Define-se, então, uma equação de conservação na forma diferen-

cial, levando em consideração os termos fonte, por

∂U
∂t

+∇ · F(U) = S(U), (2.30)

com F(U) = (Fx(U),Fy(U),Fz(U))T , em que Fx(U),Fy(U),Fz(U) são os vetores

fluxo nas direções x, y, z, respectivamente. De acordo com o Sistema 2.28 MHD

resistivo, U e F(U) são definidos definidos por

U =

















ρ

ρu

E
B

















, F(U) =

























ρu

ρuu +

(

p+
|B|2

2

)

I−BB
(

E + p+
|B|2

2

)

u−B(u ·B)

uB−Bu

























, (2.31)
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e o vetor fonte é dado por S(U) = (0, 0,∇ · (B × η∇ × B),−∇ × (η∇ × B))T . O

tensor I denota a matriz identidade 3× 3.

As Equações 2.28a e 2.28b expressam a conservação de massa e momento, respecti-

vamente. Já as Equações 2.28c e 2.28d, referentes à densidade de energia e ao campo

magnético expressam uma relação de quase conservação, devido aos termos que de-

pendem da resistividade η 6= 0. Nas próximas seções, essas equações são deduzidas.

2.2.1 Conservação de momento

Para obter a lei de conservação associada ao momento, considera-se a força gra-

vitacional nula na Equação 2.14. Essa consideração é feita, pois os problemas de

interesse deste trabalho não necessitam da adição desta força ao sistema. Com isso,

a equação do momento é reescrita como

ρ
du
dt

= −∇p + (∇×B)×B. (2.32)

O termo do gradiente de pressão ∇p por ser reescrito com o operador de divergência,

e a matriz identidade I, ou seja, ∇ · (pI), pois ∇ ≡ ∇ · I. Utilizando as identidades

vetoriais dadas pelas Equações A.2 e A.3, obtém-se

ρ

(

∂u
∂t

+ u · ∇u

)

= −∇ · (pI) +∇ ·
(

BB− |B|
2

2
I

)

. (2.33)

Agrupando os termos da equação, tem-se

∂(ρu)
∂t

− u
∂ρ

∂t
+ ρu · ∇u = −∇ ·

[(

p+
|B|2

2

)

I−BB

]

. (2.34)

Substituindo a Equação 2.28a na equação acima e utilizando a identidade vetorial

definida na Equação A.1, obtém-se

∂(ρu)
∂t

+∇ · (ρuu) = −∇ ·
[(

p+
|B|2

2

)

I−BB

]

, (2.35)

e, com isso, conclui-se que

∂(ρu)
∂t

+∇ ·
[

ρuu +

(

p+
|B|2

2

)

I−BB

]

= 0, (2.36)

a qual descreve a equação de conservação do momento.
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2.2.2 Conservação de energia

Nesta seção, deseja-se obter a equação de conservação de energia, dada em termos

da variável E , definida pela lei constitutiva

E =
p

γ − 1
+ ρ
|u|2
2

+
|B|2

2
. (2.37)

A equação evolutiva da densidade de energia é obtida a partir das equações do

momento, pressão e campo magnético, após algumas alterações. Fazendo o produto

interno de u pela Equação 2.32 e rearranjando seus temos, obtém-se

∂

∂t

(1
2
ρ|u|2

)

+∇ ·
(1

2
ρ|u|2u

)

+ u · ∇p− u · (J×B) = 0. (2.38)

Substituindo p = (γ − 1)ρe nos dois primeiros termos da Equação 2.27, em que e a

energia interna, e dividindo seus termos por (γ − 1), tem-se

∂

∂t
(ρe) +∇ · (ρeu) + p∇ · u = η|J|2. (2.39)

Fazendo o produto escalar de B com a Equação 2.20 e utilizando as identidades

vetoriais definidas pelas Equações A.4 , A.5 e A.6, obtém-se

∂

∂t

(1
2
|B|2

)

+∇ · (B ·Bu− u ·BB) + u · (J×B) = ∇ · (B× ηJ)− η|J|2. (2.40)

Somando as Equações 2.38, 2.39 e 2.40, eliminando os termos similares e substituindo

J = ∇×B, obtém-se a lei de conservação que descreve a evolução da densidade de

energia dada por

∂E
∂t

+∇ ·
[

(E + p)u + u ·
(

|B|2
2

I−BB

)]

= ∇ · [B× η(∇×B)] . (2.41)

O termo resistivo no lado direito da equação acima pode influenciar na conservação

da energia. No entanto, esse termo é suficientemente pequeno, de forma que, em

muitos casos, pode ser negligenciado.

2.2.3 Fluxo magnético

Devido ao termo que inclui a resistividade na lei de Ohm, não há conservação integral

para a equação da indução magnética. No entanto, é possível reescrevê-la como uma

equação de conservação. Utilizando a identidade vetorial dada pela Equação A.7, a

16



Equação 2.20 pode ser reescrita como

∂B
∂t

+∇ · (uB−Bu) = −∇× (η∇×B). (2.42)

A não-conservação associada a essa equação pode acarretar em mudanças no fluxo

magnético, que pode ser entendido como a quantidade de linhas de campo através

de uma determinada superfície.

Considerando uma curva fechada C dentro de um fluido, tal que todo ponto perten-

cente a ela se move com velocidade local do fluido, tem-se a superfície S limitada

por C, como ilustrado na Figura 2.2. O fluxo magnético Φ que flui através dessa

superfície é dado por

Φ =
ˆ

S
B · dS, (2.43)

com dS um elemento infinitesimal da superfície S e dS = n dS, ou seja, a integral

da componente normal do campo magnético que passa por S.

Figura 2.2 - Fluxo magnético passando através da superfície S, limitada pela curva C.

B

C

S

Fonte: Produção do autor baseada em Parks (1991).

A variação do fluxo magnético Φ, à medida que a curva se move com o fluido, no

contexto Lagrangiano, é definida por

dΦ
dt

= −
˛

C
(E + u×B) · dℓ, (2.44)

17



em que dℓ é um elemento inifinitesimal pertencente à curva C. No caso resistivo, em

que a lei de Ohm é dada por

E + u×B = ηJ,

a Equação 2.44 é reescrita como

dΦ
dt

= −
˛

C
(ηJ) · dℓ. (2.45)

A integral definida na Equação 2.45 é não-nula, implicando que o fluido pode se

mover separadamente relativo ao campo magnético. Com isso, as linhas de campo

magnético podem deslizar através do fluido e, até mesmo, sofrer alterações em sua

topologia. Isso ocorre devido à resistividade, que adiciona comportamento difusivo

ao campo magnético, permitindo que ocorram processos de natureza dissipativa.

2.3 MHD ideal conservativo

Quando há ausência de resistividade, o modelo resultante é chamado MHD ideal.

Esse modelo descreve a dinâmica de um fluido perfeitamente condutor, o qual é

idealizado, porém não existe na natureza. No entanto, quando o interesse se volta

para plasmas altamente magnetizados, o modelo ideal permite uma aproximação

adequada, visto que, em muitos casos, esse tipo de plasma é um excelente condutor

de eletricidade. Neste caso, os termos resisitivos nas equações da densidade total de

energia e fluxo magnético são negligenciados. Sendo assim, o modelo MHD ideal, em

sua forma conservativa, é dado por

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, (2.46a)

∂ρu
∂t

+∇ ·
[

ρuu +
(

p+
1
2
B2
)

I−BB
]

= 0, (2.46b)

∂E
∂t

+∇ ·
[(

E + p+
B2

2

)

u−B (u ·B)

]

= 0, (2.46c)

∂B
∂t

+∇ · (uB−Bu) = 0, (2.46d)

com B = |B|. No caso ideal, a lei de Ohm definida anteriormente por E+u×B = ηJ,

é reescrita como E + u×B = 0. Assim, voltando ao conceito discutido de variação

de fluxo magnético, pode-se estender o resultado para o caso ideal. A partir da

Equação 2.44, tem-se
dΦ
dt

=
˛

C

(E + v×B) · dl = 0, (2.47)
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ou seja, o fluxo magnético através de qualquer curva fechada C é constante. Nesse

caso, existe a conservação de fluxo magnético e, assim, o fluido não pode se mover

através do campo magnético. Esse resultado é conhecido como condição do fluxo

congelado (do inglês frozen flux condition), em que as linhas de campo mantém a

mesma topologia, de forma a conservar a integridade dos elementos de fluido. A

abordagem apresentada é baseada em (FITZPATRICK, 2014)
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3 ABORDAGEM NUMÉRICA

Ao contrário dos estudos observacionais, o qual tem limitações de espaço e tempo, as

técnicas numéricas podem ser utilizadas para simular eventos em regiões desde esca-

las macroscópicas até microscópicas, durante um determinado intervalo de tempo.

Mesmo em situações nas quais é possível realizar experimentos, simulações compu-

tacionais podem ser uma alternativa mais eficiente, menos custosa e, também, com-

plementar para o entendimento de um certo fenômeno (TÓTH; ROE, 2002). Além

disso, podem tratar diversos fenômenos ao mesmo tempo – mesmo processos não

lineares.

Considerando os modelos MHD apresentados no Capítulo 2, a escolha de uma for-

mulação numérica é necessária de forma possibilitar a sua simulação. Várias meto-

dologias são utilizadas no contexto MHD como, por exemplo, método das diferenças

finitas (DAI; WOODWARD, 1998; JIANG; WU, 1999b; MIGNONE et al., 2010), volumes

finitos (STONE; GARDINER, 2009; LEE, 2013) e elementos finitos (SALAH et al., 2001;

SOVINEC et al., 2004; BASTING; KUZMIN, 2017). Cada método tem suas vantagens e

desvantagens, e sua adequação depende do modelo utilizado, tipo de problema, ge-

ometria da malha computacional, entre outros. Neste trabalho, utiliza-se o método

de volumes finitos, o qual é baseado na forma integral de leis de conservação, garan-

tindo que as quantidades em questão sejam conservadas em âmbito local e global, e

será discutido com mais detalhes em breve (LEVEQUE, 2002).

É comum que a solução numérica de um modelo contenha estruturas localizadas,

necessitando de um maior refinamento de malha computacional. Por outro lado, tam-

bém existem regiões nas quais a mesma solução apresenta comportamento constante

ou suave, não sendo necessário um maior refinamento. Nesse contexto, o conceito da

análise multirresolução adaptativa (HARTEN, 1993; HARTEN, 1994; HARTEN, 1995;

HARTEN, 1996) é introduzido, e sua revisão é apresentada em (COHEN, 2003; DOMIN-

GUES et al., 2011) e referência lá citadas. Nessa metodologia a solução é decomposta

em diferentes níveis de resolução, possibilitando que a malha computacional seja

adaptada ao problema que se deseja model(DOMINGUES et al., 2011)ar. Assim, a re-

dução do custo computacional da simulação se torna viável, graças ao algoritmo que

faz com que a malha seja refinada apenas onde há estruturas localizadas, evitando

o uso desnecessário de memória. A acurácia da solução pode ser mantida e, assim,

a solução é bem representada e coerente com a física do problema.

Neste capítulo é apresentada a metodologia numérica utilizada neste trabalho, intro-

duzindo a discretização pelo método dos volumes finitos e sua motivação no contexto
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da abordagem adaptativa da análise multirresolução.

3.1 Método de volumes finitos

O método de Volumes Finitos (VF) é baseado na forma integral de leis de con-

servação. O domínio do problema é particionado em pequenos volumes ou células,

os quais podem fazer parte de uma malha cartesiana, triangular ou qualquer outra

geometria desejada. Neste trabalho, a abordagem é feita para uma malha cartesi-

ana regular, em duas e três dimensões. Devido à sua formulação integral, o método

é adequado onde há descontinuidades, e a conservação das quantidades e fluxos é

mantida (LEVEQUE, 2002). Nesta seção, apresenta-se a formulação tridimensional

do método.

Basicamente, uma lei de conservação define que a taxa de variação da quantidade

total de uma grandeza contida em um volume fixo é igual ao fluxo dessa grandeza

através da fronteira do volume (LAX, 1973). Matematicamente, essa definição indica

que para uma grandeza ζ em um volume V tem-se

∂

∂t

ˆ

V

ζ dV = −
ˆ

∂V

f(ζ) · n dV, (3.1)

em que f(ζ) é o fluxo, n é o vetor normal ao volume exterior à fronteira do domínio

de ∂V .

Como uma lei de conservação é uma relação entre integrais, então ela pode ser

satisfeita por funções que não são contínuas ou diferenciáveis. Assumindo que as

funções são suficientemente suaves, a derivada temporal pode ser colocada dentro

da integral do lado esquerdo da Equação 3.1, e aplicando o Teorema da Divergência

de Gauss ao lado direito da equação, obtém-se

ˆ

V

∂

∂t
ζ dV = −

ˆ

V

∇ · f(ζ) dV, (3.2)

que pode ser reescrita como

ˆ

V

[

∂

∂t
ζ +∇ · f(ζ)

]

dV = 0, (3.3)

resultando na equação
∂

∂t
ζ +∇ · f(ζ) = 0. (3.4)
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Assim a Equação 3.4 representa a forma diferencial de uma lei de conservação.

Também existem casos em que há termos fontes adicionados na equação como, por

exemplo, termos de calor ou difusão, obtendo uma forma ainda mais geral chamada

equação de conservação.

Uma equação de conservação na forma diferencial, juntamente com condiçoes iniciais

apropriadas e termos fonte, torna-se um problema de valor inicial, definido por

∂U
∂t

+∇ · F(U) = S(U), (3.5a)

U(t = 0,x) = U0(x), x ∈ Ω ⊂ R
3, t ∈ R+, (3.5b)

em que x = (x, y, z), U(x, y, z, t) é o vetor de variáveis do modelo,

F(U) = (Fx(U),Fy(U),Fz(U))T o tensor fluxo e S(U) o vetor termo fonte. A

condição inicial é dada por U0(x, y, z) e Ω o domínio de U. O sistema acima torna-

se completo com condições de contorno adequadas.

O domínio Ω é particionado em células de grade

Ci,j,k ≡ [xi−1/2, xi+1/2]× [yj−1/2, yj+1/2]× [zk−1/2, zk+1/2],

com i, j, k ∈ {0, · · · , N − 1}, em que N é o número máximo de células, o ponto

(xi, yj, zk) é o centro da célula Ci,j,k. No centro de cada célula é alocada uma média

celular, a qual, para um vetor de quantidades U é dada por

Ui,j,k =
1

|Ci,j,k|

ˆ

Ci,j,k

U(x, y, z, t) dV, (3.6)

em que dV = dx dy dz e |Ci,j,k| = ∆x∆y∆z é o volume da célula, com ∆x =

xi+1/2,j,k − xi−1/2,j,k, ∆y = yi,j+1/2,k − yi,j−1/2,k e ∆z = zi,j,k+1/2 − zi,j,k−1/2, como

ilustrado na Figura 3.1. Integrando a Equação 3.5a, tem-se

ˆ

Ci,j,k

∂U
∂t

dV +
ˆ

Ci,j,k

∇ · F(U) dV =
ˆ

Ci,j,k

S(U) dV. (3.7)

Multiplicando toda a Equação 3.7 pelo valor 1
|Ci,j,k| , obtém-se

∂Ui,j,k

∂t
= − 1
|Ci,j,k|

ˆ

Ci,j,k

∇ · F(U) dV + Si,j,k(U). (3.8)

Aplicando o Teorema da Divergência no primeiro termo do lado direito da Equa-

23



Figura 3.1 - Célula Ci,j,k e sua respectiva média celular Ui,j,k.

Ui,j,k

∆x
∆y

∆z

Fonte: Produção do autor.

ção 3.8, tem-se

∂

∂t
Ui,j,k = − 1

|Ci,j,k|

ˆ

∂Ci,j,k

F(U) · ni,j,k dV + Si,j,k(U), (3.9)

em que n = ni,j,k é o vetor normal à interface da célula Ci,j,k em que se está

calculando o fluxo, e ∂Ci,j,k é a interface da célula.

Os termos acompanhados do operador diferencial divergência tornam-se fluxos atra-

vés das fronteiras e, assim, precisam ser calculados na interface entre as células.

Nesse contexto, o método VF é estritamente conservativo, pois, o fluxo que sai de

um determinado volume deve ser igual ao fluxo que entra nele, como ilustrado na

Figura 3.2. Assim, a física do problema pode ser reproduzida de tal forma que os

princípios conservativos dos modelos e as características dos termos sejam mantidas.
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Figura 3.2 - Fluxos entre duas células adjacentes em uma direção. O fluxos Fe e Fs são
os que entram e sai da célula, respectivamente. No método de volumes finitos
existe a conservação Fe = Fs.

Fonte: Produção do autor.

Para calcular o fluxo na interface das células, a Equação 3.9 deve ser reescrita como

∂Ui,j,k

∂t
= − 1

|Ci,j,k|

ˆ z+1/2

z−1/2

ˆ y+1/2

y−1/2

[

Fx(Ui+1/2,j,k)− Fx(Ui−1/2,j,k)
]

dy dz

− 1
|Ci,j,k|

ˆ z+1/2

z−1/2

ˆ x+1/2

x−1/2

[

Fy(Ui,j+1/2,k)− Fy(Ui,j−1/2,k)
]

dx dz

− 1
|Ci,j,k|

ˆ y+1/2

y−1/2

ˆ x+1/2

x−1/2

[

Fz(Ui,j,k+1/2)− Fz(Ui,j,k−1/2)
]

dx dy

+ Si,j,k(U). (3.10)

Definindo os termos

Fi±1/2,j,k =
1

∆y∆z

ˆ z+1/2

z−1/2

ˆ y+1/2

y−1/2

Fx(Ui±1/2,j,k)dy dz,

Gi,j±1/2,k =
1

∆x∆z

ˆ z+1/2

z−1/2

ˆ x+1/2

x−1/2

Fy(Ui,j±1/2,k)dx dz,

Hi,j,k±1/2 =
1

∆x∆y

ˆ y+1/2

y−1/2

ˆ x+1/2

x−1/2

Fz(Ui,j,k±1/2)dx dy,
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pode-se reescrever a Equação 3.10 de forma mais simplificada

∂Ui,j,k

∂t
= − 1

∆x

(

Fi+1/2,j,k −Fi−1/2,j,k

)

− 1
∆y

(

Gi,j+1/2,k − Gi,j−1/2,k

)

− 1
∆z

(

Hi,j,k+1/2 −Hi,j,k−1/2

)

+ Si,j,k. (3.11)

Como não há conhecimento dos valores da solução na interface das células, as funções

F , G eH são obtidas a partir de aproximações das componentes do tensor fluxo F en-

tre as células adjacentes, utilizando esquemas numéricos chamados fluxos numéricos.

Exemplos de fluxos numéricos para MHD são o Harten-Lax-van Leer, HLL (HAR-

TEN et al., 1983), Harten-Lax-van Leer-Discontinuidades, HLLD (MIYOSHI; KUSANO,

2005) e Harten-Lax-van Leer-Einfeldt-Modificado, HLLEM (WESENBERG, 2003). A

idéia desses tipos de fluxo é utilizar médias em células adjacentes para estimar o

valor do fluxo entre elas, ou seja, o fluxo que passa pela interface. Neste trabalho,

utiliza-se a abordagem HLLD, na qual o fluxo é calculado individualmente em cada

direção, e foi desenvolvido para resolver descontinuidades isoladas na solução no

modelo MHD. Esse esquema é discutido em detalhes no Capítulo 4.

As proporções ∆t
∆x

, ∆t
∆y

, e ∆t
∆z

estão associdas à estabilidade do esquema numérico, em

particular, com a condição Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)(COURANT et al., 1967),

em que ∆t é o passo de tempo. Essa condição é necessária e deve ser satisfeita por

todo método dos volumes finitos, caso seja esperada a estabilidade e a convergência

da solução de uma equação diferencial em que sua malha é refinada. Ao ser satisfeita,

ela condiciona que um método deve ser utilizado no sentido de que há chances da

informação ser propagada com as velocidades físicas corretas, como determinadas

pelos autovalores do sistema.

Matematicamente, a condição CFL para o caso tridimensional pode ser expressa

pela desigualdade

ν ≤ C, (3.12)

em que ν é chamado número de Courant e C é uma constante adimensional que

depende da equação que será resolvida. Em um sistema hiperbólico, existe, geral-

mente, um conjunto de m ondas dadas pelos autovalores λ1, λ2, · · · , λm, m ∈ N.
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Nesse caso, o número de Courant é definido como

ν =
∆t

min{∆x,∆y,∆z} max
p
|λp|, (3.13)

em que p ∈ {1, · · · , m}. É importante ressaltar que a condição CFL é necessária,

porém não suficiente para garantir a estabilidade de um método. Existem esquemas

numéricos que obedecem a essa condição e, ainda assim, são instáveis. Para mais de-

talhes sobre o método dos volumes finitos, sua estabilidade e convergência, consultar

(LEVEQUE, 2002; EYMARD et al., 2000).

A derivada temporal no lado esquerdo da Equação 3.11 necessita de um esquema

numérico para a evolução temporal da solução Ui,j,k. Neste trabalho utiliza-se um

esquema Runge-Kutta explícito de 2a ordem de aproximação, implicando em uma

solução mais acurada e menos difusiva. Chamando o lado direito da Equação 3.11

de Li,j,k(t), a quantidade no tempo t = tn+1 = (n + 1)∆t, n ∈ N, é obtida em dois

passos. No primeiro calcula-se o valor da quantidade em um tempo intermediário

t = t⋆ e, no segundo passo, calcula-se a quantidade evoluída por completo, ou seja,

U⋆
i,j,k = Un

i,j,k + ∆tLni,j,k (3.14)

Un+1
i,j,k =

1
2

(

Un
i,j,k + U⋆

i,j,k + ∆tL⋆i,j,k
)

, (3.15)

em que Lni,j,k = Li,j,k(tn) é o valor dos fluxos, juntamente com os termos fonte, no

tempo t = tn.

Até o momento foi apresentada a discretização do modelo segundo o método dos

volumes finitos. A próxima seção apresenta a idéia da multirresolução, sua represen-

tação e a abordagem adaptativa.

3.2 Análise multirresolução

A análise MR é inicialmente introduzida no contexto da representação de um dado

em diferentes níveis de resolução (MALLAT, 1989). Na representação MR, ℓ está

associado aos níveis de refinamento, em que uma certa informação é organizada.

Por outro lado, i, j, k estão associados à posição da informação na malha. De uma

forma geral, para um certo nível ℓ, com 0 ≤ ℓ ≤ L, em que L é o nível mais refinado,

o dado discreto Uℓ
i,j,k pode ser entendido como uma amostra de um dado contínuo

U(x, y, z, t) em um nível ℓ à medida que a posição i, j, k varia. Uma revisão desse

tema encontra-se em (DOMINGUES et al., 2011).
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3.2.1 Representação unidimensional

Para um melhor entendimento da teoria de MR por médias celulares, introduzem-se

os conceitos para uma abordagem unidimensional segundo Harten (HARTEN, 1993;

HARTEN, 1994; HARTEN, 1995; HARTEN, 1996). Depois, a idéia é estendida para

três dimensões, de interesse deste trabalho, conforme o trabalho de Roussel (2003a),

e outras abordagens complementares usando também passo de tempo local foram

apresentadas em (DOMINGUES et al., 2008; DOMINGUES et al., 2009; LOPES et al.,

2017). Essa abordagem introduzida por Harten tem uma sólida base matemática,

baseada nos conceitos de análise harmônica e funcional.

Dado o certo nível ℓ, com 0 ≤ ℓ ≤ L, o dado discreto U
ℓ

= {Uℓ
i}N

ℓ

i=1 é o conjunto

das médias celulares da solução U em um nível ℓ, ou seja,

U
ℓ
i =

1
hℓ

xℓ
i
ˆ

xℓ
i−1

U(x) dx, (3.16)

com hℓ = 1/N ℓ o tamanho da célula e N ℓ = 2ℓ o número de células desse nível, com

i ∈ {1, · · · , 2ℓ}. Considera-se o conjunto de malhas diádicas aninhadas em um nível

ℓ, denotado como Gℓ e definidos por

Gℓ = {xℓi}N
ℓ

i=0, x
ℓ
i = i hℓ, (3.17)

ou seja, o número de células em cada malha é uma potência de dois e, além disso,

existe a relação Gℓ ⊂ Gℓ+1. A malha Gℓ pode ser obtida ao remover as células com

índices ímpares da malha em um nível acima Gℓ+1, isto é,

Gℓ+1 \Gℓ = {xNℓ

2i−1}, (3.18)

implicando que Gℓ+1 ∩Gℓ = Gℓ, resultando na relação

xℓi = xℓ+1
2i . (3.19)

A partir da Equação 3.19, juntamente com a definição de U
ℓ
i , tem-se a seguinte

relação

U
ℓ
i =

1
2

(U
ℓ+1
2i−1 + U

ℓ+1
2i ), (3.20)

a qual indica que médias celulares em um nível ℓ podem ser obtidas a partir do

conhecimento das médias celulares em um nível acima ℓ+1. Esse processo é chamado
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projeção, como ilustrado na Figura 3.3.

Figura 3.3 - Projeção do nível ℓ+ 1 para ℓ.

U
ℓ+1
2i−1 U

ℓ+1
2i

U
ℓ
i U

ℓ
i+1

ℓ

ℓ + 1

Fonte: Produção do autor baseada em Roussel et al. (2003a).

Para aproximar os valores em um nível ℓ+1 a partir das médias celulares em ℓ, efetua-

se o processo chamado de predição, como na Figura 3.4. Utiliza-se uma interpolação

polinomial de forma a estimar os valores U
ℓ+1
2i−1 e U

ℓ+1
2i . Os valores aproximados Û

ℓ+1

2i−1

e Û
ℓ+1

2i , dados por

Û
ℓ+1

2i−1 = I(U
ℓ
, ℓ+ 1, 2i− 1) = U

ℓ
i −

s
∑

m+1

−1
8

(U
ℓ
i+m −U

ℓ
i−m) (3.21)

Û
ℓ+1

2i = I(U
ℓ
, ℓ+ 1, 2i) = U

ℓ
i +

s
∑

m+1

−1
8

(U
ℓ
i+m −U

ℓ
i−m), (3.22)

para a ordem cúbica do método de MR, associada a uma interpolação polinomial de

grau 2. O erro de aproximação, também chamado de detalhe, é obtido ao se calcular

a diferença entre os valores exatos e aproximados, denotado por dℓi e definidos como

dℓi = U
ℓ+1
2i−1 − Û

ℓ+1

2i−1 = U
ℓ+1
2i−1 − I(U

ℓ
, ℓ+ 1, 2i− 1), (3.23)

ou seja, obtém-se a relação

U
ℓ+1
2i−1 = I(U

ℓ
, ℓ+ 1, 2i− 1) + dℓi. (3.24)

A partir da Equação 3.24, observa-se que o conhecimento dos valores (dℓ,U
ℓ
) é

equivalente ao conhecimento de U
ℓ+1

, isto é,

U
ℓ+1 ←→ (dℓ,U

ℓ
), (3.25)
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Figura 3.4 - Predição de uma célula no nível ℓ+ 1 a partir dos valores no nível ℓ.

Û
ℓ+1

2i

U
ℓ
i+1U

ℓ

i−1 U
ℓ
i

ℓ

ℓ+ 1

Fonte: Produção do autor baseada em Roussel et al. (2003a).

no sentido em que há uma transformação um-a-um entre esses dois conjuntos. Esse

conceito pode ser estendido para os outros níveis de resolução, em particular o nível

mais refinado L, como apresentado a seguir

U
L ←→ (dL−1,U

L−1
),

U
L ←→ (dL−1, dL−2,U

L−2
),

U
L ←→ ...

U
L ←→ (dL−1, dL−2, · · · , d0,U

0
). (3.26)

A Relação 3.26 é chamada representação multirresolução de um determinado dado.

Com ela é possível obter um dado em qualquer nível ℓ a partir da informação no

nível menos refinado (ou mais grosseiro) juntamente com os detalhes dos outros

níveis {dℓ−1,dℓ−2, · · · ,d0}. Esse processo de decomposição do dado em vários níveis

de resolução é chamado transformada de multirresolução. A seguir, essa abordagem

é apresentada para as outras dimensões espaciais.

3.2.2 Representação celular em multirresolução

Seja U = U(x, y, z, t) uma função absolutamente integrável em Ω, ou seja, a integral

do módulo de U em Ω existe. Considera-se uma hierarquia de malhas diádicas uni-

formes. O centro de cada célula Cℓ
i,j,k é localizado pelos índices i, j, k ∈ {0, · · · , 2ℓ−1}

e seu tamanho é definido por |Cℓ
i,j,k| = h2−Dℓ, em que D é a dimensão do problema

e h = ∆x∆y ou h = ∆x∆y∆z para duas e três dimensões respectivamente. Dessa

forma, o número total de células em cada nível é 2Dℓ células. Na Figura 3.5 são

ilustradas as malhas em duas e três dimensões para ℓ = 3 e ℓ = 2, respectivamente.
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Figura 3.5 - Visualização de uma malha bidimensional no nível ℓ = 3 e uma malha tridi-
mensional no nível ℓ = 2, ambas com 26 células.

ℓ = 3 ℓ = 2

x

y

z

Fonte: Produção do autor.

A partir do conceito de malhas aninhadas (ou encaixadas), em que uma malha menos

refinada está contida em uma malha em um nível acima, assim como apresentado

no caso unidimensional, torna-se possível navegar entre essas malhas para obter

valores desejados. Para tal, é necessário definir dois operadores: projeção e predição.

O operador de projeção é exato e único, denotado por Pℓℓ+1, e consiste em obter

valores em um nível ℓ a partir de valores em um nível ℓ + 1 mais refinado. Esse

cálculo é realizado a partir da média ponderada dos valores em ℓ + 1, isto é, para

três dimensões tem-se

Uℓ
i,j,k =

(

Pℓℓ+1U
ℓ+1
)

i,j,k
=

1
8

1
∑

m=0

1
∑

p=0

1
∑

q=0

Uℓ+1
2i+m,2j+p,2k+q, (3.27)

com m, p, q ∈ {0, 1}. Para duas dimensões, o operador é definido de forma análoga,

ou seja,

Uℓ
i,j =

(

Pℓℓ+1Uℓ+1
)

i,j
=

1
4

1
∑

m=0

1
∑

p=0

Uℓ+1
2i+m,2j+p. (3.28)

Sendo assim, cada média celular no nível ℓ é obtida a partir de oito ou quatro valores,

para três e duas dimensões respectivamente.
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Por outro lado, o processo que consiste em obter as médias celulares no nível ℓ + 1

a partir das médias celulares no nível menos refinado ℓ, é performado pelo operador

de predição (ou refinamento), denotado por Pℓ+1
ℓ . Esse operador consiste na aproxi-

mação de médias celulares e, com isso, não é exato e pode ser definido de diferentes

formas. Neste trabalho, opta-se pela abordagem proposta por Harten (HARTEN et al.,

1997; HARTEN, 1995; HARTEN, 1994; HARTEN, 1993), que utiliza uma interpolação

linear. Essa abordagem foi estendida para duas (BIHARI; HARTEN, 1997) e três di-

mensões em (ROUSSEL, 2003; ROUSSEL et al., 2003a). O conjunto de médias celulares

aproximadas é denotado por Û. Sendo assim, em três dimensões a aproximação é

dada por

Ûℓ+1
2i+m,2j+p,2k+q =

(

Pℓ+1
ℓ U

ℓ
)

2i+m,2j+p,2k+q
= I(U

ℓ
, ℓ+1, 2i+m, 2j+p, 2k+q), (3.29)

em que I é um operador de interpolação. Para duas dimensões, tem-se

Ûℓ+1
2i+m,2j+p =

(

Pℓ+1
ℓ Uℓ

)

2i+m,2j+p
= I(Uℓ

, ℓ+ 1, 2i+m, 2j + p). (3.30)

O operador de refinamento aproxima oito médias celulares en cada célula em três

dimensões, e quatro em duas dimensões. Além disso, possui a propriedade de loca-

lização, necessitando apenas de valores em sua vizinhança para performar a apro-

ximação. A Figura 3.6 ilustra o a correspondência local entre as malhas de níveis

adjacentes.

Figura 3.6 - Correspondência local entre malhas em níveis de refinamento adjacentes.

ℓ+ 1 ℓ

Fonte: Produção do autor.
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Para cada aproximação existe um erro associado, calculado pela diferença entre a

média celular U
ℓ+1

no nível ℓ+ 1 e a sua aproximação Û
ℓ+1

, ou seja,

dℓ = U
ℓ+1 − Ûℓ+1 → U

ℓ+1
= I(U

ℓ
) + dℓ, (3.31)

em que dℓ = dℓi,j,k é o erro, também chamado de detalhe ou coeficiente wavelet. A

partir desses coeficientes, pode-se obter informações sobre a regularidade local de um

determinado dado. O número de coeficientes wavelet para cada aproximação varia

de acordo com a dimensão do problema. São necessários três coeficientes wavelet em

duas dimensões e sete em três dimensões, para se ter uma correspondência um-a-um

U
ℓ+1 ←→ {Uℓ

,dℓ}. No geral, o número de coeficientes é dado pela fórmula 2D − 1,

em que D é a dimensão do problema. Os coeficientes wavelet juntamente com a

média celular U
ℓ
i,j, possibilitam a obtenção das médias celulares em ℓ + 1 sempre

que for necessário, resultando na relação

U
ℓ+1

2i+m,2j+p,2k+q ←→ {U
ℓ

i,j,k,d
ℓ
1,d

ℓ
2, · · · ,dℓ7}, (3.32)

em quem, p, q ∈ {0, 1} variam a fim de obter todas as células no nível ℓ+1 localmente

em três dimensões. A relação acima é obtida para o caso bidimensional de forma

análoga. Em particular, em duas dimensões a relação entre as células e os coeficientes

wavelet é dada por

U
ℓ+1
2i+m,2j+p ←→ {U

ℓ
i,j,d

ℓ
1,d

ℓ
2,d

ℓ
3}. (3.33)

A relação acima é ilustrada na Figura 3.7, mostrando que o conhecimento dos coefici-

entes escala e wavelet é equivalente ao conhecimento dos valores das médias celulares

em ℓ + 1. Definindo o conjunto de todos os detalhes obtidos em uma aproximação

local no nível ℓ por

Dℓ = {dℓm, 0 ≤ m ≤ 2ℓD − 1}, (3.34)

esse conceito pode ser generalizado para toda a malha, obtendo uma correspondência

um-a-um entre Uℓ+1 e o conjunto {Dℓ,Uℓ}. Então, a representação multirresolução

é dada por

UL ←→ {DL−1,DL−2, · · · ,D0,U0}, (3.35)

que caracteriza o processo do operador de transformada multirresolução M dado

por

UMR = M U
L
, U

L
= M−1UMR. (3.36)

em que UMR = (DL−1,DL−2, · · · ,D0,U0). A transformada multirresolução satisfaz

três propriedades: localização, cancelamento de polinômios e estabilidade (DOMIN-
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Figura 3.7 - Correspondência local entre as médias celulares em ℓ + 1 e os coeficientes
wavelets obtidos com o operador de refinamento em duas dimensões.
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Fonte: Produção do autor.

GUES et al., 2011). A estabilidade garante que pequenas perturbações introduzidas

nos dados transformados em qualquer escala não são amplificadas descontrolada-

mente em aplicações iterativas da transformada multi-nível.

Conclui-se que o conhecimento de todas as médias celulares no nível em que a

malha é a mais grosseira junto com os detalhes de todos os níveis mais refinados é

equivalente ao conhecimento das médias celulares em um nível mais refinado.

Os coeficientes wavelet armazenam os erros de interpolação obtidos no processo

realizado pelo operador de predição. Quando a solução apresenta valores suaves

ou constantes dentro de um certo intervalo, a aproximação obtida é mais eficaz,

gerando erros menores. Por outro lado, se solução apresenta descontinuidades ou

variações locais, existe uma maior dificuldade de aproximação, resultando em erros

com valores maiores. Com isso, pode-se concluir que os coeficientes wavelet são

menores em regiões suaves e maiores em regiões com estruturas localizadas, ou seja,

essa informação está relacionada com a regularidade local da solução.

Assim, dado um determinado parâmetro de referência, os coeficientes wavelet podem

ser caracterizados em significantes ou não-significantes. Os valores não-significantes

podem ser negligenciados, já que caracterizam regiões locais com comportamento

suave. No entanto, quando são significantes, precisam ser mantidos, pois indicam

regiões com menos regulares. Dessa forma, dentro do contexto da representação

multirresolução, são interessantes apenas os valores significantes do coeficiente wa-

velet, os quais são necessários para representar as estruturas da solução em níveis

mais refinados.
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Nesse contexto, introduz-se a abordagem de multirresolução adaptativa, a qual se

utilizada dos valores significantes dos coeficientes wavelet para adaptar localmente

a malha de acordo com o comportamento local da solução, ou seja, a malha é mais

refinada onde há estruturas na solução e menos refinada em regiões suaves (HARTEN,

1993; HARTEN, 1994; HARTEN, 1995; HARTEN, 1996). Uma revisão sobre o tema

encontra-se em (COHEN, 2003; DOMINGUES et al., 2011)

3.2.3 Multirresolução adaptativa

Para determinar as regiões que necessitam de um refinamento maior ou menor de

malha, utiliza-se o operador de truncamento Tǫℓ nos coeficientes wavelet obtidos no

processo de refinamento da malha. Para cada aproximação, aplica-se nos 2D − 1

coeficientes o operador Tǫℓ definido por

Tǫℓ =











0, se |dℓm| ≤ ǫℓ,

dℓm, caso contrário,
(3.37)

em que ǫℓ é o parâmetro de truncamento e m ∈ {0, · · · , 2D − 1}. O operador de

truncamento consiste em remover as células em um determinado nível em que o

detalhe é menor que ǫℓ, substituindo os valores desses detalhes por zero. Dessa

forma, com a redução do número de células necessárias para a simulação, o custo

computacional pode ser reduzido, obtendo uma compressão de dados, isto é, uma

redução de memória de armazenamento. No contexto wavelet, esse procedimento é

aplicado com o objetivo de tornar menos refinadas as células necessárias para uma

representação local acurada da solução no tempo tn+1.

Nas regiões onde a solução possui comportamento suave, esses coeficientes são de

pequena magnitude (|dℓ| ≤ ǫℓ), possibilitando o uso de malhas menos refinadas. Por

outro lado, nas regiões onde há estruturas localizadas, os coeficientes são significantes

(|dℓ| > ǫℓ) e, então, malhas mais refinadas devem ser utilizadas (HARTEN, 1993;

HARTEN, 1994).

O parâmetro de truncamento ǫℓ pode ser fixo ou variável em relação ao nível ℓ. No

primeiro caso, define-se o valor ǫ = ǫℓ que permanece inalterado durante toda a

simulação. Já no caso variável, define-se o parâmetro de truncamento inicial ǫ0, o

qual é modificado de acordo com o nível de refinamento local da região desejada,

dado pela equação

ǫℓ =
ǫ0

|Ω|2
D(ℓ−L+1), 0 ≤ ℓ ≤ L− 1, (3.38)
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em que |Ω| é o volume global da região computacional. A Equação 3.38 é conhecida

como estratégia de Harten para a escolha do valor ǫℓ = ǫ(ǫ0, ℓ), na qual utiliza-se

um valor menor nas regiões com um refinamento mais grosseiro e, de forma análoga,

um valor maior em regiões com um maior refinamento local. Na Figura 3.8, são

apresentados gráficos para ilustrar como que ocorre a variação do truncamento por

nível. No lado esquerdo, considera-se o valor inicial ǫ0 = 0.2 para um problema de

Orszag-Tang bidimensional e nível máximo L = 9. Pode-se observar que variando

apenas um nível de refinamento, o valor ǫℓ diminui duas ordens de grandeza, apre-

sentando, em níveis menores, valores suficientemente baixos. Para os valores de ǫℓ

apresentados, a malha adaptativa tem mais de 80% das células. Já para o gráfico

à direita, o qual apresenta os valores de ǫℓ para o problema da nuvem magnética

bidimensional, com valor inicial ǫ0 = 0.01, pode-se observar que há o decaimento

de uma ordem de grandeza entre os valores de truncamento. Com isso, para essa

abordagem, a malha adaptativa demanda 40% das células da malha. Então, em um

contexto inicial, pode-se notar que a escolha da abordagem de truncamento deve

estar alinhada com o tipo de problema de interesse a ser simulado, de forma a obter

uma malha adaptativa adequada para cada caso.

Figura 3.8 - Mudança nos valores de ǫ por nível, considerando o nível máximo L = 9 e o
valor inicial ǫ0 para domínios computacionais diferentes.

ǫ0 = 0.2 ǫ0 = 0.01
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6 7 8 9
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0.002
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0.006

0.008

0.01

ǫℓ

L

Fonte: Produção do autor.

Para ilustrar a abordagem multirresolução no contexto de uma simulação numérica,
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apresenta-se na Figura 3.9 a variável densidade obtida em t = 0.1 para um problema

de Riemann 2D, simulada com o modelo MHD ideal, e sua malha adaptada ao final

da evolução temporal. Nessa imagem pode-se observar que o maior refinamento está

localizado na parte do domínio na qual a solução apresenta mais estruturas, e o

refinamento é grosseiro nas partes mais suaves da solução.

Figura 3.9 - Solução de um problema de Riemann 2D para o modelo MHD Ideal em t = 0.1
e t = 0.25, variável densidade, (esquerda) e sua malha adaptativa ao utilizar
o método MR adaptativo (direita).

Fonte: Produção do autor.

3.3 Evolução temporal

As estruturas localizadas do dado podem ser alteradas ao longo do tempo em

uma simulação numérica. Com isso, a malha adaptativa necessária em um tempo

tn pode não ser suficiente no tempo subsequente tn+1. Então, deve-se adaptar

a malha em cada passo de tempo da simulação, de forma a acompanhar a re-

gularidade local do dado. Definindo os operadores E : U
n → U

n+1
de evolu-
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ção temporal, M : U
L → {dL−1, · · · ,dℓ,Uℓ} a transformada multirresolução e

M−1 : {dL−1, · · · ,dℓ,Uℓ} → U
L

a transformada multirresolução inversa, pode-se

descrever o processo de multirresolução adaptativa como

Un
MR = M(Un) (3.39)

Un⋆
MR = T (Un

MR), (3.40)

U
n+1
MR = E(U

n⋆
MR), (3.41)

Un+1 = M−1(Un+1
MR) (3.42)

indicando que, após a obtenção da representação multirresolução da solução Un,

aplica-se o operador de truncamento e obtém-se as médias celulares no passo inter-

mediário n⋆, composto pelas células fazem parte da representação multirresolução

multirresolução na solução no tempo tn. Depois dessa etapa, os valores das médias

celulares são evoluídos para o tempo tn+1. A partir daí, aplica-se a transformada

multirresolução inversa para obter novamente a solução no tempo tn+1 (ROUSSEL et

al., 2003a).

A evolução temporal da solução depende do cálculo dos fluxos na interface das cé-

lulas. Além disso, os fluxos devem manter sua propriedade de conservação. Para

garantir a conservação do fluxo através das células, visto que esse pode ser calcu-

lado entre dois níveis adjacentes, deve-se estimar o fluxo saindo das células apenas

no nível ℓ + 1. Dessa forma, o fluxo entrando na célula de posição i, j no nível ℓ

é obtido pela soma dos fluxos calculados em ℓ + 1. Esse processo é ilustrado na

Figura 3.10, para duas dimensões. Mais detalhes sobre a simulação numérica, jun-

Figura 3.10 - Fluxo entre células em níveis adjacentes.

ℓ+ 1

ℓU
ℓ+1

i,j U
ℓ+1

i+1,j

U
ℓ+1

2i,2j U
ℓ+1

2i+1,2j

U
ℓ+1

2i+1,2j+1U
ℓ+1

2i,2j+1

Fonte: Produção do autor baseada em Roussel (2003).
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tamente com a metodologia MR adaptativa, aplicada ao contexto da modelagem

MHD são apresentados no próximo capítulo.
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4 MODELAGEM MHD

Nos capítulos anteriores, a formulação teórica MHD, o método de volumes finitos e

a abordagem MR adaptativa são apresentadas para situar o contexto da simulação

numérica MHD adaptativa. Neste trabalho, essas metodologias são acopladas entre

si, com o objetivo de possibilitar a simulação MHD com a adaptatividade da mul-

tirresolução por médias celulares. Ao longo deste processo, encontram-se desafios

computacionais, como por exemplo, instabilidades numéricas, estruturas mal repre-

sentadas e problemas com adaptatividade. Com isso, torna-se necessária a adição de

outros métodos e a adaptação dos já existentes.

Neste capítulo, apresentam-se as metodologias acopladas ao código CARMEN–

MHD, bem como as modificações principais realizadas, a fim de possibilitar a ob-

tenção de resultados fisicamente coerentes e simulações numericamente eficientes.

4.1 Modelo GLM-MHD

No Capítulo 2, apresenta-se a lei de Gauss para o magnetismo, dada pela equa-

ção ∇ · B = 0. Essa equação é entendida como uma restrição física associada ao

campo magnético, que é sempre satisfeita em um meio contínuo. No entanto, na

abordagem numérica proposta neste trabalho, essa restrição pode ser violada, le-

vando a alterações na física do problema de interesse (BRACKBILL; BARNES, 1980).

Com isso, introduz-se uma correção de divergência do campo magnético chamada

parabólica-hiperbólica (ou mista), a qual não anula o valor de ∇ · B, mas controla

os erros numéricos associados, evitando comportamentos não-físicos na solução nu-

mérica MHD (DEDNER et al., 2002).

Nesta abordagem, proposta em Munz et al (2000), a restrição de divergência é obtida

a partir de um operador diferencial D, o qual é adicionado ao sistema, juntamente

com uma variável escalar ψ. Com isso, apresenta-se o modelo conhecido por MHD

ideal com Multiplicadores de Lagrange Generalizados (GLM–MHD), consistindo nas

equações MHD ideal com as equações da restrição e do campo magnético, adiciona-

das dos termos ∇ψ e D(ψ), ou seja

∂B
∂t

+∇ · (uB−Bu) +∇ψ = 0 (4.1a)

D(ψ) +∇ ·B = 0. (4.1b)
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Para a correção parabólica-hiperbólica, define-se o operador D como

D(ψ) =
1
c2
h

∂ψ

∂t
+

1
c2
p

ψ, (4.2)

em que cp e ch são parâmetros associados às correções parabólica e hiperbólica,

respectivamente. Incorporando D(ψ) à Equação 4.1b, tem-se

∂ψ

∂t
+ c2

h∇ ·B = −c
2
h

c2
p

ψ. (4.3)

Quando adicionada ao sistema, a correção parabólica promove dissipação dos er-

ros locais de divergência; na hiperbólica esses erros são propagados para a fron-

teira do domínio com velocidade ch > 0. Consequentemente, a correção parabólica-

hiperbólica adiciona tanto dissipação quanto propagação dos erros de divergência

(DEDNER et al., 2002).

Para a evolução temporal da Equação 4.3, considera-se o termo ∇ · B como sendo

nulo, obtendo-se a seguinte equação diferencial de primeira ordem

∂ψ

∂t
= −c

2
h

c2
p

ψ. (4.4)

resultando em uma equação diferencial separável. Integrando a equação no intervalo

[tn, tn+1], tem-se

ψn+1 = ψn exp

(

−c
2
h

c2
p

∆t

)

, (4.5)

em que ψn = ψ(t = tn) e ∆t = tn+1 − tn. Considerando o valor αp = ∆h ch

c2
p
, com

αp ∈ [0, 1] e ∆h = min{∆x,∆y,∆z}, sendo ∆x,∆y,∆z os passos espaciais em cada

direção, reescreve-se a Equação 4.5 como

ψn+1 = ψn exp

(

−αp
ch

∆h/∆t

)

. (4.6)

O parâmetro αp foi introduzido por Mignone e Tzeferacos (2010). Segundo os au-

tores, o parâmetro utilizado inicialmente na correção, dado pela razão c2
p

ch
, não é

adimensional, tornando sua definição incompleta. Essa razão tem a dimensão de

comprimento, então definindo αp como o produto de ∆h por essa razão, garante-se

a adimensionalidade.

Esse tipo de correção utiliza métodos explícitos no tempo, assim como o utilizado

neste trabalho e, dessa forma, essa metodologia é melhor adequada nesse contexto
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ao comparada com outros métodos (TÓTH, 2000; MIYOSHI; KUSANO, 2011). Além

disso, o operador da correção mista para ∇ · B é de fácil implementação em um

código já existente e possui baixo custo computacional.

A correção GLM é inicialmente proposta para um modelo MHD ideal apresentado no
Sistema 2.46d. Para o modelo resisivo, considera-se uma extensão dessa abordagem,
obtida ao adicionar os termos fonte de dissipação Ôhmica e e calor, respectivamente
nas equações do campo magnético e densidade de energia, ou seja

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, (4.7a)

∂E
∂t

+∇ ·
[(

E + p+
B2

2

)

u−B · (u ·B)

]

= ∇ · [B× η (∇×B)] , (4.7b)

∂ρu

∂t
+∇ ·

[

ρuu +
(

p+
1
2
B2
)

I−BB

]

= 0, (4.7c)

∂B

∂t
+∇ · (uB−Bu) +∇ψ = −∇× (η∇×B) , (4.7d)

∂ψ

∂t
+ c2

h∇ ·B = −c
2
h

c2
p

ψ. (4.7e)

O modelo acima é chamado de modelo GLM–MHD resistivo, e descreve o com-

portamento de um fluido condutor sob a influência de um campo magnético de

forma a controlar os erros associados à divergência de B, juntamente com efeitos de

resistividade.

Para escrever o modelo GLM–MHD em sua forma matricial, dada pela equação
∂U

∂t
+∇ ·F(U) = S(U), define-se o vetor de variáveis U e o tensor fluxo F(U) como

U =























ρ

E
ρu

B

ψ























, F(U) =































ρu
(

E + p+
|B|2

2

)

u−B(u ·B)

ρuu +

(

p +
|B|2

2

)

I−BB

uB−Bu + ψI

c2
hB































. (4.8)

O vetor fonte S(U) é dado por S(U) = (0,∇·(B×η∇×B), 0,−∇×(η∇×B),− c2
h

c2
p
ψ)T .

Para que a correção mista seja calculada, deve-se atualizar o cálculo do fluxo numé-

rico e evoluir a função escalar ψ no tempo. Considerando o fluxo individualmente

em cada direção, a equação do campo magnético juntamente com a correção GLM,
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tem-se que

FBx
= FBx

+ ψm, Fψ = c2
hBx,m, (4.9)

GBy
= GBy

+ ψm, Gψ = c2
hBy,m, (4.10)

HBz
= HBz

+ ψm, Hψ = c2
hBz,m, (4.11)

em que F , G e H são os fluxos numéricos nas direções x, y e z, respectivamente. Os

valores Bd,m, com d ∈ {x, y, z}, e ψm são dados por

Bd,m = Bd,L +
1
2

(Bd,R − Bd,L)− 1
2ch

(ψR − ψL), (4.12)

ψm = ψL +
1
2

(ψR − ψL)− ch
2

(Bd,R −Bd,L), (4.13)

com L e R denotando esquerda e direita, respectivamente, dentro do contexto de

células adjacentes em uma determinada direção do fluxo. As quantidades Bm e ψm
representam os valores de Bd e ψ na interface da célula.

Para estimar o valor do fluxo na interface das células, utilizam-se os fluxos numéricos.

Neste trabalho, emprega-se uma abordagem baseada nos autovalores do sistema

MHD. Na próxima seção, o cálculo desses valores é efetuado para a matriz do modelo

GLM–MHD.

4.1.1 Autovalores do sistema GLM–MHD

Os autovalores do modelo MHD estão associados às ondas MHD, que estão rela-

cionadas à propagação de informações no meio. As ondas MHD são produzidas a

partir do movimento do plasma através do campo magnético. Essas ondas são con-

sequências do campo eletromagnético gerado pela interação de um fluido condutor

com o campo magnético do meio. Para obter os autovalores, utiliza-se o modelo

GLM–MHD dado pelo Sistema 4.7, em sua forma ideal conservativa na direção x,

como apresentado em (DEDNER et al., 2002). A abordagem para as outras direções é

análoga, e sua generalização é feita ao final do problema de autovalor apresentado.
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As equações na direção x são dadas por

∂ρ

∂t
+

∂

∂x
(ρux) = 0, (4.14a)

∂

∂t
(ρux) +

∂

∂x

[

ρu2
x + p+

1
2

(

B2
y +B2

z −B2
x

)

]

= 0, (4.14b)

∂

∂t
(ρuy) +

∂

∂x
(ρuxuy − BxBy) = 0, (4.14c)

∂

∂t
(ρuz) +

∂

∂x
(ρuxuz −BxBz) = 0, (4.14d)

∂Bx

∂t
+
∂ψ

∂x
= 0, (4.14e)

∂By

∂t
+

∂

∂x
(Byux −Bxuy) = 0, (4.14f)

∂Bz

∂t
+

∂

∂x
(Bzux − Bxuz) = 0. (4.14g)

∂E
∂t

+
∂

∂x

[

ux

(

E + p+
1
2
|B|2

)

−Bx(uxBx + uyBy + uzBz)
]

= 0, (4.14h)

∂ψ

∂t
+ c2

h

∂Bx

∂x
= −c

2
h

c2
p

ψ.(4.14i)

As nove equações do Sistema 4.14 podem ser reescritas como um sistema quase

linear, como definido a seguir.

Definição 1. Um sistema de equações diferenciais parciais homogêneas de primeira

ordem para uma função vetorial f(x, y, z), com dimensão n, é dita quase-linear se

pode ser escrita como

Ax(f)
∂f
∂x

+ Ay(f)
∂f
∂y

+ Az(f)
∂f
∂z

= 0, (4.15)

em que Ax, Ay, Az são matrizes quadradas de ordem n.

Definindo W = (ρ, ux, uy, uz, Bx, By, Bz, p, ψ) como o vetor das variáveis primitivas

e utilizando Sistema 4.14 a Definição 1, pode-se reescrever o modelo MHD ideal em

sua forma quase linear
∂

∂t
W + A(W)

∂

∂x
W = 0, (4.16)
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em que A é uma matriz 9× 9 dada por

A =





























































ux ρ 0 0 0 0 0 0 0

0 ux 0 0 −Bx

ρ
By

ρ
Bz

ρ
1
ρ

0

0 0 ux 0 −By

ρ
Bx

ρ
0 0 0

0 0 0 ux −Bz

ρ
0 −Bx

ρ
0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 By −Bx 0 −uy ux 0 0 0

0 Bz 0 −Bx −uz 0 ux 0 0

0 γ p 0 0 (γ − 1)u ·B 0 0 ux (1− γ)Bx

0 0 0 0 c2
h 0 0 0 0





























































. (4.17)

Para obter os autovalores da matriz A é necessário resolver o problema de autova-

lores dado por det(A − λI) = 0, em que I é uma matriz identidade e λ ∈ R. As

equações referentes à componente Bx e à equação da correção de divergência estão

desacoplada do sistema. Então, removendo as linhas e colunas de números cinco e

nove, referentes a essas equações, obtém-se um novo sistema quase linear para as

variáveis W′ = (ρ, ux, uy, uz, By, Bz, p) dado por

∂

∂t
W′ + A′(W′)

∂

∂x
W′ = 0, (4.18)

em que a matriz A′, com dimensão 7× 7, dada por

A′ =













































ux ρ 0 0 0 0 0

0 ux 0 0 By

ρ
Bz

ρ
1
ρ

0 0 ux 0 Bx

ρ
0 0

0 0 0 ux 0 −Bx

ρ
0

0 By −Bx 0 ux 0 0

0 Bz 0 −Bx 0 ux 0

0 γ p 0 0 0 0 ux













































. (4.19)

A matriz A′ possui sete autovalores reais

λ2,8 = ux ± cf , λ3,7 = ux ± cA, λ4,6 = ux ± cs, λ5 = ux, (4.20)
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em que cA =
√

B2
0/µ0ρ0 é a chamada velocidade de Alfvén (ALFVÉN, 1942), cf e cs

são as ondas magneto-acústicas rápida e lenta, respectivamente, definidas por

cf =
{1

2

[

a2 + b2 +
√

(a2 + b2)2 − 4c2
Aa

2

]}1/2

, (4.21a)

cs =
{1

2

[

a2 + b2 −
√

(a2 + b2)2 − 4c2
Aa

2

]}1/2

, (4.21b)

com a =
√

γp/ρ a velocidade do som e b2 = |B|2/ρ. Os autovalores λ2,8 estão

associados à propagação da onda magneto-acústica rápida, λ3,7 à propagação da

onda de Alfvén, e λ4,6 à propagação da onda magneto-acústica lenta. As ondas

de Alfvén foram descobertas em 1942 (ALFVÉN, 1942) e têm grande importância

na dinâmica dos plasmas. Elas carregam energia e momento ao longo das linhas de

campo de forma efetiva (OTTO, 2006). A onda rápida é a onda com maior velocidade

de propagação de informação no plasma MHD.

As Equações 4.14e e 4.14i, referentes a Bx e ψ, são desacopladas do sistema, sendo

possível obter um novo sistema quasi-linear para Ŵ = (Bx, ψ) dado por

∂Ŵ
∂t

+





0 1

c2
h 0





∂Ŵ
∂t

= 0, (4.22)

desconsiderando o termo fonte −c2
h/c

2
pψ. Assim, calculando os autovalores do Sis-

tema 4.22, obtém-se as ondas de divergência λ1,9 = ±ch, completando os nove au-

tovalores reais do sistema GLM–MHD ideal quase linear. Essas ondas propagam as

mudanças em Bx e ψ (DEDNER et al., 2002). Para valores suficientemente grandes de

ch, os nove autovalores são distintos, caracterizando uma hiperbolicidade do sistema.

No contexto numérico, os autovalores do sistema MHD são importantes para estimar

e avaliar o fluxo na interface entre as células da malha computacional, além de

possibilitar o cálculo do passo temporal utilizado para evoluir a solução no tempo.

4.2 Reconstrução MUSCL

Nesta seção, apresenta-se a metodologia MUSCL (Monotonic Upwind Scheme for

Conservation Laws) utilizada para reconstruir o valor das médias celulares da malha

a fim de aumentar a ordem do método numérico utilizado, evitando comportamentos

oscilatórios não-físicos. Aplica-se essa reconstrução nas variáveis conservativas do

modelo, em um momento anterior ao cálculo do fluxo numérico, a fim de obter uma

melhor captura e representação das estruturas na solução do modelo.
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A idéia do método é obter reconstruções lineares Ui(x) a partir dos valores cons-

tantes das médias celulares {Un
i }, substituindo-os por funções lineares por partes

denotadas por Ui(x). Esse tipo de metodologia foi introduzida por Van Leer (1979),

com o objetivo de obter uma maior ordem de aproximação em esquemas conservati-

vos, mesmo em casos onde há choques e descontinuidades. Com isso, a reconstrução

local linear por partes de U
n
i é definida como

Ui(x) = U
n
i +

(x− xi)
∆x

∆i, x ∈ [0,∆x], (4.23)

em que ∆i/∆x é a inclinação de Ui(x) escolhida de forma adequada na célula Ci,

e ∆i = {∆L
i , ∆R

i }. Os valores nas fronteiras da célula Ci, obtidos a partir da Equa-

ção 4.23, ocorrem quando x = 0 e x = ∆x, isto é

UL
i = U

n
i −

1
2

∆L
i , UR

i = U
n
i +

1
2

∆R
i , (4.24)

com UL
i e UR

i denotando os valores das fronteiras à esquerda e à direita de Ci,

respectivamente. Essa metodologia é conhecida como método de extrapolação de

variáveis. Os valores nas fronteiras são utilizados no cálculo dos fluxos numéricos na

interface. A inclinação δi é definida por

∆R,L
i = ξ(r) ∆i±1/2, (4.25)

em que ξ(r) é a função limitadora da inclinação, r = ∆i+1/2/∆i−1/2, com ∆i−1/2 =

U
n
i −U

n
i−1 e ∆i+1/2 = U

n
i+1−U

n
i . A função ξ(r) pode ser definida de formas diferen-

tes, devido aos diversos esquemas já existentes. Neste trabalho, são implementados

os limitadores Monotonized Central, Minmod, SuperBee, Van Albada e Van Leer

(TORO, 1999), definidos por

Monotonized Central (MC)

(LEER, 1977)

ξ(r) =







































0, se r ≤ 0

2r, se 0 < r ≤ 1

0.5(1 + r), se 1 < r < 2

2, se r ≥ 2

. (4.26)
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Minmod

(ROE, 1986)

ξ(r) =























0, se r ≤ 0

r, se 0 < r ≤ 1

1, se r ≥ 1

. (4.27)

SuperBee

(ROE, 1986)

ξ(r) =























































0, se r ≤ 0

2r, se 0 < r ≤ 1/2

1, se 1/2 < r ≤ 1

r, se 1 < r < 2

2, se r ≥ 2

. (4.28)

Van Albada

(ALBADA et al., 1997)

ξ(r) =















0, se r ≤ 0
r2 + r

1 + r2
, se r > 0

. (4.29)

Van Leer

(LEER, 1974)

ξ(r) =











0, se r ≤ 0
2r

1 + r
, se r > 0

. (4.30)

Essas funções garantem a segunda ordem do esquema numérico. Esse tipo de es-

quema é do tipo total variation diminishing (TVD), no qual a variação numérica da

solução não cresce no tempo, eliminam e/ou controlam oscilações que podem ocorrer

próximas a fortes descontinuidades na solução. Os valores definidos são projetados

de forma a garantir a estabilidade do esquema numérico.

4.3 Fluxo numérico HLLD

O fluxo numérico Harten-Lax-van Leer-Discontinuities (HLLD) para MHD foi inici-

almente desenvolvido por Miyoshi and Kusano (MIYOSHI; KUSANO, 2005) e pode ser
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considerado uma extensão do fluxo numérico Harten-Lax-van Leer (HLL) apresen-

tado em (HARTEN et al., 1983). Seu cálculo é feito individualmente em cada direção

x, y, z. Nesta seção, apresenta-se a abordagem na direção x, que pode ser estendida

para as outras direções de forma análoga, assim como descrito em (GOMES, 2012;

GOMES et al., 2015). Os valores das variáveis conservativas utilizados no cálculo do

fluxo são obtidos após a reconstrução das variáveis apresentada na seção anterior.

Esse esquema numérico é baseado em quatro estados intermediários Q⋆
L, Q⋆⋆

L , Q⋆⋆
R e

Q⋆
R, divididos por cinco ondas SL, S⋆L, SM , S⋆R e SR, como ilustrado na Figura 4.1.

Essas ondas são associadas às ondas MHD apresentadas na seção anterior. Em par-

ticular, o fluxo HLLD foi desenvolvido com o objetivo de resolver de forma eficiente

descontinuidades isoladas na solução do modelo MHD, preservando a positividade,

sendo mais robusto e eficiente ao comparado com fluxos linearizados.

Para o modelo GLM–MHD ideal, os estados Q⋆ e Q⋆⋆ são definidos com os vetores

das variáveis intermediárias, isto é,

Q⋆
α = (ρ⋆α, E

⋆
α, ρ

⋆
αu⋆α,B

⋆
α, ψ

⋆
α) Q⋆⋆

α = (ρ⋆⋆α , E
⋆⋆
α , ρ

⋆⋆
α u⋆⋆α ,B

⋆⋆
α , ψ

⋆⋆
α ), (4.31)

em que α denota os estados à esquerda (L) e à direita (R), u⋆ = (u⋆x, u
⋆
y, u

⋆
z), u⋆⋆ =

(u⋆⋆x , u
⋆⋆
y , u

⋆⋆
z ), B⋆ = (B⋆

x, B
⋆
y , B

⋆
z ) e B⋆⋆ = (B⋆⋆

x , B
⋆⋆
y , B

⋆⋆
z ). O fluxo numérico de ψ é

calculado diretamente, considerando a relação ψ⋆ = ψ⋆⋆ = ψ.

A função que calcula o fluxo numérico HLLD é dada por

FHLLD =



































































FL, if SL > 0,

F⋆
L, if SL ≤ 0 ≤ S⋆L,

F⋆⋆
L , if S⋆L ≤ 0 ≤ SM ,

F⋆⋆
R , if SM ≤ 0 ≤ S⋆R,

F⋆
R, if S⋆R ≤ 0 ≤ SR,

FR, if SR < 0.

. (4.32)

Os vetores fluxo FL = F(UL), FR = F(UR) são exatamente os obtidos no centro

das células, enquanto F⋆
L, F⋆

R são aproximados nos estados intermediários Q⋆
L, Q⋆

R,

e F⋆⋆
L , F⋆⋆

R são aproximados nos estados intermediários Q⋆⋆
L , Q⋆⋆

R .

Pelo processo apresentado a seguir, apresentam-se as variáveis dos estados Q⋆
α e Q⋆⋆

α ,
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permitindo o cálculo do fluxo HLLD nos estados intermediários

F⋆
α = Fα + Sα (Q⋆

α −Qα),

F⋆⋆
α = Fα + S⋆α Q⋆⋆

α − (S⋆α − Sα) Q⋆
α − Sα Qα.

(4.33)

Figura 4.1 - Estutura com os quatro estados intermediários e as cinco ondas utilizadas
para o cálculo do fluxo numérico HLLD.

t

x

SMSL S⋆L S⋆R

QL

Q⋆
L Q⋆⋆

L
Q⋆⋆
R Q⋆

R

SR

QR

Fonte: Produção do autor baseada em Miyoshi e Kusano (2005).

Reitera-se que a descrição do fluxo HLLD apresentada a seguir é pertinente à direção

x, considerando B⋆
x = B⋆⋆

x = Bx, sem perda de generalidade. Em duas e três dimen-

sões, expressões similares são obtidas na direção y e z, ao considerar B⋆
y = B⋆⋆

y = By

e B⋆
z = B⋆⋆

z = Bz respectivamente.

Primeiramente, definem-se as velocidades de propagação Sα, calculadas como pro-

posto em Miyoshi e Kusano (MIYOSHI; KUSANO, 2005).

SL = min(uL, uR)−max(cfL
, cfR

), SR = max(uL, uR) + max(cfL
, cfR

), (4.34)

em que uα são as velocidades do fluido, e cfα
as velocidades magneto-acústicas

rápidas (POWELL, 1997). O cálculo de Sα não é único, podendo assumir outros

valores (DAVIS, 1988; EINFELDT et al., 1991). A escolha de SM é feita de forma a

estimar a velocidade média normal, e é dada por

SM =
(SR − uxR

)ρR uxR
− (SL − uxL

)ρL uxL
− pTR

+ pTL

(SR − uxR
)ρR − (SL − uxL

)ρL
, (4.35)
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em que pT é a pressão total dada por pT = p+ B·B
2

. A velocidade do fluido é assumida

como sendo constante em todos os estados intermediários, ou seja,

u⋆xL
= u⋆⋆xL

= u⋆⋆xR
= u⋆xR

= SM . (4.36)

A pressão total também é mantida constante nos estados intermediários,

p⋆TL
= p⋆⋆TL

= p⋆⋆TR
= p⋆TR

= p⋆T . (4.37)

Sob esssas condições, descontinuidades tangenciais e rotacionais podem ser formadas
nesses estados. A partir da escolha de SM , a pressão total p⋆T é definida por

p⋆
T =

(SR − uxR
)ρR pTL

− (SL − uxL
)ρL pTR

(SR − uxR
)ρR − (SL − uxL

)ρL

+
ρL ρR(SR − uxR

)(SL − uxL
)(uxR

− uxL
)

(SR − uxR
)ρR − (SL − uxL

)ρL

.

(4.38)

A partir dos valores Sα e das variáveis contidas em Uα, é possível obter os valores

das quantidades dos estados Q⋆
α = (ρ⋆α, p

⋆
α, u

⋆
xα
, u⋆yα

, u⋆zα
, B⋆

xα
, B⋆

yα
, B⋆

zα
), dadas por

ρ⋆α = ρα
Sα − uxα

Sα − SM
, (4.39a)

u⋆yα
= uyα

−BxByα

SM − uxα

ρα(Sα − uxα
)(Sα − SM)− B2

x

, (4.39b)

u⋆zα
= uzα

−BxBzα

SM − uxα

ρα(Sα − uxα
)(Sα − SM)− B2

x

, (4.39c)

B⋆
yα

= Byα

ρα(Sα − uxα
)2 − B2

x

ρα(Sα − uxα
)(Sα − SM)−B2

x

, (4.39d)

B⋆
zα

= Bzα

ρα(Sα − uxα
)2 − B2

x

ρα(Sα − uxα
)(Sα − SM)−B2

x

. (4.39e)

Consequentemente, pode-se calcular a densidade total de energia E⋆α

E⋆α =
(Sα − uxα

)Eα − pTα
uxα

+ p⋆TSM +Bx(uα ·Bα − u⋆α ·B⋆
α)

Sα − SM
. (4.40)

Ao longo dos cálculos numéricos, podem ocorrer indeterminações do tipo 0/0 quando

SM = uxα
, Sα = uxα

±cfα
, Byα

= Bzα
= 0 e B2

x ≥ γpα. Nesses casos, deve-se realizar

as seguintes substituições: u⋆yα
= uyα

, u⋆zα
= uzα

, e B⋆
yα

= B⋆
zα

= 0. As velocidades

de propagação nos estados intermediários são associadas à onda de Alfvén e dadas

por

S⋆L = SM −
|Bx|√
ρ⋆L
, S⋆R = SM +

|Bx|√
ρ⋆R
. (4.41)
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Os valores de S⋆α limitam os estados intermediários Q⋆⋆
α e, juntamente com os valores

obtidos para Q⋆
α, pode-se obter as quantidades associadas a eles, isto é,

Q⋆⋆
α = (ρ⋆⋆α , p

⋆⋆
α , u

⋆⋆
xα
, u⋆⋆yα

, u⋆⋆zα
, B⋆⋆

xα
, B⋆⋆

yα
, B⋆⋆

zα
). (4.42)

Devido à relação descrita pela Equação 4.36, acerca da constância dos valores de ux
ao longo dos estados intermediários, ao iniciar com a condição de salto da equação

da continuidade sobre um valor arbitrário S, com SL < S < SM ou SM < S < SR,

tem-se

ρ⋆⋆α = ρ⋆α. (4.43)

Considerando as condições de salto para as componentes tangenciais da velocidade e

campo magnético sobre SM , e assumindo Bx 6= 0, pode-se obter as seguintes relações

u⋆⋆yL
= u⋆⋆yR

≡ u⋆⋆y , u⋆⋆zL
= u⋆⋆zR

≡ u⋆⋆z , (4.44a)

B⋆⋆
yL

= B⋆⋆
yR
≡ B⋆⋆

y , B⋆⋆
zL

= B⋆⋆
zR
≡ B⋆⋆

z . (4.44b)

Substituindo as Equações 4.41, 4.43 e 4.44 na forma de leis de conservações sobre

os estados intermediários, obtém-se as variáveis

u⋆⋆y =
u⋆yL

+
√
ρ⋆Ru

⋆
yR

+ (B⋆
yR
− B⋆

yL
)sign(Bx)√

ρ⋆L +
√
ρ⋆R

, (4.45a)

u⋆⋆z =
√
ρ⋆Lu

⋆
zL

+
√
ρ⋆Ru

⋆
zR

+ (B⋆
zR
−B⋆

zL
)sign(Bx)√

ρ⋆L +
√
ρ⋆R

, (4.45b)

B⋆⋆
y =

√
ρ⋆LB

⋆
yR

+
√
ρ⋆RB

⋆
yL

+
√
ρ⋆Lρ

⋆
R(u⋆yR

− u⋆yL
)sign(Bx)√

ρ⋆L +
√
ρ⋆R

, (4.45c)

B⋆⋆
z =

√
ρ⋆LB

⋆
zR

+
√
ρ⋆RB

⋆
zL

+
√
ρ⋆Lρ

⋆
R(u⋆zR

− u⋆zL
)sign(Bx)√

ρ⋆L +
√
ρ⋆R

, (4.45d)

em que sign(Bx) é igual 1 for Bx > 0, e −1 para Bx < 0. Consequentemente, a

equação da densidade de energia em Q⋆⋆ é dada por

E⋆⋆α = E⋆α ∓
√

ρ⋆α (u⋆α ·B⋆
α − u⋆⋆α ·B⋆⋆

α ) sign(Bx). (4.46)

O mesmo procedimento deve ser feito na direção y e z para os problemas em mais

de uma dimensão. O fluxo HLLD é calculado separadamente em cada direção e os

valores obtidos são utilizados na evolução temporal, apresentada a seguir.
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4.4 Cálculo do passo de tempo

Para possibilitar a evolução temporal das equações MHD, utiliza-se um esquema

numérico Runge-Kutta compacto de ordem 2, como apresentado na Seção 3.1. Para

tal, necessitam-se das variáveis do modelo, dos fluxos numéricos e termos fonte.

Além disso, necessita-se do conhecimento do passo de tempo ∆t a cada iteração. O

cálculo de ∆t deve feito de forma que o seu valor seja adequado à física do problema,

possibilitando a evolução numérica da solução no tempo.

Como existe a possibilidade de simular o modelo MHD ideal ou resistivo, o cálculo de

∆t é adaptado a cada situação, como proposto em Skala et al (SKÁLA et al., 2015).

Considerando os autovalores calculados na Seção 4.1.1, tem-se o passo de tempo

para o caso ideal, isto é,

∆tid = ν
min{∆x,∆y,∆z}

max{|ux| ± cf , |uy| ± cf , |uz| ± cf}
, (4.47)

em que ν é o número de Courant. Assim, o passo de tempo depende da condição

CFL imposta ao problema, juntamente com o passo espacial mínimo e o máximo

dos autovalores associados à onda magneto-acústica rápida cf . No caso resistivo,

esse cálculo é adaptado, levando em consideração a resistividade e o quadrado do

passo espacial, devido aos termos fonte com derivadas de seguna ordem. Com isso,

tem-se

∆tres = ν min

(

∆tid,
min{∆x2,∆y2,∆z2}

4.0η0

)

, (4.48)

em que η0 é o valor máximo da resistividade em cada iteração da simulação numérica.

Para as simulações em que η é constante, então η ≡ η0. O cálculo dos passos de tempo

é feito até que se alcance o tempo final desejado, que é obtido pela soma de todos

os passos de tempo calculados ao longo da simulação.

4.5 Normalização do operador de truncamento

No Capítulo 3, é apresentada a abordagem multirresolução adaptativa, juntamente

com o operador de truncamento Tǫℓ, o qual é utilizado para avaliar em quais re-

giões a malha precisa de mais ou menos refinamento. Esse procedimento é feito a

partir dos valores dos coeficientes wavelet dℓ, que medem a regularidade local da

solução numérica do sistema. Em particular, para o modelo MHD, que possui oito

variáveis, cada detalhe dℓ pode ser entendido como um vetor que engloba os de-

talhes de todas as váriáveis conservativas, ou seja, dℓ = (dℓρ,d
ℓ
ρu,d

ℓ
E ,d

ℓ
B). Cada

um desses coeficientes associados às variáveis do modelo são calculados a partir do
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erro de aproximação, juntamente com o valor máximo de cada variável na malha.

Inicialmente, efetuava-se esse cálculo por

dℓ̟ =
dℓ̟

max(̟)
, (4.49)

em que ̟ está associado individualmente a qualquer variável do modelo, ou seja,

̟ ∈ {ρ, ρvx, ρvy, ρvz, E , Bx, By, Bz}. Essa abordagem tem interesse no comporta-

mento individual de cada variável, sem levar em consideração a natureza vetorial de

ρu e B. Após diversos testes, observou-se que essa forma de calcular os coeficientes

contribuía para a obtenção de uma malha adaptativa com células localizadas em re-

giões desnecessárias. Com isso, demanda-se uma abordagem diferenciada no cálculo

desses coeficientes em relação às variáveis vetoriais ρu e B. Em duas dimensões,

apresentam-se os detalhes das variáveis conservativas dados por

dℓρ =
dℓρ

max(ρ)
, (4.50)

dℓρu =

√

(dℓρux
)2 + (dℓρuy

)2

max(ρux, ρuy)
, (4.51)

dℓρuz
=

dℓρuz

max(ρuz)
, (4.52)

dℓE =
dℓE

max(E)
, (4.53)

dℓB =

√

(dℓBx
)2 + (dℓBy

)2

max(Bx, By)
, (4.54)

dℓBz
=

dℓBz

max(Bz)
, (4.55)

(4.56)

e para três dimensões tem-se

dℓρ =
dℓρ

max(ρ)
, (4.57)

dℓρu =

√

(dℓρux
)2 + (dℓρuy

)2 + (dℓρuz
)2

max(ρux, ρuy, ρuz)
, (4.58)

dℓE =
dℓE

max(E)
, (4.59)

dℓB =

√

(dℓBx
)2 + (dℓBy

)2 + (dℓBz
)2

max(Bx, By, Bz)
. (4.60)
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É importante notar que, para as quantidades vetoriais ρu e B, os coeficientes são

calculados em termos das suas componentes. No caso bidimensional, em que os

vetores têm apenas duas componentes, o coeficiente da terceira componente de cada

uma das variáveis é calculado de forma independente. Além disso, a divisão efetuada

em todos os coeficiente com o máximo do valor das variáveis tem como objetivo a

normalização desses valores antes da aplicação do operador de truncamento.

Com essa normalização proposta, houve uma melhora na adaptabilidade da malha

computacional ao problema. Na Figura 4.2, apresentam-se as malhas obtidas para o

mesmo problema da nuvem magnética. Neste caso, a malha da esquerda foi obtida

em uma simulação com a abordagem inicial do cálculo dos coeficientes wavelet, le-

vando em consideração cada variável individualmente. À direita, a malha é obtida

com a abordagem que considera a natureza vetorial dos detalhes referentes a ρu e B.

Abaixo das malhas, apresentam-se as variáveis ρ e Bz para este problema. Pode-se

observar que a malha com a nova abordagem é mais coerente no sentido de locali-

zação das estruturas pertinentes ao problema, não contendo células desnecessárias,

como a malha que utiliza a abordagem inicial dos coeficientes.

Para que seja aplicado o operador Tǫℓ , comparando os coeficientes wavelet com o

parâmetro de truncamento ǫℓ, utiliza-se o valor máximo entre os coeficientes de todas

as variáveis. Assim, definindo max |dℓ| = max{|dℓρ|, |dℓρu|, |dℓE|, |dℓB|}, o operador de

truncamento dado pela Equação 3.37 é reescrito para o caso MHD como

Tǫℓ =











0, se max |dℓ| ≤ ǫℓ,

dℓ, caso contrário.
(4.61)

Dessa forma, a malha adaptativa obtida pode ser entendida como uma união das

malhas de todas as variáveis, visto que os coeficientes de todas as variáveis são

utilizados para decidir em quais regiões locais o maior refinamento é necessário

para representar a solução. No Capítulo 6, os resultados obtidos neste trabalho são

apresentados, e as malhas obtidas para os diferentes casos são dicutidas e avaliadas, a

fim de verificar a metodologia adaptativa de multirresolução no contexto do modelo

MHD.
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Figura 4.2 - Malhas obtidas em simulações MHD ideal em duas dimensões para o pro-
blema da nuvem magnética. À esquerda, apresenta-se a malha obtida com
a abordagem do cálculo dos detalhes variável-a-variável. À direita, a malha
obtida com a abordagem em que considera-se as variáveis vetoriais no cálculo
dos detalhes. Abaixo, as variáveis ρ e Bz para ilustrar a estrutura da solução.

Abordagem inicial Abordagem atual

ρ Bx

Fonte: Produção do Autor
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5 ASPECTOS COMPUTACIONAIS

Neste capítulo são apresentados detalhes acerca dos aspectos computacionais rela-

tivos a este trabalho. A cronologia do desenvolvimento do código CARMEN–MHD

e seu algoritmo, informações sobre a solução de referência, visualizações e métricas

utilizadas na comparação de dados. Esses aspectos são importantes para se entender

os esforços necessários para obter a versão atual do código CARMEN–MHD.

5.1 Código CARMEN–MHD

O código CARMEN (versão 1.541) foi desenvolvido por Olivier Roussel (ROUSSEL

et al., 2003b; ROUSSEL et al., 2003a) na linguagem C++, usando o método de volu-

mes finitos para performar a simulação numérica de equações diferenciais parciais

evolutivas utilizando uma abordagem adaptativa de multirresolução por médias ce-

lulares. A versão inicial permitia a simulação de seis sistemas de equações, incluindo

as equações de Navier-Stokes.

A implementação das equações MHD ideal em duas dimensões, juntamente com os

fluxos numéricos HLL e HLLD e as correções de divergência do campo magnético,

foi desenvolvida posteriormente, como trabalho de mestrado da autora (GOMES,

2012; DOMINGUES et al., 2013). Após essa modificação, o código CARMEN passou

por diversos ajustes, incluindo a correção do cálculo dos autovalores do sistema,

implementação da reconstrução das variáveis conservativas e melhorias na aplicação

das condições de contorno (GOMES et al., 2015). O modelo ideal em três dimensões

e o modelo resistivo em duas e três dimensões foram adicionados ao código (GOMES

et al., 2017a), trazendo avanços na simulação MHD adaptativa. A implementação

MHD não-adaptativa foi realizada em duas e três dimensões, necessitando de uma

reformulação na estrutura de dados para tornar coerente as comparações de tempo

de CPU com a simulação adaptativa. Além disso, houve a implementação dos termos

de difusão artificial, ajuste do passo de tempo e a correção de erro na implementação

original tridimensional. Para a otimização do código no contexto MHD, foi realizada

a remoção dos arquivos não relacionados à implementação MHD e adição de saídas

no formato VTK 1. Com isso, o código CARMEN utilizado neste trabalho passou a

se chamar CARMEN–MHD.

Na Figura 5.1 é apresentado o fluxograma do algoritmo do código CARMEN–MHD

adaptativo, o qual é dividido em cinco etapas: inicialização, evolução temporal, re-

construção malha, saídas e finalização. Na inicialização, os aquivos de condição ini-

1https://www.vtk.org/
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Inicialização

Evolução temporal

Saídas

Reconstruir malha

Finalização

Ler condição inicial
Iniciar parâmetros 
Criar malha inicial

Calcular fluxos
Evoluir no tempo
Checar estabilidade
Aplicar correção

Atualizar a malha
Adaptar a malha

Escrever malha
Escrever solução

L����� �����ia

Repetir o 
processo 

até alcançar
o tempo �nal

desejado

Figura 5.1 - Fluxograma ilustrativo do algoritmo do código CARMEN–MHD.

Fonte: Produção do autor.

cial carmen.ini e parâmetros de simulação carmen.par são lidos, possibilitando a

criação de malha adaptativa inicial para a simulação, a estabilidade da solução nu-

mérica é checada e a correção de divergência do campo magnético é aplicada. Para

reconstruir a malha, a malha é atualizada com os novos valores obtidos, e adaptada

novamente à solução. A solução evoluída no tempo e sua malha adaptativa são escri-

tas em um arquivo de saída. Caso o tempo final desejado seja alcançado, a simulação

é finalizada, limpando a memória. Caso contrário, os passos são repetidos a partir

da evolução temporal, até que o tempo final seja atingido.
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Para a criação da malha adaptativa, utiliza-se a estrutura chamada graded-tree

(COHEN, 2003), a qual impõe que duas células adjacentes da malha devem estar

no mesmo nível de refinamento ou com a diferença de apenas um nível entre elas.

Esse tipo de estrutura deve ser garantida durante o processo de refinamento da

malha, para que as células necessárias no cálculo do operador de predição estejam

sempre disponíveis para tal. Como a malha é modificada ao longo do tempo, é neces-

sário seu ajuste a cada iteração para manter a estrutura graded-tree. Mais detalhes

em (ROUSSEL, 2003).

O compilador utilizado com o código CARMEN–MHD é o g++ versão 4.8.4, no

sistema operacional Ubuntu 14.04. O servidor utilizado para as simulações possui

processador Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2640 v2 2.00GHz, com memória RAM de

128GB.

5.2 Solução de referência

Para comparar os resultados do código CARMEN–MHD é necessário definir uma

solução de referência. Neste contexto, utiliza-se o código FLASH, apresentado no

Apêndice E, que é verificado e bastante utilizado. A física modelada no código é

testada e coerente, constituindo uma ferramenta interessante e adequada para a

comparação e verificação de resultados. Com isso, todas as condições iniciais dos

problemas estudados são implementadas e rodadas no código FLASH, permitindo

a obtenção das soluções de referência e a comparação dos resultados. Mais detalhes

sobre o código FLASH são encontrados no Apêndice E.

Similaridades entre os códigos

Existem algumas similaridades entre os códigos CARMEN e FLASH, que são impor-

tantes e devem ser destacadas: o fluxo numérico HLLD, a reconstrução de variáveis

dada pelo esquema Monotonized Central, e a segunda ordem de acurácia do método

numérico utilizado. É interessante destacar que, mesmo utilizando esquemas numé-

ricos de ordem similar, eles não são iguais. Isso implica que os resultados obtidos

devem obedecer as características intrínsecas de cada problema apresentado, no en-

tanto, não existe a possibilidade de resultados idênticos. A ordem do método está

associada a acurácia da solução.

5.3 Erros e visualizações

Nesta seção são apresentados os tipos de erros calculados nos resultados, os tipos de

arquivos obtidos nas simulações dos códigos CARMEN–MHD e FLASH, e detalhes
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acerca da visualização dos resultados.

5.3.1 Erro associado à ∇ ·B

Para calcular o erro associado à divergência do campo magnético, considera-se ape-

nas os valores de∇·B obtidos com o código CARMEN–MHD. Neste caso, considera-

se o máximo do erro médio absoluto da divergência, que é caracterizado como uma

constante adimensional, definido por

εdiv = max

(

dV
|∇ ·B|
|B|

)

, (5.1)

em que dV é o volume da célula. Esse cálculo mede a magnitude parcial máxima dos

erros de divergência do campo magnético (HOPKINS, 2016). No geral, εdiv deve ser

menor que um. Esses valores costumam variar de acordo com a escolha da correção

de divergência.

5.3.2 Tipos de erros

Os erros obtidos neste trabalho estão associados às normas L1, L2 e L∞ (LEVEQUE,

2002). São considerados os erros médios, levando em conta o tamanho da malha

em questão. No geral, erros desse tipo são calculados em relação a uma solução

exata. Como não há solução exata para os problemas de interesse deste trabalho, o

cálculo do erro é feito com respeito à solução de referência. Considerando a solução

de referência como U e a solução obtida com o código CARMEN–MHD denotada

por U, são definidas as equações para o cálculo dos erros.

Erro L1

O erro na norma L1 é calculado a partir da soma dos valores absolutos da diferença

entre duas matrizes. Em duas dimensões, tem-se

L1 =
1
N2

N
∑

i=1

N
∑

j=1

|Ui,j −Ui,j|. (5.2)

Em três dimensões, o erro L1 é calculado como

L1 =
1
N3

N
∑

i=1

N
∑

j=1

N
∑

k=1

|Ui,j,k −Ui,j,k|. (5.3)
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Erro L2

Esse erro é obtido a partir da soma das diferenças elevadas ao quadrado. Em duas

dimensões, tem-se

L2 =





1
N2

N
∑

i=1

N
∑

j=1

|Ui,j −Ui,j|2




1/2

. (5.4)

Em três dimensões, o erro L2 é calculado como

L2 =





1
N3

N
∑

i=1

N
∑

j=1

N
∑

k=1

|Ui,j,k −Ui,j,k|2




1/2

. (5.5)

Erro L∞

Esse erro representa o valor máximo da diferença entre as soluções. Em duas dimen-

sões, tem-se

L∞ = max
1≤i≤N

[

max
1≤j≤N

(Ui,j −Ui,j)
]

. (5.6)

Em três dimensões, o erro L∞ é calculado como

L∞ = max
1≤i≤N

{

max
1≤j≤N

[

max
1≤k≤N

(Ui,j,k −Ui,j,k)
]}

. (5.7)

Esses valores mostram o quanto a solução obtida se aproxima da solução de referên-

cia, a fim de avaliar quantitativamente essa proximidade. Esses valores são obtidos

para todas as variáveis não-nulas do modelo, sendo uma ferramenta de comparação

dos resultados obtidos.

5.3.3 Tipos de aquivo

Inicialmente, o código CARMEN possuia apenas arquivos de saída do tipo .dat.

Para o código CARMEN–MHD adicionam-se saídas do tipo .vtk, caracterizando

arquivos do tipo Visualization Tool Kit, que é um sistema de software de código livre

utilizado para gráficos tridimensionais de computador, processamento de imagens e

visualização. Os arquivos VTK suportam diversos tipos de dados (escalares, vetores,

tensores) e diversas geometrias para a sua visualização. Com essa nova implementa-

ção, há uma melhora na qualidade da visualização dos resultados, principalmente nos

casos tridimensionais. Nesta seção, apresenta-se um exemplo de arquivo VTK e as

estruturas importantes na sua construção são comentadas. No Texto 5.1, apresenta-

se o cabeçalho de um arquivo VTK. Nesta ordem, tem-se a versão do arquivo VTK

utilizada, a legenda do arquivo e o tipo de arquivo (pode-se definir ASCII ou biná-
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Listing 5.1 - Cabeçalho de um arquivo de saída VTK do código CARMEN–MHD.

# vtk DataFi le Vers ion 2 .8
Solucao MHD
ASCII
DATASET STRUCTURED_GRID
DIMENSIONS 32 32 1
POINTS 1024 FLOAT
−0.500000 −2.000000 0.000000
−0.500000 −1.870968 0.000000
−0.500000 −1.741935 0.000000
−0.500000 −1.612903 0.000000

Listing 5.2 - Exemplo de variável escalar em arquivo de saída VTK do código CARMEN–
MHD.

POINT_DATA 1024
SCALARS Density f l o a t
LOOKUP_TABLE de f a u l t

9.9450254334794552 e−01
9.7530095599058841 e−01
9.6680119959813804 e−01
9.7967490164696236 e−01

rio). O comando DATASET determina o tipo de malha do dado, neste caso, uma malha

estruturada. As dimensões da malha computacional são definidas para as direções

x, y e z, e o número total de células é descrito e definido como precisão float. A

partir daí, os pontos da malha são especificados em três colunas. A varredura dos

pontos no código CARMEN–MHD é feita na sequência x, y, z. Já no código FLASH,

a sequência é dada por z, y, x. Esse tipo de informação é importante ao se comparar

os valores obtidos ponto-a-ponto. Após definir o cabeçalho e os valores que compõem

a malha, deve-se escrever o valor das variáveis associados aos pontos da malha. No

Texto 5.2, apresenta-se um exemplo de definição da variável escalar ρ. Primeiro

define-se o parâmetro POINT_DATA, que é o número de valores de ρ na malha, depois

o tipo de variável SCALARS juntamente com o seu nome e a sua precisão. Para definir

variáveis vetoriais, o processo é similar. Define-se o tipo de variável VECTORS jun-

tamente com o seu nome e sua precisão. Depois é necessário escrever os valores de

cada componente do vetor, neste caso, em três colunas que representam as variáveis

ux, uy e uz, como apresentado no Texto 5.3. As implementações das saídas VTK
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Listing 5.3 - Exemplo de variável vetorial em arquivo de saída VTK do código CARMEN–
MHD.

VECTORS Ve loc i ty f l o a t
−5.4059620190e−26 −2.0054987160e−02 3.2091973305e−02
−8.9226512290e−03 4.6321073384e−03 1.5523072546e−28

estão incluídas no arquivo Node.cpp para o caso adaptativo e FineMesh.cpp para

o caso uniforme. Esses arquivos podem ser utilizados em alguns softwares, como o

VisIt e o Paraview.

5.3.4 Visualização

A visualização dos resultados obtidos com os códigos CARMEN–MHD e FLASH são

visualizados utilizando o programa VisIt2. O software VisIt é código aberto e inte-

rativo, utilizado para visualização, animação e como ferramente de análise (CHILDS

et al., 2012). Possui uma variedade de formas para a visualização e operadores ma-

temáticos, sendo possível obter valores a partir dos dados utilizados. O VisIt possui

suporte para diferentes tipos de arquivo, em particular, arquivos do tipo VTK e

HDF5 (FLASH).

Nesta seção, apresenta-se um código desenvolvido em python para obter uma figura

a partir de um arquivo de dados. É possível utilizar a interface gráfica do programa

para fazer as visualizações. Porém quando há a necessidade de criar diversas figuras

a partir de um dado, a utilização de um código que automatize o processo é inte-

ressante. O comando necessário para rodar o código em python utilizando o VisIt

também é apresentado para ambos os tipos de dados apresentados.

O Código 5.4 é utilizado para gerar uma figura a partir do dado Average.vtk,

obtido com o código CARMEN–MHD. Primeiramente, escolhe-se a base de dados

(ou arquivo de dados) e a variável que se deseja visualizar. O software VisIt permite

diversas configurações para os arquivos de saída. Neste exemplo, estão definidos os

parâmetros para as anotações na figura, paleta de cores e configurações do arquivo

de saída, como formato e nome do arquivo. Para visualizar os resuldados do código

FLASH, deve-se alterar o nome do arquivo de acordo com a saída do problema de

interesse.

Para rodar o código em python nomeado arquivo.py utilizando o software VisIt,

2https://wci.llnl.gov/simulation/computer-codes/visit/

65



Listing 5.4 - Exemplo de script de visualização no VisIt.

# Abrir base da dados
OpenDatabase ( " l o c a l h o s t : Average . vtk " , 0)
AddPlot ( " Pseudocolor " , " Density " , 1 , 1)

# Vi sua l i z a r dados
DrawPlots ( )
AnnotationAtts = Annotat ionAttr ibutes ( )
AnnotationAtts . u se r In f oF lag = 0
AnnotationAtts . databaseIn foF lag = 0
SetAnnotat ionAttr ibutes ( AnnotationAtts )

# D e f i n i r a t r i bu t o s de v i s u a l i z a c a o
PseudocolorAtts = Pseudoco lo rAt t r ibute s ( )
PseudocolorAtts . colorTableName = " hot_desaturated "
SetPlotOptions ( PseudocolorAtts )

# Conf iguracao de f i g u r a
SaveWindowAtts = SaveWindowAttributes ( )
SaveWindowAtts . f i leName = "KH_2D_rho_L7_eps01 "
SaveWindowAtts . format = SaveWindowAtts .PNG
SaveWindowAtts . compress ion = SaveWindowAtts . PackBits
SetSaveWindowAttributes ( SaveWindowAtts )
SaveWindow ( )

utiliza-se o seguinte comando

visit -nowin -cli -s arquivo.py

A opção -nowin é utilizada para que não seja aberta a janela da interface gráfica,

garantindo a automatização do processo. Para a visualização dos arquivos HDF5

obtidos com o código FLASH, deve-se adicionar uma nova opção no comando ante-

rior

visit -assume_format FLASH -nowin -cli -s arquivo.py

Os arquivos de saída do código FLASH não possuem a terminação .hdf5, então o

VisIt não consegue reconhecer o formato, sendo necessário indicar na compilação.

Quando há interesse na comparação qualitativa da topologia da solução numérica,

deve-se alinhar os valores máximo e mínimo da escala de cor para as visualizações

CARMEN–MHD e FLASH. Para tal, os valores máximos e mínimos das variáveis
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do modelo são obtidos para ambos as simulação, comparados entre si e, para cada

variável, são definidos os maiores e menores valores entre os dois códigos. Esse pro-

cedimento é feito para todas as comparações desse tipo.

No próximo capítulo são apresentados os resultados obtidos com o código

CARMEN–MHD e as verificações necessárias para cada caso. Todas as métricas,

visualizações e referências são obtidas como apresentadas anteriormente.
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6 RESULTADOS

Neste capítulo são apresentados os resultados obtidos com as simulações do mo-

delo MHD ideal e resistivo, em duas e três dimensões, utilizando a abordagem de

multirrersolução adaptativa por médias celulares.

Para a verificação da implementação do modelo MHD são apresentadas as simula-

ções de quatro problemas importantes: o vórtex de Orszag-Tang, a instabilidade de

Kelvin-Helmholtz, nuvem magnética, e reconexão magnética. A escolha desses casos

é feita devido à variedade de situações que podem ser avaliadas, como descrito a

seguir para cada caso.

Vórtex de Orszag-Tang (O-T)

• Avaliação a correção de divergência do campo magnético

• Ocorrência de choques magneto-hidrodinâmicos

Instabilidadede Kelvin-Helmholtz (K-H)

• Ocorrência de estruturas localizadas

• Detecção e representação dos vórtices

Nuvem magnética (N-M)

• Ocorrência de fortes descontinuidades

• Avaliação da estabilidade do esquema numérico

Reconexão magnética (R-M)

• Alteração na topologia das linhas de campo magnético

• Liberação de energia magnética

Os resultados obtidos com o código CARMEN–MHD são comparados com os resul-

tados de referência rodados com o código FLASH, como discutido no Capítulo 5.

Também são apresentadas discussões acerca dos problemas simulados e da metodo-

logia adaptativa.
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6.1 Vórtex de Orszag-Tang

Em duas dimensões, o caso teste atualmente conhecido como vórtex Orszag-Tang é

inicialmente proposto em (ORSZAG; TANG, 1979). Este teste de verificação é bem co-

mum na área de simulação MHD (SKÁLA et al., 2015; LEE, 2013; MIYOSHI; KUSANO,

2005; LONDRILLO; ZANNA, 2000; JIANG; WU, 1999a; RYU et al., 1998; ZACHARY et

al., 1994), pois possibilita testar a robustez do código utilizado, além de ser bas-

tante sensível à divergência numérica do campo magnético. Esse teste lida com a

formação de choques magneto-hidrodinâmicos e a interação complexa entre ondas

de choque, devido à sua ocorrência durante a simulação. A sua formulação tridi-

mensional é proposta em Hezel et al 2011, na qual uma perturbação é adicionada

na direção z do domínio computacional. Em alguns casos, o problema de O-T pode

não ser atrativo para simulações adaptativas, visto que possui estruturas em todo o

domínio computacional, isto é, não há localização de estuturas. No entanto, devido

à sua complexidade física, além dos atributos de verificações numéricas descritas

acima, é muito utilizado para a verificação do código CARMEN–MHD. O estudo é

feito inicialmente para uma malha uniforme, a fim de avaliar a implementação e a

reprodução das estruturas do vórtex.

6.1.1 Caso bidimensional

A condição inicial em duas dimensões é dada pela Tabela 6.1. O problema é simulado

para o nível máximo de refinamento L = 9 (512×512) e o seu domínio computacional

é dado por Ω = [0, 2π] × [0, 2π]. Como parâmetros de simulação, tem-se o tempo

final de simulação t = π, o número de Courant ν = 0.3 e o parâmetro da correção de

divergência nula αp = 0.4. A constante adiabática é dada por γ = 5/3 e a condição

de contorno é periódica.

Tabela 6.1 - Condição inicial do problema de Orszag-Tang.

ρ p ux uy uz Bx By Bz

γ2 γ − sin y sin x 0.0 − sin y sin 2x 0.0

A topologia do problema é composta por diversas estruturas em todo o domínio, ca-

racterizando descontinuidades na solução. Problemas com estruturas não-localizadas

podem não ser interessantes do ponto de vista adaptativo e, por isso, a simulação
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em malha uniforme é apresentada e discutida primeiramente, com o objetivo de

avaliar a qualidade da solução ao compará-la com a referência. Posteriormente são

apresentados os resultados adaptativos para o mesmo problema.

Malha uniforme

A visualização das soluções numéricas obtidas com os códigos CARMEN–MHD e

FLASH em malha uniforme é exibida nas Figuras 6.1 e 6.2, com os limites inferiores

e superiores de cada variável fixados igualmente para as duas simulações, como exi-

bido na Tabela 6.2. A topologia das duas soluções é similar, sendo difícil encontrar

diferenças evidentes entre si. As variáveis uz e Bz não são apresentadas, pois assu-

mem valor nulo ao final da simulação. As estruturas que compõem a solução são

bem representadas em ambos os casos. A periodicidade intrínseca do problelma é

mantida, e não há oscilações numéricas na solução, preservando a física do problema.

Para avaliar a convergência local da solução, é apresentado o corte na variável pressão

na posição y = 0.64π. Tal corte é comumente utilizado na literatura (MIYOSHI; KU-

SANO, 2005; LONDRILLO; ZANNA, 2000; JIANG; WU, 1999a; RYU et al., 1998). A par-

tir do software g3data1, extrai-se os valores apresentados em Londrillo e Del Zanna

2000, obtidos com um esquema LF–CENO de terceira ordem e staggered mesh, e

Miyoshi e Kusano 2005, obtidos com o esquema HLLD e correção GLM–MHD, para

fins comparativos. Esses valores são apresentados, juntamente com a solução obtida

ao rodar o código FLASH para uma malha uniforme de 200 × 200 células, na Fi-

gura 6.3. Observa-se que o cortes para todos os casos são similares, sugerindo que o

resultado do código FLASH converge de forma adequada para o resultado dos ar-

tigos citados. Na Figura 6.4 são exibidas as soluções rodadas com o código FLASH

para os níveis L = 7, L = 8 e L = 9, e na Figura 6.5 tem-se as soluções obtidas

com o código CARMEN–MHD para os mesmos níveis, mostrando que a topologia

da solução é mantida para todos os níveis de refinamento das malhas. Isso mostra

que todas as simulações apresentadas são coerentes com os resultados obtidos em

outras literaturas.

Para uma análise quantitativa dessas similaridades entre o resultado obtido com

o código CARMEN–MHD e a referência, na Tabela 6.3 os erros L1, L2 e L∞ são

apresentados. O erro L1 no geral se mantém na ordem de 10−3, sendo maior nas

variáveis pressão e densidade, o que também acontece para os dois outros tipos de

erro. As diferenças máximas entre as soluções numéricas fica em torno da ordem

1http://www.frantz.fi/software/g3data.php
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10−1. As estruturas presentes nessas variáveis apresentam topologias similares. Na

Figura 6.6, são exibidas as curvas associadas aos erros L1 e L2 para a variável ρ, à

medida que os níveis de refinamento são variados. Pode-se observar que os valores

tendem a diminuir ao mesmo tempo que nível de refinamento aumenta. Isso também

ocorre para as outras variáveis. Esse tipo de comportamento é esperado em soluções

numéricas, visto que o maior número de células implica em um espaçamento menor

entre as células, resultando em uma representação mais precisa do problema.

A densidade de energia E é fisicamente conservada. Na simulação com o código

CARMEN–MHD, a integral dessa quantidade apresenta valores constantes ao longo

do tempo físico. A avaliação dessa quantidade global é importante, pois a densidade

total de energia é obtida a partir de todas as variáveis MHD, isto é, ρ, p, u e B,

caracterizando uma medida que depende do comportamento do fluido como um

todo, além de avaliar a implementação do modelo ideal conservativo.

O erro associado à divergência de B é denotado por εdiv e definido no Capítulo 5.

Nesta simulação, esse valor se mantém na ordem de 10−2, satisfazendo a condição

proposta εdiv < 1. Os valores mais significativos de∇·B ocorrem próximos às maiores

descontinuidades presentes na solução. A correção parabólica-hiperbólica controla

os erros de divergência, evitando a ocorrência de estruturas não-físicas provenientes

da evolução desses erros.

Conclusões parciais

As soluções numéricas obtidas com o código CARMEN–MHD utilizando malhas

unifomes possuem as mesmas topologias físicas apresentadas em outras trabalhos

da literatura, e também pelos resultados de referência obtidos pelo código FLASH.

De acordo com os erros L1, L2 e L∞, os resultados obtidos com ambos os códigos

são próximos. A conservação da densidade total de energia é mantida, descrevendo

de forma adequada a física do problema numericamente. Os erros associados à diver-

gência do campo magnético são controlados, não influenciando os resultados físicos.
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Tabela 6.2 - Valores máximos e mínimos das variáveis do modelo MHD ideal utilizados
nas visualizações dos resultados dos códigos FLASH e CARMEN–MHD, para
uma malha 512 × 512 e tempo final t = π.

ρ p ux uy Bx By

Máximo 6.255 6.408 1.325 1.085 2.640 2.341
Mínimo 1.018 0.315 -1.325 -1.085 -2.640 -2.341
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Figura 6.1 - Variáveis ρ, ux e uy (de cima para baixo) obtidas no tempo t = π e 5122

células, com o modelo MHD ideal para o vórtex de Orszag-Tang com os
códigos CARMEN–MHD e FLASH em malhas uniformes.

FLASH CARMEN

Fonte: Produção do autor.
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Figura 6.2 - Variáveis p, Bx e By (de cima para baixo) obtidas no tempo t = π e 5122

células, com o modelo MHD ideal para o vórtex de Orszag-Tang com os
códigos CARMEN–MHD e FLASH em malhas uniformes.

FLASH CARMEN

Fonte: Produção do autor.
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Figura 6.3 - Cortes na solução numérica em malha uniforme: comparação da solução ob-
tida com o código FLASH (linha), Londrillo e Del Zanna 2000 (cruz) e
Miyoshi e Kusano 2005 (ponto).
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Fonte: Produção do autor.

Figura 6.4 - Cortes na solução numérica: soluções numéricas obtidas com o código FLASH
para os níveis L = 7 (ponto), L = 8 (cruz) e L = 9 (linha).
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Fonte: Produção do autor.
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Figura 6.5 - Cortes na solução numérica: soluções numéricas obtidas com o código
CARMEN–MHD para os níveis L = 7 (ponto), L = 8 (cruz) e L = 9 (li-
nha).
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Fonte: Produção do autor.

Tabela 6.3 - Erros obtidos com as simulações do problema do vórtex de Orszag-Tang com
VF comparados com a solução de referência obtida com o código FLASH, no
nível L = 9 em duas dimensões.

Código
Variáveis

Erros

CARMEN–MHD L1(×10−2) L2(×10−2) L∞(×10−1)

Malha uniforme

ρ 2.275 5.843 20.45
p 2.256 7.052 30.86
ux 0.681 2.144 8.377
uy 0.628 1.653 5.245
Bx 0.857 2.042 4.495
By 0.825 2.054 4.995
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Figura 6.6 - Curvas dos erros L1 e L2 na variável densidade obtidas a partir dos níveis
L = 7, 8 e 9.
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Fonte: Produção do autor.

Malha adaptativa

No contexto adaptativo, são realizadas simulações com os parâmetros de trunca-

mento fixos ǫ = 0.01, ǫ = 0.03 e por nível ǫ0 = 0.02, no nível máximo de refinamento

L = 9, e com os demais parâmetros como apresentados no caso uniforme. Na Fi-

gura 6.8, são exibidas as visualizações das variáveis do modelo MHD ideal obtidas

com ǫ = 0.03. As estruturas obtidas com a metodologia adaptativa se assemelham

das obtidas com os resultados dos códigos CARMEN–MHD e FLASH em malhas

uniformes. A simetria da solução é mantida, com todas as estruturas bem represen-

tadas, e os valores máximos e mínimos utilizados nas visualizações estão de acordo

com a Tabela 6.2.

Os cortes nas soluções obtidos em x = π e y = π com ǫ = 0.01, ǫ = 0.03 e ǫ0 =

0.02, juntamente com a solução de referência, são expostos nas Figuras 6.9 e 6.10.

Observa-se que a solução adaptativa coicide com a referência na maioria dos pontos

amostrados, sendo coerente com o comportamento esperado do problema.

Para avaliar a aproximação entre as soluções numéricas com ǫ = 0.03, os erros

obtidos constam na Tabela 6.4. O erro L1 se mantém na ordem de 10−2, indicando

uma proximidade adequada entre os valores obtidos. Comparando os casos VF e

adaptativo, os erros associados às simulações são ligeiramente menores na malha

uniforme, como esperado, com o maior número de células na malha.

78



O valor de ǫ escolhido como ótimo para a simulação adaptativa do problema do

vórtex de Orszag-Tang é ǫ = 0.03, pois a economia em células e tempo de CPU

é significante, além de manter o erro na mesma ordem do caso ǫ = 0.01, como

apresentado na Figura 6.14 para a variável densidade. Para ǫ = 0.03, necessita-se

de apenas 26% das células na simulação, gerando uma economia de 77% de tempo

de CPU. A porcentagem de células utilizadas para ǫ = 0.01 e ǫ0 = 0.2 foram,

respectivamente, 45% e 85%, resultando em uma diminuição do tempo de CPU

em 56% e 11%. Nas Figuras 6.12 e 6.13, pode-se observar que à medida que a

porcentagem de células aumenta, assim como o tempo de CPU associado, os erros

L1 e L2 tendem a diminuir. No entanto, para os casos apresentados, é possível manter

a mesma ordem dos erros.

Para avaliar a conservação da densidade de energia E , são apresentados na Figura 6.7

os valores obtidos com log10(EMR/EFV ), em que EMR e EFV são os valores da integral

de E ao longo do tempo obtidos para as malhas adaptativa e uniforme, respectiva-

mente. Com essa medida, é possível avaliar a conservação da energia obtida para os

diversos valores de ǫ, além de medir o quanto esses valores se aproximam do caso

uniforme. Os valores de log10(EMR/EFV ) são obtidos para ǫ0 = 0.2 (círculo), ǫ = 0.01

(cruz) e ǫ = 0.03 (pontilhado), juntamente com o caso uniforme (linha). Para todos

os casos apresentados, há conservação da densidade de energia ao longo do tempo.

Para os valores obtidos com ǫ0 = 0.2, o qual demanda aproximadamente 85% das

células para a simulação, os valores se aproximam mais do caso uniforme, compa-

rados com ǫ = 0.01 e ǫ = 0.03. Pode-se observar que à medida que se diminui o

número de células necessárias, não há perda de conservação de E , mantendo a física

do problema.

As malhas adaptativas para ǫ = 0.01 e ǫ = 0.03 são apresentadas na Figura 6.11.

Em todos os casos, a maior quantidade de células está localizada nas estruturas que

apresentam as maiores descontinuidades, como pode ser constatado na visualização

do problema, fazendo com que as estruturas sejam bem representadas mesmo com

uma diminuição considerável no número de células. É possível obter soluções bem

representadas em ambos os casos, mesmo com a diferença visível em relação ao

número de células necessárias.

Na Figura 6.15, apresentam-se os valores de εdiv para diferentes valores de ǫ. Pode-

se observar que, em todos os casos, εdiv é da ordem de 10−2 e, consequentemente,

satisfaz a restrição εdiv < 1. Os erros obtidos para ∇ · B não são propagados de

forma a comprometer a solução, evitando comportamentos não-físicos no problema.
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Conclusões parciais

As soluções obtidas com as simulações utilizando MR adaptativa convergiram para

o resultado esperado, apresentando erros próximos da abordagem uniforme, mesmo

com uma redução de mais de 70% na quantidade de células necessárias para a

simulação ao longo do tempo. As malhas adaptativas mostraram-se eficientes na

captura das estruturas na solução, evitando o refinamento desnecessário.

Problemas não-físicos foram evitados com a metodologia utilizada e não houve perda

de conservação da densidade de energia. A correção de divergência manteve os erros

associados controlados, evitando uma possível propagação dos mesmos.

Sendo assim, a abordagem adaptativa é uma alternativa eficiente no contexto da

simulação numérica do problema do vórtex de Orszag-Tang bidimensional, possibi-

litando a obtenção de uma solução numérica coerente dentro do que se espera desse

tipo de problema, com uma economia de células e tempo de CPU considerável, su-

gerindo que, mesmo para problemas com estruturas em todo o domínio, é possível

obter uma representação MR adequada.

Figura 6.7 - Valores globais de log10(EMR/EFV ) ao longo do tempo t, obtidos para as
malhas uniforme (preto) e adaptativas com ǫ0 = 0.2 (círculo), ǫ = 0.01 (cruz)
e ǫ = 0.03 (pontilhado).
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Fonte: Produção do autor.
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Figura 6.8 - Variáveis ρ, p, ux, uy, Bx e By obtidas no tempo t = π e nível L = 9 com o
modelo MHD ideal para o vórtex de Orszag-Tang com o código CARMEN–
MHD MR e ǫ = 0.03.
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Fonte: Produção do autor.
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Figura 6.9 - Cortes nas variáveis ρ, ux, e uy (de cima para baixo) obtidos em t = π e L = 9,
com as soluções de referência (linha) e adaptativa com o código CARMEN–
MHD para ǫ = 0.01 (cruz), ǫ = 0.03 (círculo), ǫ0 = 0.2 (ponto), em x = π e
y = π
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Figura 6.10 - Cortes nas variáveis p, Bx, e By (cima para baixo) obtidos em t = π e L = 9,
com as soluções de referência (linha) e adaptativa com o código CARMEN–
MHD para ǫ = 0.01 (cruz), ǫ = 0.03 (círculo), ǫ0 = 0.2 (ponto), em x = π e
y = π.
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Figura 6.11 - Malhas adaptativas para o problema do vórtex de Orszag-Tang em t = π e
nível máximo L = 9, para ǫ = 0.01 e ǫ = 0.03.

ǫ = 0.01 ǫ = 0.03

Fonte: Produção do autor.

Tabela 6.4 - Erros obtidos com as simulações do problema do vórtex de Orszag-Tang com
MR (ǫ = 0.03) comparados com a solução de referência do código FLASH,
em duas dimensões.

CARMEN
Variáveis

Erros

MHD L1(×10−2) L2(×10−2) L∞(×10−1)

MR

ρ 5.183 9.580 23.20
p 5.337 11.79 34.94
ux 1.837 3.511 9.480
uy 1.954 3.582 8.923
Bx 2.482 4.326 6.077
By 2.435 4.684 14.06

6.1.2 Caso tridimensional

O problema do vórtex de Orszag-Tang apresentado é estendido para o caso tri-

dimensional adicionando uma perturbação na componente z do campo inicial de

velocidade (HELZEL et al., 2011). Adicionam-se as perturbações δ nas componentes

da velocidade, juntamente com componente espacial z (que é numa no caso bidi-
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Figura 6.12 - Gráficos (a) porcentagem de tempo de CPU × L1 e (b) porcentagem de
tempo de CPU × L2, para a variável densidade e L = 9.
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Fonte: Produção do autor.

Figura 6.13 - Gráficos (a) porcentagem de células × L1 e (b) porcentagem de células ×
L2, para a variável densidade e L = 9.
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Fonte: Produção do autor.

mensional). O domínio computacional é [0, 2π]3. O valor de γ é 5/3 e a condição de

contorno é periódica. A condição inicial utilizada é dada por
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Figura 6.14 - Gráficos (a) ǫ × L1 e (b) ǫ × L2, para a variável densidade, ǫ = 0.01, ǫ = 0.03
e o caso uniforme, em t = π e L = 9
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Figura 6.15 - Gráfico ǫ × εdiv , para ǫ = 0.01, ǫ = 0.03 e o caso uniforme, em t = π e L = 9.

0 0.01 0.03
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

ǫ

m
ax
(

d
V

|∇
·B

|
|B

|

)

Fonte: Produção do autor.

Tabela 6.5 - Condição inicial do problema de Orszag-Tang.

ρ p ux uy uz Bx By Bz

γ2 γ −(1 + δ sin z) sin y (1 + δ sin z) sinx δ sin z − sin y sin 2x 0.0
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simulada no nível mais refinado L = 7. Como parâmetros de simulação, tem-se o

tempo final de simulação t = π, o número de Courant ν = 0.3 e δ = 0.2. O parâmetro

de truncamento é dado por ǫ = 0.03.

A visualização das variáveis obtidas nas simulações é apresentada nas Figu-

ras 6.18 e 6.19, para os códigos CARMEN–MHD e FLASH. Assim como no caso

bidimensional, a topologia da solução se assemelha à obtida pela referência. O vórtex

localizado na face superior do domínio encontra-se bem representado e com suas es-

truturas acentuadas. Em algumas regiões, as descontinuidades alcançam diferenças

maiores, necessitando de um maior refinamento local.

A simulação com o parâmetro ǫ = 0.03 escolhido demandou 74% do total de células

de uma simulação não adaptativa, e a economia de tempo de CPU é de aproxi-

madamente 20%. Valores maiores, como ǫ = 0.05, são testados com o intuito de

reduzir a quantidade de células. No entanto, valores maiores de 0.03 se mostraram

insuficientes para representar as estruturas presentes na solução desse problema, não

atingindo o tempo final de simulação.

Na Tabela 6.6, são exibidos os erros L1, L2 e L∞ para as soluções adaptativa e

uniforme, comparadas à solução de referência do código FLASH na malha uniforme.

Os erros VF e MR são bem próximos, diferindo por valores da ordem de 10−4 a 10−6.

Esse comportamento é esperado, visto que 74% das células é um valor considerável,

se aproximando do caso uniforme.

Conclui-se, que, mesmo se aproximando da solução de referência, de forma adequada,

a solução adaptativa para o problema do vórtex de Orszag-Tang no nível L = 7 não

possui uma malha computacional vantajosa. Espera-se ter uma malha adaptativa

com poucas células de forma a ter-se um método eficiente na obtenção da solução

numérica, com ganhos significantes no contextoem termos do tempo de CPU. As

malhas da simulação nos planos xy, yz e zx são expostas na Figura 6.20, nas quais

apenas algumas poucas regiões possuem um refinamento com menos células.

Na Figura 6.21 são apresentadas as variáveis ρ, p, ux, uz, Bx, By para o nível L = 8,

em t = π e ǫ = 0.01. A estrutura da solução do problema é similar à apresentada

para o nível L = 7. Nesse caso, também houve uma redução da porcentagem de

células utilizadas na simulação, devido ao aumento do nível máximo da malha e,

consequentemente, o tamanho dela. Para este caso, 62% das células foram utilizadas

ao longo do tempo, o que resultou em uma redução de 32% no tempo de CPU. As

malhas para o nível L = 8 são exibidas na Figura 6.22, para os planos xy, yz e zx.
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Nas Figuras 6.16 e 6.17, os valores associados à integral de E são apresentados para

os níveis L = 7 e L = 8, obtidos com as malhas uniforme e adaptativa para ǫ = 0.03

e ǫ = 0.01, respectivamente. Assim como no caso bidimensional, os casos uniforme

e adaptativos mantém a conservação da quantidade ao longo do tempo, verificando

a física do problema.

O erro associado à divergência do campo magnético, denotado por εdiv, assume valor

da ordem de 10−3 para os casos uniforme e adaptativo com ǫ = 0.03, sendo coerente

com o valor esperado. No geral, observa-se que as características físicas da solução

são mantidas.

Conclusões parciais

São apresentadas as simulações tridimensionais do problema de Orszag-Tang ideal.

As soluções MR e FV obtidas com o código CARMEN–MHD se aproximam da

solução de referência obtida com o código FLASH, verificando a implementação

tridimensional do modelo MHD ideal. Além disso, todas as simulações alcançaram

o tempo final desejado sem instabilidades numéricas.

Observa-se que a obtenção de uma malha adaptativa que melhor localize as estru-

turas da solução é dificultada, pois as descontinuidades não estão mais localizadas,

principalmente devido às perturbações introduzidas na direção z.

A divergência de B é controlada com a correção utilizada. A integral de E se man-

tém conservada para todos os casos, havendo pequenas variações na abordagem

adaptativa.

Analisando os casos MR apresentados para L = 7 e L = 8, pode-se concluir que, com

o aumento no nível de refinamento, há uma redução das porcentagens associadas aos

tempos de CPU e número de células.
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Figura 6.16 - Valores globais de E ao longo do tempo t, obtidos para malhas uniforme
(linha) e adaptativa (cruz) com ǫ = 0.03, para L = 7.
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Figura 6.17 - Valores globais de E ao longo do tempo t, obtidos para malhas uniforme
(linha) e adaptativa (cruz) com ǫ = 0.01, com L = 8.
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Figura 6.18 - Variáveis ρ, ux e uy (de cima para baixo) obtidas no tempo t = π e nível
L = 7 com o modelo MHD ideal para o vórtex de Orszag-Tang com os
códigos CARMEN–MHD MR com ǫ = 0.03 e FLASH.
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Fonte: Produção do autor.
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Figura 6.19 - Variáveis p, Bx e By (de cima para baixo) obtidas no tempo t = π e nível
L = 7 com o modelo MHD ideal para o vórtex de Orszag-Tang com os
códigos CARMEN–MHD MR com ǫ = 0.03 e FLASH.

FLASH CARMEN

Fonte: Produção do autor.
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Figura 6.20 - Malhas no plano xy, yz e zx para o problema do vórtex de Orszag-Tang em
três dimensões, com L = 7, ǫ = 0.03 e t = π, obtidas com o modelo MHD
ideal.

xy yz zx

Fonte: Produção do autor.

Tabela 6.6 - Erros obtidos com as simulações do problema do vórtex de Orszag-Tang com
MR (ǫ = 0.03) e VF comparados com a solução de referência, em três dimen-
sões.

Código
Variáveis

Erros

CARMEN–MHD L1(×10−4) L2(×10−3) L∞(×10−1)

Malha uniforme

ρ 3.758 6.703 6.499
p 3.636 6.284 8.486
ux 1.025 1.941 3.451
uy 0.951 1.583 2.023
uz 0.433 0.686 1.080
Bx 1.479 2.591 3.713
By 1.302 2.195 2.038
Bz 0.543 0.981 1.839

MR

ρ 4.488 7.674 8.194
p 4.345 7.856 13.97
ux 1.288 2.333 4.903
uy 1.269 2.014 2.775
uz 0.562 0.898 1.914
Bx 1.795 2.976 3.667
By 1.653 2.675 2.669
Bz 0.727 1.308 3.396
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Figura 6.21 - Variáveis ρ, p, ux, uy, Bx e By obtidas no tempo t = π e nível L = 8 com
o modelo MHD ideal para o problema do vórtex de Orszag-Tang com o có-
digo CARMEN–MHD. Para a simulação com a multirresolução adaptativa,
a solução é obtida com ǫ = 0.01.
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Fonte: Produção do autor.
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Figura 6.22 - Malhas no plano xy, yz e zx para o problema do vórtex de Orszag-Tang em
três dimensões, com L = 8, ǫ = 0.03 e t = π, obtidas com o modelo MHD
ideal.
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Fonte: Produção do autor.

6.2 Instabilidade de Kelvin-Helmholtz

A instabilidade de Kelvin-Helmholtz em fluidos é desencadeada na camada de ci-

salhamento entre dois fluidos com velocidades diferentes. A evolução não-linear

dessa instabilidade pode resultar em vórtices característicos, como apresentado em

Frank et al (1996). A física desse tipo de problema pode ser útil em vários con-

textos, visto que sua ocorrência é observada em diversos fenômenos na natureza e

no espaço, nas nuvens, magnetosfera e atmosferas de planetas. Ver, por exemplo,

a revisão apresentada em (EVANGELISTA et al., 2016). Nas simulações desta tese,

considera-se a condição inicial para esse problema é dada na Tabela 6.7, em que

u0
x = 5(tanh(20(y + 0.5))− (tanh(20(y − 0.5)) + 1)),

u0
y = 0.25 sin(2πx)(exp[−100(y + 0.5)2]− exp[−100(y − 0.5)2]),

são as componentes x e y da velocidade, respectivamente. O domínio computacional

é dado por Ω = [0, 1] × [−1, 1] e o nível máximo de refinamento da malha é

L = 9. Também são definidos como parâmetros de simulação o número de Courant

ν = 0.4, a constante adiabática γ = 1.4, e o tempo final t = 0.5. Para a correção de

divergência adota-se o valor αp = 0.4. A condição de contorno é periódica em todas

as fronteiras.
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Tabela 6.7 - Condição inicial para o problema da instabilidade de Kelvin-Helmholtz.

ρ p ux uy uz Bx By Bz

1.0 50.0 u0
x u0

y 0.0 1.0 0.0 0.0

MHD ideal

A visualização da solução é apresentada nas Figuras 6.23 e 6.24, para as simulações

com os códigos CARMEN–MHD e FLASH, exceto para as variáveis uz e Bz que

assumem valor nulo ao longo da simulação. As variáveis são limitadas para os mesmos

valores máximo e mínimo e, com isso, pode-se observar que as simulações apresentam

comportamento similar. Qualitativamente, a solução obtida com o código CARMEN

se aproxima do seu referencial, obtida com o código FLASH.

O parâmetro de truncamento utilizado na simulação adaptativa é dado por ǫ0 = 0.1.

Com essa escolha, a porcentagem de células necessárias ao longo do tempo para obter

a solução é de 32%, acarretando em um ganho de aproximadamente 68% de tempo

de CPU.

Na Figura 6.25, apresentam-se os cortes na solução nas posições x = 0.5 e y = 0.5.

Nesse caso, observa-se o comportamento local da solução do problema, comparando

a solução de referência com a solução adaptativa para os parâmetros de truncamento

por nível ǫ0 = 0.01, ǫ0 = 0.1 e fixo ǫ = 0.05. Observa-se que, para ǫ0 = 0.01 e ǫ0 =

0.1, a solução adaptativa converge para a referência, apresentando comportamento

similar ao desejado. Para ǫ = 0.05, principalmente nas variáveis uy em x = 0.5 e

Bx em y = 0.5, a solução se aproxima da referência de forma mais suavizada, sendo

ineficiente na representação de estruturas locais presentes nesse tipo de problema.

Esses comportamentos despertam uma discussão acerca da escolha do parâmetro

de truncamento ótimo para cada tipo de simulação. Para ǫ = 0.05, a porcentagem

necessária de células para obtenção da solução é de 12%, que é equivalente a uma

redução de 87% no tempo de CPU, comparado com a simulação com uma malha

completa. No entanto, a solução obtida não representa suficientemente bem as es-

truturas do problema. Já nos casos de truncamento por nível ǫ0 = 0.01 e ǫ0 = 0.1,

essas estruturas são respeitadas, necessitando de 56% e 32% das células, respectiva-

mente. Na Figura 6.26, é exibida a variação na porcentagem de céulas necessárias

para a simulação à medida que o valor do parâmetro de truncamento é alterado.
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Pode-se notar que, para o truncamento fixo, a diminuição no número de células é

mais significativa do que o caso por nível, mesmo para valores mais elevados, como

ǫ0 = 0.1. Isso mostra que a quantidade de células utilizadas na simulação, sem a

avaliação de outros aspectos da solução, não é um fator determinante para a escolha

de ǫ. Na Figura 6.30, são apresentadas as malhas adaptativas para os tempos inicial

e final da simulação e observa-se que as células estão mais localizadas nos vórtices

da solução.

A Tabela 6.8 mostra os erros associados à aproximação da solução, quando compa-

rada com a referência obtida com o código FLASH. No geral, o erro L1 assume valores

da ordem de 10−2 e 10−3, exceto para a variável pressão. Isso ocorre, pois a pressão é

obtida a partir dos valores das variáveis ρ, u e B, acumulando os erros provenientes

dessas variáveis. O erro obtido com a simulação V F do código CARMEN–MHD é

ligeiramente menor do que o erro obtido com a multirresolução adaptativa. Pode-se

concluir que, para ǫ0 = 0.1, apenas 32% das células são necessárias para a obtenção

da solução com a acurácia igual ou similar ao caso não adaptativo.

A densidade global de energia se mantém constante para os casos testados, garan-

tindo a conservação dessa quantidade ao longo do tempo e validando a física do

problema proposto.

Os valores dos erros εdiv para todos os parâmetros de truncamento utilizados e para o

caso uniforme são da ordem de 10−4, satisfazendo a restrição εdiv < 1. A correção de

divergência mantém a topologia física do problema, sem a ocorrência de oscilações.

Conclusões parciais

Para o problema da instabilidade de Kelvin-Helmholtz, a abordagem de multirre-

solução adaptativa mostra-se eficiente na representação das estruturas da solução,

além de reduzir consideravelmente o tempo de CPU da simulação numérica. O vór-

tices presentes na solução são detectados e bem representados com as abordagens

utilizadas, com estruturas acentuadas e precisas.

O decaimento do número de células necessárias para a simulação ocorre de forma

diferente para os parâmetros de truncamento por nível e fixo. Observa-se que, para

o truncamento fixo, há ganhos mais significativos na porcentagem de células, mesmo

comparados com valores maiores de ǫ0. Isso sugere que deve ser feita uma escolha do

parâmetro de forma adequada, lembrando que um número de células muito baixo

pode não ser o necessário para a obtenção de uma solução coerente com a física do
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problema.

Há uma relação entre o número de células na simulação e os erros obtidos, de forma

a permitir a escolha de um parâmetro de truncamento ótimo para essa simulação.

Com a escolha de um valor adequado, a abordagem MR pode ser otimizada e os

ganhos computacionais são significantes.
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Figura 6.23 - Variáveis ρ, ux e uy (de cima para baixo) obtidas no tempo t = 0.5 e nível
L = 9 para o problema K-H ideal com os códigos CARMEN–MHD MR com
ǫ0 = 0.1 e FLASH.

FLASH CARMEN–MHD

Fonte: Produção do autor.
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Figura 6.24 - Variáveis p, Bx e By (de cima para baixo) obtidas no tempo t = 0.5 e nível
L = 9 para o problema K-H ideal com os códigos CARMEN–MHD MR com
ǫ0 = 0.1 e FLASH.

FLASH CARMEN–MHD

Fonte: Produção do autor.
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Figura 6.25 - Cortes nas variáveis ρ, uy, and Bx (de cima para baixo) obtidas com o
modelo MHD ideal para o problema da instabilidade de Kelvin-Helmholtz,
em t = 0.5 e L = 9, com a solução de referência (linha) e a solução do código
CARMEN–MHD para ǫ0 = 0.01 (ponto), ǫ = 0.05 (círculo), ǫ0 = 0.1 (cruz),
em x = 0.5 e y = 0.5.

x = 0.5 y = 0.5

-1 -0.5 0 0.5 1
0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

ρ

y
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

ρ

x

-1 -0.5 0 0.5 1
-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

u
y

y
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-4

-2

0

2

4

u
y

x

-1 -0.5 0 0.5 1
-4

-2

0

2

4

6

B
x

y
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-2

0

2

4

6

8

B
x

x

Fonte: Produção do autor.

100



Figura 6.26 - Gráfico (a) de parâmetro de truncamento fixo por porcentagem de células
e (a) de parâmetro de truncamento por nível por porcentagem de células,
para L = 9.
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Fonte: Produção do autor.

Tabela 6.8 - Erros para o problema da instabilidade de Kelvin-Helmholtz obtidos com a
simulação MHD ideal, com MR (ǫ0 = 0.1) e VF no código CARMEN–MHD,
comparados com os resultados de referência.

Código
Variáveis

Erros

CARMEN–MHD L1(×10−2) L2(×10−1) L∞(×10−1)

VF

ρ 0.29 0.07 0.89
p 18.3 5.39 67.87
ux 6.57 2.21 22.86
uy 3.34 0.83 8.38
Bx 4.04 1.07 10.69
By 1.65 0.39 3.22

MR

ρ 0.30 0.072 1.00
p 18.4 4.66 60.11
ux 6.72 2.12 21.98
uy 3.82 0.94 8.43
Bx 4.08 0.93 8.63
By 1.91 0.41 3.37
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MHD resistivo

Nesta seção, os resultados obtidos ao adicionar a resistividade η ao sistema MHD

são discutidos. A simulação adaptativa discutida é obtida com o nível máximo de

refinamento L = 9, parâmetro de truncamento ǫ0 = 0.1, tempo final t = 0.5, número

de Courant ν = 0.4, e αp = 0.4. O valor da resistividade é dado por η = 0.02, como

proposto e discutido em (EVANGELISTA et al., 2016). A condição de contorno em

todas as fronteiras é de Neumann.

As Figuras 6.28 e 6.29 mostram a visualização das soluções obtidas com os códigos

CARMEN–MHD e FLASH. Nas duas simulações, os resultados obtidos estão plo-

tados entre os mesmos valores máximos e mínimos, a fim de permanecer na mesma

escala de cores e evidenciar as estruturas. As maiores descontinuidades na solução

estão localizadas na região onde os vórtices estão situados, próximos a y = −0.5 e

y = 0.5. Para o caso específico da densidade, é possível encontrar descontinuidades

da mesma ordem de magnitude que o caso ideal e, mesmo não utilizando uma malha

cheia, as estruturas são bem capturadas pela multirresolução.

Os resultados resistivos, quando comparados com o caso ideal, são visivelmente mais

difusivos, apresentando a estrutura do vórtex menos acentuada. Tal comportamento

é esperado devido aos termos fonte adicionados nas equações da densidade de energia

e campo magnético, os quais adicionam efeitos de natureza dissipativa ao sistema.

Os cortes em x = 0.5 e y = 0.5 no tempo t = 0.5, estão na Figura 6.27 para as

variáveis ρ, uy, e Bx, para ǫ0 = 0.1, ǫ0 = 0.01 e ǫ = 0.05, juntamente com a solução

de referência.

O cortes estão localizados na região próxima aos vórtices, devido à concentração

maior de descontinuidades, sendo possível observar que as soluções se mantém pró-

ximas entre si, mesmo obtidas com códigos diferentes. Em particular, para trunca-

mento por nível com ǫ0 = 0.1 e ǫ0 = 0.01, as soluções coincidem com a referência na

maior parte dos pontos. O mesmo não acontece com truncamento fixo para ǫ = 0.05,

o que implica que a convergência da solução para a referência não é suficiente para

valores de ǫ suficientemente grandes. Isso é esperado, pois a porcentagem de célu-

las utilizadas para essa simulação é de 5%, sendo insuficiente para a representação

adequada das variáveis.

As malhas adaptativas para a simulação da instabilidade de Kelvin-Helmholtz nos

tempos t = 0 e t = 0.5 são exibidas na Figura 6.31, para ǫ0 = 0.1. Para o parâmetro

de truncamento ótimo escolhido para essa simulação, a porcentagem de células é de
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25% e a economia de tempo de CPU é de 72%. Ao comparar esses valores com o

caso ideal, observa-se que há uma redução no número de células. Tal redução ocorre

devido aos efeitos dissipativos, os quais deixam as estruturas com maiores gradientes

mais difusas, necessitando de menos células para serem representadas.

Os erros de aproximação entre a solução adaptativa e a referência estão dispostos

na Tabela 6.9, para todas as variáveis não-nulas do modelo. Os valores para o caso

VF são ligeiramente menores do que os erros do caso MR, o que é esperado devido

ao número reduzido de células no último caso. Novamente, comparando com o caso

ideal, percebe-se que os valores dos erros são menores para o caso resistivo, devido

às estruturas difusas na solução.

O valor εdiv, associado ao erro da divergência do campo magnético, assume um valor

da ordem de 10−6 para o caso uniforme e para o adaptativo com ǫ0 = 0.01. Já para

os casos adaptativos por nível ǫ0 = 0.1 e fixo ǫ = 0.05, os valores são da ordem de

10−5. Com isso, todos os casos estudados satisfazem εdiv < 1.

Para ilustrar o comportamento difusivo do modelo resistivo, à medida que o valor

de η varia, a Figura 6.32 mostra a variável densidade obtida para η = 0 (caso ideal),

η = 0.005, η = 0.02 e η = 0.05. No último caso, os vórtices presentes na topologia

da instabilidade se tornam quase imperceptíveis.

Conclusões parciais

Com os resultados discutidos, conclui-se que a solução adaptativa obtida com o có-

digo CARMEN–MHD e ǫ0 = 0.1 preserva a topologia das estruturas pertinentes

à instabilidade de Kelvin-Helmholtz, ao comparado com a solução de referência,

utilizando aproximadamente 25% das células de uma malha cheia. Essa economia

de células, causa a redução significativa do tempo de CPU da simulação, promo-

vendo um ganho computacional de 72%. Com isso, a abordagem de multirresolução

adaptativa se mostrou eficiente na obtenção de soluções do modelo MHD resistivo.
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Figura 6.27 - Cortes nas variáveis ρ, uy, and Bx (de cima para baixo) obtidas com o
modelo MHD resistivo em t = 0.5 e L = 9, com a solução de referência (linha)
e a solução do código CARMEN–MHD para ǫ0 = 0.01 (ponto), ǫ = 0.05
(círculo), ǫ0 = 0.1 (cruz), em x = 0.5 e y = 0.5.
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Fonte: Produção do autor.
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Figura 6.28 - Variáveis ρ, ux e uy (de cima para baixo) obtidas no tempo t = 0.5, nível
L = 9 e η = 0.02, para o problema K-H com os códigos CARMEN–MHD
MR com ǫ0 = 0.1 e FLASH.

FLASH CARMEN–MHD

Fonte: Produção do autor.
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Figura 6.29 - Variáveis p, Bx e By (de cima para baixo) obtidas no tempo t = 0.5, nível
L = 9 e η = 0.02, para o problema K-H com os códigos CARMEN–MHD
MR com ǫ0 = 0.1 e FLASH.

FLASH CARMEN–MHD

Fonte: Produção do autor.
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Figura 6.30 - Malhas adaptativas para o problema da instabilidade de Kelvin-Helmholtz,
obtidas com o modelo MHD ideal nos tempos t = 0 e t = 0.5, para L = 9 e
ǫ0 = 0.1.

t = 0 t = 0.5

Fonte: Produção do autor.

Figura 6.31 - Malhas adaptativas para o problema da instabilidade de Kelvin-Helmholtz,
obtidas com o modelo MHD resistivo nos tempos t = 0 e t = 0.5, para
η = 0.02, L = 9 e ǫ0 = 0.1.

t = 0 t = 0.5

Fonte: Produção do autor.

107



Figura 6.32 - Variável ρ obtida com o código CARMEN–MHD code no tempo t = 0.5 para
o caso ideal e resistivos η = 0.005, η = 0.02, η = 0.05 (da esquerda para a
direita) e ǫ0 = 0.1.

Ideal η = 0.005 η = 0.02 η = 0.05

Fonte: Produção do autor.

Tabela 6.9 - Erros para o problema da instabilidade de Kelvin-Helmholtz obtidos com a
simulação MHD ideal, com MR (ǫ0 = 0.1) e VF no código CARMEN–MHD,
comparados com os resultados de referência.

Código
Variáveis

Erros

CARMEN–MHD L1(×10−3) L2(×10−1) L∞(×10−2)

Malha uniforme

ρ 0.16 0.17 0.28
p 5.99 7.39 3.44
ux 2.17 3.42 2.34
uy 1.15 1.91 1.35
Bx 1.22 1.83 0.78
By 0.83 1.16 0.40

MR

ρ 0.23 0.30 0.26
p 14.6 18.6 9.36
ux 3.08 4.31 2.57
uy 2.18 3.28 1.96
Bx 1.68 2.46 1.17
By 1.61 2.43 1.11
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6.3 Nuvem magnética

O problema da nuvem magnética é de interesse da comunidade de Astrofísica e Física

Espacial, e modela o rompimento de uma nuvem de alta densidade por uma onda

de choque. Inicialmente proposto em duas dimensões por Dai e Woodward 1998,

é bastante utilizado na literatura para avaliação de códigos e métodos numéricos

(TÓTH, 2000; HELZEL et al., 2011; XISTO et al., 2014), e sua abordagem tridimensi-

onal é baseada em (TOUMA; ARMINJON, 2006). O choque magnetosônico, definido

inicialmente, se propaga na direção x, em direção à nuvem em repouso, criando um

comportamento próximo a uma explosão. Esse tipo de problema possui desconti-

nuidades significantes na pressão e na densidade, dificultando a representação das

estruturas que ocorrem na simulação. Com isso, é um teste comum para se verificar

a estabilidade da simulação e a robustez do código.

Considera-se uma nuvem circular 10 vezes mais densa que o meio, de raio r =

0.15 e uma descontinuidade em x = 0.05. Os valores das variáveis são definidos na

Tabela 6.10 e a variável densidade no tempo inicial é dada na Figura 6.33. Como

parâmetros de simulação tem-se o tempo final t = 0.06, a constante de correção

dada por αp = 0.4, o parâmetro de truncamento ǫ = 0.08, domínio Ω = [0, 1]× [0, 1],

nível de refinamento L = 9, γ = 5/3 e CFL = 0.4.

Tabela 6.10 - Condição inicial da onda de choque.

ρ p vx vy vz Bx By Bz

x ≤ 0.05 3.86859 167.345 0.0 0.0 0.0 0.0 2.1826182 -2.1826182
x > 0.05 1.0 1.0 11.2536 0.0 0.0 0.0 0.56418958 0.56418958
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Figura 6.33 - Condição inicial para o problema da nuvem magnética 2D, para a variável
densidade.

Fonte: Produção do autor.

6.3.1 Caso bidimensional

Para a abordagem bidimensional, considera-se a nuvem como sendo um círculo inicial

de centro (0.25, 0.5) e raio r = 0.15, com ρ = 10.

A visualização das variáveis é apresentada pelas Figuras 6.35 e 6.36, obtidas a partir

de simulações com os códigos CARMEN–MHD e FLASH. É possível observar que no

intervalo [0.4, 0.5] em x, há uma diferença perceptível na estrutura da solução. Tal

estrutura é obtida a partir da explosão que ocorre após o encontro com a nuvem de

alta densidade. A diferença observada nessas estruturas ocorre devido à escolha do

esquema numérico de cada código utilizado que, neste trabalho, possuem a mesma

ordem de precisão, porém formulações numéricas diferentes que podem resultar em

variações nas estruturas da solução numérica.

Em um primeiro momento, existe claramente similaridades entre as soluções. Esse

argumento é reforçado com os cortes nas soluções, em x = 0.5, y = 0.5 e t = 0.06,

apresentados na Figura 6.37, com os quais é possível avaliar a convergência local

da solução. Para o truncamento por nível ǫ0 = 0.01 e fixo ǫ = 0.003, as soluções se

aproximam suficientemente bem da referência. Em alguns casos, como na pressão

total e na componente y de B, observa-se em x = 0.5, ao longo do intervalo que

varia de y = 0.3 até y = 0.7, que a solução adaptativa não coincide com a referência

em alguns pontos amostrados, o que é esperado para esse tipo de problema.
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Ambas as simulações adaptativas, com os parâmetros de truncamento por nível

ǫ0 = 0.01 e fixo ǫ = 0.003, utilizam aproximadamente 40% das células ao longo do

tempo. Consequentemente, há uma redução de 55% a 58% de tempo de CPU. As

malhas obtidas delineiam as estruturas localizadas do problema da nuvem e choque.

Em particular, para ǫ0 = 0.01, apresentam-se as malhas nos tempos inicial t = 0 e

final t = 0.06 na Figura 6.34. Em t = 0, a maior concentração de células se encontra

na frente de choque localizada em x = 0.05 e na fronteira da nuvem, onde estão

localizadas as maiores descontinuidades na solução. Já no tempo final, as estruturas

mais marcadas da solução numérica indicam a maior densidade da distribuição das

células na malha.

Para avaliar quantitativamente a proximidade entre as soluções, apresentam-se os

erros na Tabela 6.11, obtidos ao comparar as soluções MR e uniforme do código

CARMEN–MHD com a solução uniforme do código FLASH. O erro máximo L∞

assume valores elevados, devido às estruturas diferentes discutidas anteriormente.

O erro L1 se mantém na ordem de 10−1 a 10−2, exceto pela variável pressão, que

acumula o erro de todas as variáveis.. Os valores dos erros L1, L2 e L∞ são similares

entre os casos VF e MR, se mantendo na mesma ordem de precisão. Isso mostra que,

com uma economia de mais de 50% de tempo, é possível obter soluções numéricas

com acurácia similar.

O valor εdiv da divergência do campor magnético é da ordem de 10−4 para os casos

adaptativos e o uniforme, satisfazendo a física do problema. O problema na nuvem

magnética possui fortes descontinuidades desde a sua condição inicial, além de ser

o problema mais complicado no ponto de vista de estabilidade, devido às explosões

resultantes. Então, levando em consideração esses aspectos, o valor médio obtido é

significante.

Conclusões parciais

Com os resultados discutidos, conclui-se que a solução adaptativa obtida com o

código CARMEN–MHD representa de forma adequada a topologia das estruturas

do problema da nuvem magnética bidimensional. Os resultados são comparados com

a solução de referência rodadas com o código FLASH. Observa-se que, mesmo as

regiões onde há fortes descontinuidades na solução foram representadas de forma

coerente com a abordagem adaptativa.

Para essa simulação não há instabilidades numéricas, sendo possível a sua simu-

lação até o tempo final sem maiores problemas. O esquema numérico se manteve
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estável ao modelar a explosão, caracterizada por descontinuidades difíceis de serem

representadas.

Além disso, há uma economima de mais da metade do tempo de simulação, como

consequência da adaptatividade. Com isso, a abordagem de multirresolução adap-

tativa se mostrou eficiente na obtenção de soluções do modelo MHD.

Figura 6.34 - Malha adaptativa para o problema da nuvem magnética, em t = 0 e t = 0.06,
e nível máximo L = 9 para ǫ0 = 0.01.

t = 0 t = 0.06

Fonte: Produção do autor.
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Figura 6.35 - Variáveis ρ, ux e uy (de cima para baixo) obtidas no tempo t = 0.06 e nível
L = 9 com o modelo MHD ideal para o problema da nuvem magnética com
os códigos CARMEN–MHD MR com ǫ0 = 0.01 e FLASH.

FLASH CARMEN–MHD

Fonte: Produção do autor.
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Figura 6.36 - Variáveis p, Bx e By (de cima para baixo) obtidas no tempo t = 0.06 e nível
L = 9 com o modelo MHD ideal para o problema da nuvem magnética com
os códigos CARMEN–MHD MR com ǫ0 = 0.01 e FLASH.

FLASH CARMEN–MHD

Fonte: Produção do autor.
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Figura 6.37 - Cortes nas variáveis p, ux, e By (de cima para baixo) obtidas com o modelo
MHD ideal para o problema da nuvem magnética, em t = 0.06 e L = 9, com
a solução de referência (linha) e a solução do código CARMEN–MHD para
ǫ0 = 0.01 (cruz), ǫ = 0.003 (ponto), em x = 0.5 e y = 0.5.
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Tabela 6.11 - Erros obtidos com as simulações do problema da nuvem magnética ideal,
com MR (ǫ0 = 0.01) e VF no código CARMEN–MHD, comparados com a
solução de referência, em duas dimensões para L = 9.

Código
Variáveis

Erros

CARMEN–MHD L1(×10−1) L2(×10−1) L∞(×101)

Malha uniforme

ρ 1.543 11.55 3.653
p 22.48 66.72 17.15
ux 0.883 3.051 0.772
uy 0.895 2.980 0.405
uz 0.110 5.684 0.371
Bx 1.254 5.760 1.534
By 1.140 4.589 0.928
Bz 0.391 1.509 0.432

MR

ρ 1.539 11.60 3.557
p 22.39 66.34 17.26
ux 0.878 3.028 0.778
uy 0.893 2.978 0.415
uz 0.110 5.835 0.363
Bx 1.246 5.710 1.514
By 1.134 4.603 0.974
Bz 0.390 1.511 0.440

6.3.2 Caso tridimensional

No caso tridimensional, a nuvem é representada por uma esfera de centro

(0.25, 0.5, 0.5) e raio r = 0.15, com ρ = 10. A estrutura de problema continua a

mesma para as outras variáveis, mas estendida para a direção z.

MHD ideal

Nesta seção, apresentam-se as soluções do problema da nuvem magnética em três

dimensões para os níveis L = 7 e L = 8, com ǫ0 = 0.01. Nas Figuras 6.39 e 6.40,

tem-se as representações gráficas das soluções do modelo MHD ideal para L = 7,

ǫ0 = 0.01 e t = 0.06, obtidas com os códigos CARMEN–MHD e FLASH. Fixando os

mesmos limites superiores e inferiores para o gráfico de ambas as soluções, obtém-se

uma visualização mutuamente coerente, sendo possível observar as similaridades e

diferenças entre os casos apresentados. As estruturas das soluções adaptativa são

coerentes com as estruturas esperadas, de acordo com a solução de referência obtida

com o código FLASH.
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Os erros de aproximação são apresentados na Tabela 6.12. Embora o erro máximo

L∞ assuma valores elevados, o erro L1 se mantém na ordem de 10−3 a 10−4 para o

caso adaptativo e volumes finitos. Novamente, a pressão acumula o erro das outras

variáveis, e o seu erro absoluto se destaca em relação aos outros, pois assume valores

da ordem de 10−2. Comparando com o caso bidimensional, os valores associados

aos erros têm um decaimento da ordem de 10−2 para L1 e L∞. Isso pode aconte-

cer devido à dimensão z, que faz com que o problema apresente, de forma global,

mais comportamentos suaves do que o caso bidimensional, que apresenta estrutas

complexas ao longo de todo o domínio.

A malha da simulação para ǫ0 = 0.01 é apresentada na Figura 6.38, decomposta em

função dos planos xy, yz e zx. Para a obtenção dessas representações, considera-se

alguns intervalos do domínio computacional. Para o plano xy, coletam-se os valores

da malha pertencentes ao intervalo [0.45, 0.55] no eixo z; para o plano yz, os valores

são limitados em x pelo mesmo intervalo; analogamente, os valores da malha limi-

tados entre [0.45, 0.55] no eixo y compoem o plano zx. Dessa forma, fica mais clara

a visualização da adaptatividade local de uma malha tridimensional.

Essa simulação demanda 58% das células ao longo do tempo, em comparação com

uma malha cheia, causando uma redução de 34% no tempo de CPU da simulação.

Com o intuito de aumentar a economia de tempo e memória, o código também

é rodado para ǫ0 = 0.05 e ǫ0 = 0.02. O primeiro caso se tornou instável, pois a

quantidade de células necessárias para completar a simulação não é atingida, levando

a instabilidades numéricas. O segundo caso rodou completamente, sem problemas.

No entanto, a melhora de tempo foi de menos de 1%.

Nesse ponto, inicia-se uma nova discussão sobre a influência do nível de refinamento

no percentual de células necessárias para a simulação e, consequentemente, para a

economia de tempo. Para investigar o impacto de uma malha mais refinada nesse

contexto, apresenta-se a simulação tridimensional da nuvem e choque com ǫ0 = 0.01

um nível acima, ou seja, no nível L = 8.

A visualização da solução no nível L = 8 é apresentada na Figura 6.42, com t = 0.06

e ǫ0 = 0.01. Nesse caso, já não solução de referência com o código FLASH, devido a

problemas de excesso de memória com o qual o código não lida. No entanto, a solução

obtida apresenta o mesmo tipo de estrutura observada na solução no nível L = 7,

mas em maior resolução. Para essa simulação, foi necessário 42% das células ao longo

do tempo, gerando uma economia de 54% de tempo de CPU, ao comparado com o

caso uniforme. As malhas nos planos xy, yz e zx obtidas no intervalo [0.45, 0.55] no
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eixos z, x e y, respectivamente, estão na Figura 6.41.

Conclusões parciais

Para as simulações tridimensionais apresentadas não há instabilidades numéricas,

sendo possível obter a solução numérica no tempo final desejado sem problemas. A

estabilidade do esquema numérico é mantida ao modelar a explosão em três dimen-

sões, representando as descontinuidades intrínsecas do problema.

A solução adaptativa obtida com o código CARMEN–MHD é adequada com o re-

sultado esperado, sendo coerente em sua representação física. Os resultados no nível

L = 7 são comparados com a solução de referência do código FLASH. Pode-se

observar que as estruturas na solução foram representadas de forma adequada na

abordagem adaptativa.

Com os resultados apresentados, conclui-se que, utilizando o mesmo parâmetro de

truncamento, há uma melhora na redução do numéro de células da simulação à me-

dida que o nível de refinamento máximo é aumentado, implicando em uma redução

no tempo de CPU.

Figura 6.38 - Malhas no plano xy, yz e zx para o problema da nuvem magnética em três
dimensões, com L = 7, ǫ0 = 0.01 e t = 0.06, obtidas com o modelo MHD
ideal.

xy yz zx

Fonte: Produção do autor.
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Figura 6.39 - Variáveis ρ, ux e uy (de cima para baixo) obtidas no tempo t = 0.06 e nível
L = 7 com o modelo MHD ideal para o problema da nuvem magnética 3D
com os códigos CARMEN–MHD, com ǫ0 = 0.01, e FLASH.

FLASH CARMEN–MHD

Fonte: Produção do autor.
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Figura 6.40 - Variáveis p, Bx e By (de cima para baixo) obtidas no tempo t = 0.06 e nível
L = 7 com o modelo MHD ideal para o problema da nuvem magnética 3D
com os códigos CARMEN–MHD, com ǫ0 = 0.01, e FLASH.

FLASH CARMEN–MHD

Fonte: Produção do autor.
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Figura 6.41 - Malhas no plano xy, yz e zx para o problema da nuvem magnética em três
dimensões, com L = 8, ǫ0 = 0.01 e t = 0.06, obtidas com o modelo MHD
ideal.

xy yz zx

Fonte: Produção do autor

Tabela 6.12 - Erros obtidos com as simulações do problema da nuvem magnética ideal,
com MR (ǫ0 = 0.01) e VF no código CARMEN–MHD, comparados com a
solução de referência, em três dimensões com L = 7.

Código
Variáveis

Erros

CARMEN–MHD L1(×10−4) L2(×10−3) L∞

Malha uniforme

ρ 1.431 4.798 23.69
p 73.51 289.3 99.02
ux 3.007 18.30 5.790
uy 0.234 0.654 3.863
uz 0.469 1.185 4.727
Bx 0.691 1.482 8.109
By 0.813 2.694 3.359
Bz 1.320 3.966 3.795

MR

ρ 1.460 4.818 23.69
p 75.74 291.2 99.02
ux 3.073 18.31 5.789
uy 0.304 0.834 3.861
uz 0.537 1.448 4.722
Bx 0.703 1.525 8.109
By 0.849 2.707 3.359
Bz 1.376 4.089 3.795
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Figura 6.42 - Variáveis ρ, p, ux, uy, Bx e By obtidas no tempo t = 0.06 e nível L = 8
com o modelo MHD ideal para o problema da nuvem e choque com o código
CARMEN–MHD com ǫ0 = 0.01.

ρ p

ux Bx

uy By

Fonte: Produção do autor
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MHD resistivo

Para simular o caso resistivo, adiciona-se uma resistividade constante ao domínio

computacional, dada por η = 0.02. Com o código CARMEN–MHD são obtidas

simulações para os níveis L = 6 e 7. No entanto, com o código FLASH apenas é viável

obter simulações no nível L = 6, para fins comparativos. Para a simulação no nível

L = 7 ou acima, a simulação torna-se dispendiosa, além de apresentar interrupções,

impossibilitando a obtenção da solução numérica. Com isso, são apresentados e

comparados os resultados obtidos com os códigos CARMEN–MHD e FLASH para

o nível L = 6 (64× 64× 64).

Nas Figuras 6.43 e 6.44, são apresentadas as visualizações das variáveis MHD obtidas

com os códigos CARMEN–MHD e FLASH. Pode-se observar que para o nível de

refinamento L = 6 as estruturas são menos acentuadas, devido à quantidade de

células. Além disso, o efeito dissipativo adicionado com a resistividade contribui

para esse comportamento.

Há uma visível similaridade entre as soluções para todas as variáveis. A topolo-

gia intrínseca desse tipo de fenômeno é mantida. Na variável Bx, apresentada na

Figura 6.44, é possível notar uma estrutura diferenciada no centro do domínio com-

putacional para a simulação com o código FLASH. Esse tipo de comportamento

pode ser proveniente da escolha do esquema numérico.

A simulação adaptativa necessita de 76% das células e não há ganho em tempo

de CPU. Em alguns casos, o custo computacional do cálculo da solução numérica

adaptativa, quando há um número de células próximo à malha uniforme, é mais

alto do que o custo computacional da evolução da solução numérica em uma malha

uniforme em si.

Para avaliar aproximidade das soluções, na Tabela 6.13 são apresentados os erros

L1, L2 e L∞ para essa simulação. As soluções obtidas com o código CARMEN–

MHD para malhas adaptativa e uniforme se aproximam da solução de referência,

apresentando error da ordem de 10−4 e 10−3 para L1 e L2, respectivamente. Pode-se

observar que o erro L∞ é igual para os casos uniforme e MR. Isso pode ocorrer devido

ao baixo refinamento da malha, que torna as estruturas da solução mais suaves.

Na Figura 6.45 são apresentadas as variáveis ρ, p, ux, uy, Bx e By obtidas com o

código CARMEN–MHD para o nível L = 7. Essa simulação utiliza 55% das células

e gera uma economia de 35% no tempo de CPU. Mais uma vez é observado que o
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aumento do refinamento da simulação contribui para uma malha melhor adaptada

ao problema e um maior ganho de CPU.

Conclusões parciais

As soluções do problema tridimensional resistivo para L = 6 são obtidas e compa-

radas. As topologias nas soluções são similares e apresentam estruturas difusas. A

solução adaptativa é obtida com 76% das células necessárias para a simulação e não

há ganho de CPU. Isso ocorre devido à baixa resolução do problema. Quantitati-

vamente, os resultados se mantém próximos, indicando que existem uma coerência

entre eles.

Os resultados obtidos para o nível L = 7 apresenta as mesmas estruturas do nível

inferior, porém melhor representadas. Neste caso, há uma porcentagem menor de

células utilizadas na simulação e uma melhora no ganho de tempo de CPU.

Tabela 6.13 - Erros obtidos com as simulações do problema da nuvem magnética ideal,
com MR (ǫ0 = 0.01) e VF no código CARMEN–MHD, comparados com a
solução de referência, em três dimensões.

Código
Variáveis

Erros

CARMEN–MHD L1(×10−4) L2(×10−3) L∞

Malha uniforme

ρ 4.005 5.549 8.239
p 207.3 328.8 58.78
ux 7.026 20.18 2.450
uy 0.779 1.244 2.339
uz 1.634 2.285 2.626
Bx 1.369 1.860 2.374
By 2.127 3.322 1.134
Bz 2.139 3.234 1.012

MR

ρ 4.027 5.558 8.239
p 208.9 329.7 58.78
ux 7.048 20.18 2.450
uy 0.813 1.324 2.339
uz 1.666 2.417 2.626
Bx 1.363 1.852 2.374
By 2.134 3.321 1.134
Bz 2.138 3.230 1.012
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Figura 6.43 - Variáveis ρ, ux e uy (de cima para baixo) obtidas no tempo t = 0.06 e nível
L = 6 com o modelo MHD resistivo para o problema da nuvem magnética
com os códigos CARMEN–MHD MR com ǫ0 = 0.01 e FLASH.

FLASH CARMEN–MHD

Fonte: Produção do autor.
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Figura 6.44 - Variáveis p, Bx e By (de cima para baixo) obtidas no tempo t = 0.06 e nível
L = 6 com o modelo MHD resistivo para o problema da nuvem magnética
com os códigos CARMEN–MHD MR com ǫ0 = 0.01 e FLASH.

FLASH CARMEN–MHD

Fonte: Produção do autor.
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Figura 6.45 - Variáveis ρ, p, ux, uy, Bx e By obtidas no tempo t = 0.06 e nível L = 7 com
o modelo MHD resistivo para o problema da nuvem e choque com o código
CARMEN–MHD com ǫ0 = 0.03.

ρ p

ux Bx

uy By

Fonte: Produção do autor
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6.4 Reconexão magnética

No Capítulo 2 é discutida a não-conservação de fluxo magnético que ocorre quando

efeitos resistivos são adicionados ao sistema MHD. Esse tipo de situação física per-

mite com que a topologia das linhas de campo magnético seja modificada. Com isso,

pode-se simular fenômenos no quais ocorrem a reconexão das linhas de campo mag-

nético. A reconexão magnética, é um processo fundamental em plasmas altamente

condutores, e foi introduzida no início dos anos 50 como um processo central que

permite a conversão de energia magnética em energia cinética.

No contexto dos fenômenos espaciais e astrofísicos, o processo de reconexão mag-

nética ocorre quando as linhas de campo magnético se conectam e, em seguida, se

separam, mudando de direção e reestruturando as quantidades macroscópicas do

plasma, como o fluxo e energia térmica. A reconexão é, ao mesmo tempo, um fenô-

meno local e global. A resistividade localizada pode gerar efeitos globais no domínio

de interesse. Com isso, o campo magnético tem uma topologia antes e depois do

fenômeno, ou seja, uma certa configuração espacial correspondendo a uma certa

densidade de energia que é transferida para as partículas durante o processo.

Em um fluido resistivo, o número de Lundquist mede a importância da resistividade

em um meio. Esse valor é denotado por S e definido por

S =
cA L

η
, (6.1)

em que cA é a velocidade de Alfvén, L é a escala global e η é a resistividade. Para

valores altos de S, que são comuns em plasmas espaciais ou astrofísicos, há uma

correspondência com efeitos resistivos pequenos. Na Figura 6.46, é apresentada uma

ilustração do processo de reconexão magnética em duas dimensões. Uma região de

difusão é definida com dimensão δ × ∆, com δ e ∆ as variações em x e y, na qual

o valor da resistividade é não-nulo e ocorre o processo de reconexão das linhas

de campo magnético. Nessa configuração, as linhas de campo magnético possuem

direções opostas. A velocidade inicialmente aponta na direção da região de difusão

(inflow) e, durante o processo, assume outra direção e sentido baseada na localização

dessa região.
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Figura 6.46 - Ilustração do processo de reconexão magnética em duas dimensões.

Fonte: https : //www.cfa.harvard.edu/ scranmer/ITC/eaaareconnschindler.ps

Os modelos mais conhecidos de reconexão são o Sweet-Parker (PARKER, 1957) e o

Petscheck (PETSCHEK, 1964). A seguir, é feita uma contextualização simplificada

desses modelos. No modelo Sweet-Parker, a região de difusão é caracterizada como

uma estrutura bem fina em x (δ ≪ L) e com extensão da ordem de L em y. Com

isso, a taxa de reconexão nessa configuração é dada por M = 1√
S

. Já no modelo

Petschek, a região de difusão é definida como δ×∆, tal que ∆≪ L e ∆ > δ. Nesse

caso, a taxa de reconexão ocorre de forma que M < π
8

1
ln(S)

. Normalmente, essa taxa

de reconexão é maior que a do modelo Sweet-Parker. Isso implica que no modelo

Petschek, o processo de reconxão ocorre mais rápido. Neste trabalho, apresentam-se

os resultados para o problema da reconexão magnética no contexto de Petsckek.

A condição inicial para o problema da reconxão magnética (JIANG et al., 2012), é

dada por ρ = 1, p = 0.1, u = 0, Bx = 0 e

By =























−1, se x < −0.05

sin(πx/0.01), se |x| ≤ 0.05

1, se x > 0.05

(6.2)

Na região de difusão [−0.05, 0.05]× [0.2, 0.2], a resistividade é definida por

η = 0.25 η0 (cos(πx/0.1) + 1) (cos(πy/0.4) + 1) , (6.3)

em que η0 = 0.00075 é a resistividade inicial. O domínio computaciional é dado por

Ω = [−0.5, 0.5] × [−2, 2] e os parâmetros de simulação são o tempo final t = 2.5,
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αp = 0.4, número de Courant ν = 0.4, parâmetro de truncamento ǫ = 0.0005, nível

de refinamento L = 9 e constante adiabática γ = 5/3.

Para esse problema não é obtida uma solução com o código FLASH, pois não é pos-

sível realizar simulações numéricas com a resistividade variando no espaço. O código

FLASH utiliza apenas valores constantes no domínio computacional. Sendo assim,

os resultados obtidos com o código CARMEN–MHD são apresentados e discutidos

juntamente com os resultados originais presentes no artigo em que essa condição

incial é proposta (JIANG et al., 2012). Alguns parâmetros da simulação, como o valor

η0, não são informados pelo autor. Com isso, após alguns testes e análises, esses valo-

res são aproximados. É importante ressaltar que os resultados obtidos no artigo são

obtidos para uma malha 2048× 4096, enquanto os resultados do CARMEN–MHD

utiliza uma malha 512×512. Dessa forma, podem existir estruturas diferentes entre

os dois resultados. O objetivo dos resultados apresentados é avaliar o comportamento

da solução do problema dentro do que é discutido pelo autor.

Na Figura 6.49 é apresentada a variável pressão, juntamente com as linhas de campo

magnético, exibida em Jiang et al (esquerda) e obtida com o código CARMEN–MHD

(direita). As duas soluções apresentam os mesmos valores máximo e mínimo para a

escala de cores. Pode-se observar que existe uma região central bem representada,

com simetria em relação ao eixo y. Em ambos os casos, essa estrutura se encontra

bem representada, com contornos acentuados e bem definidos. Outras estruturas

mais suaves, como nas fronteiras horizontais em x = −0.5 e x = 0.5, também

ocorrem em ambos os casos. Na figura do artigo, existem algumas estruturas não

presentes na solução do código CARMEN–MHD, devido à sua alta resolução.

Os cortes na solução em y = 0.5 são apresentados para as variáveis ρ, uy, p e B2/2

(pressão magnética) na Figura 6.48, para o intervalo [−0.2, 0, 2]. O comportamento

dos cortes é semelhante para as duas soluções, no entanto há algumas diferenças que

podem ser provenientes da alta resolução ou dos esquemas numéricos escolhidos. A

variável densidade, apresenta valores mais elevados ao comparada com o resultado

do artigo e uma estrutura acentuada no centro do domínio. No geral, o cortes do

solução obtida com o código CARMEN–MHD apresenta estruturas coerentes com o

resultado do artigo.

As variáveis MHD obtidas com o código CARMEN MHD são apresentadas na Fi-

gura 6.47. A estrutura central do problema ocorre em todas as variáveis do modelo,

bem representadas e definidas dentro do domínio. A simulação numérica no tempo

final é obtida sem instabilidades ou oscilações numéricas na solução. Também é si-
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mulado o caso com ǫ = 0.008, o qual roda até o final, mas o valor do parâmetro de

truncamento não é necessário para representar as estruturas do problema.

Com a abordagem adaptativa, necessita-se de 55% das células para a simulação,

implicando em uma economia de 40% de tempo de CPU. Para simulações em maior

resolução, é possível que haja uma melhora nesses valores.

A variável E é apresentada juntamente com o campo de velocidade e a malha adap-

tativa na Figura 6.50. Pode-se observar que a malha adaptativa concentra o maior

número de células na parte central do domínio, que é onde existem as maiores des-

continuidades do problema, sendo eficaz na representação das estruturas existentes.

Além disso, analisando os vetores do campo de velocidade, pode-se observar que

a sua estrutura se assemelha ao processo de reconexão magnética ilustrado na Fi-

gura 6.46, em que a velocidade se direciona no sentido da região de reconexão e

muda a sua orientação.

Conclusões parciais

O problema da reconexão magnética é comparado com os resultados obtidos em

Jiang et al 2012, verificando o comportamento da solução em todo o domínio e

localmente a partir de cortes na solução. É importante ressaltar que alguns dados

não foram disponibilizados pelo autor em seu artigo, levando a dificuldades para

a reprodução do problema proposto. Dados como a resistividade η0 e os locais de

corte das variáveis foram obtidos a partir de estudos desses valores, permitindo

a aproximação e comparação dos resultados obtidos. Além disso, a alta resolução

apresentada no artigo limitou algumas comparações que poderiam ser feitas.

As estruturas presentes na solução do código CARMEN–MHD são coerentes com os

resultados apresentados em (JIANG et al., 2012). Os perfis das variáveis têm compor-

tamentos próximos aos esperados, sugerindo que os resultados locais são coerentes

entre si e a física do problema é mantida. A estrutura da solução é coerente com o

processo de reconexão descrito, juntamente com o comportamento dos campos de

vetores obtidos.

A malha da simulação se adapta à solução, concentrando a maior parte das células

na estrutura central do domínio, onde ocorre as maiores variações. No entanto,

estruturas menores e mais próximas à fronteira, também apresentadas na figura em

(JIANG et al., 2012), são capturadas e localizadas de forma adequada com a malha

adaptativa.
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Figura 6.47 - Variáveis ρ, p, ux, uy, Bx e By obtidas no tempo t = 2.5 e nível L = 9
com o modelo MHD resistivo para a reconexão magnética com o código
CARMEN–MHD com ǫ0 = 0.005.
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Fonte: Produção do autor
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Figura 6.48 - Variáveis ρ, p e vx, e a pressão magnética B2/2, obtidas para o problema da
reconexão magnética, no tempo t = 2.5, para o resultado do artigo (linha) e
com o código CARMEN–MHD com ǫ0 = 0.005 (tracejado).
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Figura 6.49 - Variável p e linhas de campo magnético, obtidas para o problema da reco-
nexão magnética, no tempo t = 2.5, para o resultado do artigo e o com o
código CARMEN–MHD com ǫ0 = 0.005.

Resultado do artigo CARMEN–MHD

Fonte: Produção do autor

134



Figura 6.50 - Variável E e campo de velocidade com a respectiva malha adaptativa da
simulação obtidas no tempo t = 2.5 e nível L = 9 com o modelo MHD
resistivo para a reconexão magnética com o código CARMEN–MHD com
ǫ0 = 0.005.

E Malha adaptativa

Fonte: Produção do autor
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7 CONCLUSÕES

Ao longo deste trabalho são apresentadas a abordagem teórica MHD desenvolvidas

e ferramentas numéricas utilizadas para a sua simulação numérica. Utilizando uma

discretização por volumes finitos, o código CARMEN–MHD possibilita a simulação

numérica MHD adaptativa de um novo ponto de vista: a análise de multirresolução

adaptativa. Esse tipo de metodologia é recente do contexto de MHD e tem um grande

potencial de localização de estruturas na solução e de ganhos computacionais.

As simulações são rodadas com o código CARMEN–MHD com o objetivo de ve-

rificação das implementações e dos resultados obtidos, utilizando como referência

resultados obtidos com um código verificado e conhecido na área. Os problemas es-

tudados são escolhidos de forma a abranger uma variedade diferente de situações

físicas e de complexidades, de forma a garantir o funcionamento do código de forma

coerente e eficiente na captura da topologia intrínseca de cada situação. São realiza-

das discussões acerca dos resultados e comparações qualitativas e quantitativas com

soluções de referência, a fim de avaliar a coerência das soluções numéricas obtidas e

a suas convergências para os resultados esperados.

Os resultados obtidos mostram-se coerentes tanto na abordagem adaptativa quanto

na abordagem uniforme. As restrições físicas do modelo MHD são respeitadas do

ponto de vista numérico, contribuindo para a manutenção da física dos problemas

simulados e sua reprodução adequada.

As estruturas presentes na solução do modelo MHD são localizadas em diferentes

regiões em cada variável, pois não ocorrem necessariamente no mesmo local. Esse

tipo de situação é complicada do ponto de vista de adaptatibilidade, pois a malha

deve ser escolhida de forma a contemplar todas essas estuturas. O critério de adap-

tatividade utilizado para a solução numérica do modelo MHD mostra-se eficaz na

avaliação das estruturas presentes nas soluções, mesmo em casos onde existem es-

truturas em todo o domínio computacional. Além disso, a estabilidade da simulação

numérica é garantida.

É observado que há a possibilidade de obter uma adaptatividade ótima de malha, a

partir de uma avaliação do valor do parâmetro de truncamento escolhido e dos erros

obtidos na aproximação. Além disso, à medida que o nível máximo de refinamento

é aumentado, as estruturas locais da solução se tornam mais acentuadas e, assim,

são melhor adaptadas, diminuindo a proporção do número de células necessárias ao

longo da simulação com relação à malha uniforme e, consequentemente, aumentando
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o ganho de tempo de CPU. Demonstra-se que há possibilidades de ganhos computa-

cionais significantes com a utilização da MR adaptativa, mesmo em simulações não

paralelas. Com isso, a abordagem MR é eficiente do ponto de vista computacional

dos problemas MHD propostos.

Pela primeira vez a multirresolução adaptativa no contexto MHD é avaliada com

o modelo resistivo e em três dimensões. Ao longo deste trabalho, verifica-se o seu

potencial de uso, mostrando a sua eficiência na representação de estruturas locali-

zadas e a coerência física da solução obtida. Conclui-se que o desafio de adaptar os

modelos MHD ideal e resistivo em duas e três dimensões, juntamente com os esque-

mas numéricos necessários, foi bem sucedido, produzindo o código CARMEN–MHD

verificado e documentado como um produto desse trabalho e facilitando simulações

numéricas eficientes e de qualidade.

Trabalhos futuros

A partir da contribuição deste trabalho, alguns tópicos que podem ser derivados em

trabalhos futuros são

• Verificação do modelo MHD resistivo em três dimensões com malhas com

maior resolução.

• Implementação de uma entrada de dados reais para o código CARMEN–

MHD.

• Utilização de uma abordagem paralela, a fim de diminuir o tempo de si-

mulação.

• Validação do código a partir da comparação com eventos reais.

• Implementação de métodos numéricos de alta ordem.

Este código CARMEN–MHD verificado possui uma grande usabilidade, é uma fer-

ramenta útil para validações MHD e comparações de adaptatividade, contando com

um manual de documentação (GOMES, ) e disponibilização online do código1 e da

documentação2. Ao longo do desenvolvimento deste trabalho foram submetidos tra-

balhos para eventos científicos(GOMES; DOMINGUES, 2013; GOMES et al., 2017c).

Também foram aceitos trabalhos em periódicos (DOMINGUES et al., 2013; GOMES et

1https://github.com/waveletApplications/carmenMHD
2https://waveletapplications.github.io/carmenMHD/
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al., 2015; GOMES et al., 2017a; GOMES et al., 2017b). Já existe um trabalho derivado

da contribuição desta tese, que resultou em submissão para periódico (LOPES et al.,

2017), em uma versão em bloco usando a adaptabilidade por meio do método de

gradiente escalonado no ambiente AMROC para um MHD ideal. Atualmente, um

artigo com os resultados finais da tese está em redação.
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APÊNDICE A - IDENTIDADES VETORIAIS

Neste apêndice são apresentadas as identidades vetoriais utilizadas ao longo deste

trabalho. Sejam f uma função real e a, b, c vetores, todos deriváveis em relação a

x, y e z.

∇ · (f a) = f∇ · a + a · ∇f, (A.1)

a× (∇× b) = (∇b) · a− a∇ · b, (A.2)

∇ · (a b) = a · ∇b + b∇ · a, (A.3)

∇ · (a× b) = b · ∇ × a− a · ∇ × b, (A.4)

a · (b× c) = c · (a× b) = b · (c× a), , (A.5)

(a× b)× c = a · cb− b · ca, (A.6)

∇× (a× b) = ∇ · (ba− ab), (A.7)
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APÊNDICE B - OPENMP APLICADO AO CÓDIGO MHD–FV

Este apêndice foi desenvolvido a partir de uma sugestão apresentada durante o

exame de proposta de Tese. O código MHD–FV foi primeiro código base para este

trabalho desenvolvido para a simulação do modelo MHD ideal em volumes fini-

tos (GOMES, 2012), com o objetivo de verificação da implementação, comparação

de tempo e acuracidade da solução adaptativa. Com ele foi possível avaliar qual o

impacto que uma implementação paralela tem sobre esse tipo de simulação. O com-

pilador utilizado com o código CARMEN–MHD é o g++ versão 4.8.4, no sistema

operacional Ubuntu 14.04. O servidor utilizado para as simulações possui processa-

dor Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2640 v2 2.00GHz, com memória RAM de 128GB.

Primeiramente, avaliaram-se quais eram as funções que utilizavam a maior porcen-

tagem de tempo de CPU da simulação. Para tal, foi utilizado o software livre GNU

gprof 1, desenvolvido por Jay Fenlason, o qual possibilita o conhecimento da distri-

buição de custo computacional das funções de um determinado código durante a

sua execução. Esas informações podem ser utilizadas como um indicativo de onde

o código necessita de paralelização. Nesse contexto, foram feitos testes para dois

problemas já apresentados: o problema de Riemann 2D e a instabilidade de Kelvin

Helmholtz, ambos em duas dimensões.

Em B.1 é apresentado o perfil obtido com o software GNU gprof para uma simula-

ção do problema Riemann 2D em uma malha com 256×256 células. São apresenta-

dos os valores percentuais mais relevantes e suas respectivas funções: stateUstar,

que calcula os estados intermediários do fluxo HLLD; main, a função principal;

consStepRK2, que performa a evolução temporal da solução; e eigenvalue, que ca-

lula os autovalores do sistema MHD. Com isso, observa-se que o maior percentual

1https://sourceware.org/binutils/docs/gprof/

Texto B.1 - Perfil da simulação do problema Riemann 2D em uma malha com 256 × 256
células.

% cumulat ive s e l f s e l f t o t a l
time seconds seconds ms/ c a l l ms/ c a l l name
30 .41 202.22 202.22 0 .00 0 .00 s ta t eUsta r
19 .39 331.14 128.92 main

7 .68 382.21 51 .07 0 .04 0 .06 consStepRK2
7 .45 431.75 49 .54 0 .00 0 .00 e i g enva lue
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Texto B.2 - Perfil da simulação do problema da instabilidade de Kelvin-Helmholtz em uma
malha com 256× 256 células.

% cumulat ive s e l f s e l f t o t a l
time seconds seconds ms/ c a l l ms/ c a l l name
29 .88 59 .50 59 .50 0 .00 0 .00 s ta t eUsta r
19 .17 97 .67 38 .17 main

8 .34 114.28 16 .61 0 .00 0 .00 e i g enva lue
8 .27 130.75 16 .46 9 .58 14 .62 consStepRK2

de tempo de CPU está associado ao cálculo do fluxo numérico, o qual é chamado se-

paradamente em duas dimensões. Para o caso da instabilidade de Kelvin-Helmholtz,

em que o perfil é apresentado em B.2, para uma malha de 256×256 células o mesmo

padrão é observado. Então, devido ao alto custo computacional do cálculo do fluxo

numérico, a paralelização foi restringida a esse processo.

Para a paralelização, é utilizado o chamado OpenMP2, o qual é uma interface simples

e flexível para desenvolver aplicações paralelas em plataformas desde um computa-

dor portátil até um super computador. No contexto dos fluxos numéricos do modelo

MHD, utilizam-se as diretivas de seções paralelas. Diretivas do OpenMP são aplica-

das a um bloco estruturado, que consiste em uma única declaração ou um conjunto

delas, com uma única entrada no início e outra no fim. A construção das seções

paralelas é um atalho para especificar uma construção paralela contendo seções, de-

notada por #pragma omp parallel sections. No Texto B.3, apresenta-se a seção

da função main que inclui o cálculo dos fluxos numéricos em ambas as direções.

As diretivas #pragma omp section nas linhas 3 e 23 são utilizadas para separar os

blocos da direção x e y. Como eles são independentes, o cálculo dos dois será feito

ao mesmo tempo, resultando em um ganho de tempo de CPU.

Os problemas Riemann 2D e instabilidade de Kelvin-Helmholtz são rodados para

malhas com 128 × 128, 256 × 256 e 512 × 512 células, com o objetivo de avaliar

os ganhos em tempo de CPU obtidos ao utilizar o paralelismo para o cálculo dos

fluxos numéricos. Na Figura B.1, apresentam-se os gráficos mostrando os tempos

de CPU (em log1 0) à medida que a resolução malha aumenta, com as simulações

serial (linha sólida) e paralela (linha pontilhada), para os problemas de Riemann

2D (à esquerda) e Kelvin-Helmholtz (à direita). Pode-se observar que há um ganho

no custo computacional em ambos os casos para as simulações paralelas, mantendo-

2http://www.openmp.org/
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Texto B.3 - Implementação da parte paralela no código MHD–FV. Essa seção do código
compreende o cálculo dos fluxos nas duas direções.

1#pragma omp parallel sections

2{

3#pragma omp section

4{

5// Fluxo numerico na direcao x

6for(int j=1; j<JMAX -1;j++){

7for(int i=0; i<IMAX -1;i++){

8for(int kvar =0; kvar <VAR;kvar ++){

9vecx [0][ kvar ] = primitive [i][j][ kvar ];

10vecx [1][ kvar ] = primitive [i+1][ j][ kvar ];

11auxFx [0][ kvar ] = Fx[i][j][ kvar ];

12auxFx [1][ kvar ] = Fx[i+1][ j][ kvar ];

13}

14auxRhoEx [0] = rhoE [i][j];

15auxRhoEx [1] = rhoE [i+1][ j];

16RiemannSolver(vecx ,auxRhoEx ,auxFx ,3, xSlopeMax ,6);

17

18for(int kvar =0; kvar <VAR;kvar ++)

19F[i][j][ kvar ] = auxFx [0][ kvar ];

20}

21}

22}

23#pragma omp section

24{

25// Fluxo numerico na direcao y

26for(int i=1; i<IMAX -1;i++){

27for(int j=0; j<JMAX -1;j++){

28for(int kvar =0; kvar <VAR;kvar ++){

29vecy [0][ kvar ] = primitive [i][j][ kvar ];

30vecy [1][ kvar ] = primitive [i][j+1][ kvar ];

31auxFy [0][ kvar ] = Fy[i][j][ kvar ];

32auxFy [1][ kvar ] = Fy[i][j+1][ kvar ];

33}

34auxRhoEy [0] = rhoE [i][j];

35auxRhoEy [1] = rhoE [i][j+1];

36RiemannSolver(vecy ,auxRhoEy ,auxFy ,4, ySlopeMax ,7);

37

38for(int kvar =0; kvar <VAR;kvar ++)

39G[i][j][ kvar ] = auxFy [0][ kvar ];

40}

41}

42}

43}
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Figura B.1 - Gráficos comparativos entre as simulações serial e paralela, para os proble-
mas de Riemann 2D e instabilidade de Kelvin-Helmholtz, com malhas de
tamanhos 128 × 128, 256× 256 e 512 × 512.

Riemann 2D Kelvin-Helmholtz

Tamanho da malha 128 256 512 128 256 512

Ganho em tempo OpenMP (%) 49 42 39 50 41 40

se na faixa de 50 − 60% independente da quantidade de células na malha, como

apresentado na Tabela .

Conclui-se, então, que utilizando a diretivas OpenMP para para a paralelização

dos fluxos numéricos no código MHD–FV em duas dimensões é possível reduzir o

custo computacional da simulação em aproximadamente 40%, de forma simples e

sem alterar a estrutura inicial do código. A extensão desse estudo para o código

CARMEN–MHD não foi realizada, pois a estrutura e a implementação dos algorit-

mos neste código são diferentes das presentes no código MHD–FV, demandando um

estudo mais aprofundado acerca dos métodos de paralelização, o qual não faz parte

do escopo deste trabalho.
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APÊNDICE C - IMPLEMENTAÇÃO RESISTIVA

Neste apêndice é discutida a implementação dos termos fonte referentes ao modelo

MHD resistivo apresentado no Capítulo 2.

Como discutido anteriormente, o modelo MHD resistivo pode ser entendido como

uma generalização do modelo ideal na qual é adicionada dissipação ao sistema e,

com isso, não há mais conservação de fluxo magnético. Nesse modelo, as equações

de conservação de energia e fluxo magnético do modelo ideal são acrescidas pelos

seguintes termos fonte:

a) fluxo de energia denotado pelo termo B× η J e

b) resistividade Ôhmica expressa pelo termo η J.

As Equações 2.28c e 2.28d, associadas à densidade de energia e ao campo magnético,

que possuem os termos fonte de interesse são apresentadas novamente

∂E
∂t

+∇ ·
[

u (E + p) + u ·
(

B2

2
I−BB

)]

= ∇ · (B× ηJ) , (C.1)

∂B
∂t

+∇ · (uB−Bu) = −∇× ηJ, (C.2)

em que a densidade de corrente J = (Jx, Jy, Jz) é dada por

ηJ = ∇×B. (C.3)

Os termos fontes das Equações C.2 e C.2 estão em função de J, diferente da forma

apresentada no Capítulo 2 (em função de B), pois é necessário o cálculo das com-

ponentes Jx, Jy, Jz individualmente na implementação resistiva.

A implementação é feita em cada direção do fluxo separadamente e, em cada caso,

os cálculos são apresentados para cada dimensão. Primeiramente, o valor da resisti-

vidade η é aproximado como uma média de células adjacentes. Esse valor é utilizado

para todas as dimensões. A partir disso, são calculados os valores das componentes

de J. Com os valores atualizados, adiciona-se os termos resistivos aos fluxos de B e

E .

Nas próximas seções, a implementação dos termos fonte associados à resistividade é

apresentada passo-a-passo, de forma a complementar a abordagem numérica apre-

sentada no Capítulo 3, explicitando o cálculo dos termos em cada dimensão.
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C.1 Passo 1: Cálculo da densidade de corrente J

Primeiramente, levando em conta que a densidade de corrente não é computada

como uma variável do modelo, o seu cálculo é explicitado para uma, duas e três

dimensões, considerando J = (Jx, Jy, Jz), isto é,

1D : Jx = 0, Jy = −∂Bz

∂x
, Jz =

∂By

∂x
, (C.4)

2D : Jx =
∂Bz

∂y
, Jy = −∂Bz

∂x
, Jz =

∂By

∂x
− ∂Bx

∂y
, (C.5)

3D : Jx =
∂Bz

∂y
− ∂By

∂z
, Jy =

∂Bx

∂z
− ∂Bz

∂x
, Jz =

∂By

∂x
− ∂Bx

∂y
, (C.6)

lembrando que a densidade de corrente é calculada a partir do rotacional de B. Na

discretização, denota-se o valor Ji,j,k = (Jx|i,j,k, Jy|i,j,k, Jz|i,j,k), associado à célula

Ci,j,k, em que i, j, k estão relacionados às direções x, y, z, em um tempo arbitrário

tn. Por simplicidade, os índices i, j, k são explicitados apenas quando estão sendo

utilizados na discretização. A mesma ideia é utilizada para Bi,j,k e Ei,j,k.

A discretização utilizada é do tipo Upwind de primeira ordem para as derivadas par-

ciais. Por exemplo, a derivada espacial na direção x de uma quantidade U = Ui,j,k,

ou seja, ∂U
∂x

pode ser aproximada por Ui−Ui−1

∆x
. Nesse contexto, tem-se o cálculo nu-

mérico da densidade de corrente em uma, duas e três dimensões.

Caso unidimensional

No caso unidimensional, como não existe fluxo nas direções y e z, as componentes

Jy e Jz são obtidas a partir do valor das células nas variáveis By e Bz.

Jx = 0,

Jy = −(Bz|i − Bz|i−1)
∆x

,

Jz =
(By|i − By|i−1)

∆x
.
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Caso bidimensional

Neste caso, como não há fluxo apenas em z, então calcula-se apenas as derivadas

em x e y

Jx =
(Bz|j −Bz|j−1)

∆y
,

Jy = −(Bz|i −Bz|i−1)
∆x

,

Jz =
(By|i −By|i−1)

∆x
− (Bx|j − Bx|j−1)

∆y
.

Caso tridimensional

Em três dimensões as componentes do vetor J são calculadas para todas as direções.

Jx =
(Bz|j − Bz|j−1)

∆y
− (By|k − By|k−1)

∆z
, (C.7)

Jy =
(Bx|k − Bx|k−1)

∆z
− (Bz|i −Bz|i−1)

∆x
, (C.8)

Jz =
(By|i − By|i−1)

∆x
− (Bx|j − Bx|j−1)

∆y
. (C.9)

Com todas as componentes da densidade de corrente obtidos, segue-se adiante para

o cálculo do termo de resistividade Ôhmica.

C.2 Passo 2: Resistividade Ôhmica

Neste passo, o valor da resistividade η é discretizado por ηi,j,k, não importando se

é constante ou variável ao longo da malha computacional, pois o cálculo pode ser

utilizado em ambos os casos. Com isso, dentro do contexto do método do volumes

finitos, em cada caso de estudo, esse valor é aproximado como uma média.

Como o termo da resistividade Ôhmica é obtido a partir do campo elétrico

E, o valor resultante é denotado nas próximas equações como Emf , isto é,

(Emfx
, Emfy

, Emfz
) = η(Jx, Jy, Jz).
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Caso unidimensional

O cálculo de η neste caso é naturalmente a média dos estados à esqueda e à direta,

visto que há apenas uma direção onde há fluxo.

η =
1
2

(ηi + ηi−1) ,

Emfx
= 0,

Emfy
= ηJy,

Emfz
= ηJz.

Caso bidimensional

Em duas dimensões, a aproximação de η é feita de acordo com a direção escolhida.

Para a direção x, tem-se a média da resistividade entre as posições i e i − 1, assim

como no caso unidimensional. Na direção y, a média é obtida entre os valores de η

em j e j − 1. Em cada direção são atribuídos os valores correspondentes de J.

−Direção x

η =
1
2

(η + ηi−1) ,

Emfx
= 0,

Emfy
= ηJy,

Emfz
= ηJz.

−Direção y

η =
1
2

(η + ηj−1) ,

Emfx
= ηJx,

Emfy
= 0,

Emfz
= ηJz.
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Caso tridimensional

A idéia do cálculo de η no caso tridimensional é análoga aos outros casos, adicionando

a direção z, na qual a média η é obtida a partir das posições adjacentes k e k − 1.

−Direção x

η =
1
2

(η + ηi−1) ,

Emfx
= 0,

Emfy
= ηJy,

Emfz
= ηJz.

−Direção y

η =
1
2

(η + ηj−1) ,

Emfx
= ηJx,

Emfy
= 0,

Emfz
= ηJz.

−Direção z

η =
1
2

(η + ηk−1) ,

Emfx
= ηJx,

Emfy
= ηJy (C.10)

Emfz
= 0.

Observa-se que a componente de Emf que coincide com a direção que está sendo

calculado o termo Ôhmico assume valor nulo, pois não há derivadas parciais nesse

componente associadas à direção de interesse, como apresentado nas Equações C.4,

C.5 e C.6.

Assim, o cálculo da resistividade Ôhmica é finalizado para todas as dimensões. O

próximo passo é o cálculo do termo de energia.

C.3 Passo 3: Fluxos de energia

Nessa seção, o cálculo do termo B × ηJ = B × Emf é explicitado. Primeiramente

são apresentados os valores analíticos para cada direção e, depois, sua discretização

em todas as dimensões. O fluxo de energia é denotado por EF = (EFx
, EFy

, EFz
).
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Ao calcular o produto vetorial pertinente ao termo, tem-se

EF = B×Emf = (By Emfz
−Bz Emfy

)
−→
i (C.11)

+ (Bz Emfx
− BxEmfz

)
−→
j (C.12)

+ (BxEmfy
−By Emfx

)
−→
k . (C.13)

Para o cálculo das componentes do vetor EF , utilizam-se os valores do vetor Emf e as

componetes do campo magnético Bx, By e Bz. Assim como feito com a resistividade

na seção anterior, as variáveis Bx, By, Bz são aproximadas na interface por uma

média entre os estados adjacentes nas direções x, y, z. Sendo assim, obtém-se os

valores EFx
, EFy

, EFz
, dados por

EFx
=

1
2

[

(By +By|i−1)Emfz
− (Bz +Bz|i−1)Emfy

]

,

EFy
=

1
2

[

(Bz +Bz|j−1)Emfx
− (Bx +Bx|j−1)Emfz

]

,

EFy
=

1
2

[

(Bx +Bx|k−1)Emfy
− (By +By|k−1)Emfx

]

.

C.4 Passo 4: Atualização dos fluxos

Depois do cálculo de Emf e EF , os fluxos em B e E devem ser atualizados. Lembrando

que esses vetores são acompanhados por operadores diferenciais, ou seja, ∇× ηJ e

∇ ·B× ηJ.

Direção x

F(E) = F(E)−EFx

F(By) = F(By)−Emfz

F(Bz) = F(Bz) + Emfy
, (C.14)
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Direção y

G(E) = G(E)− EFy

G(Bx) = G(Bx) + Emfz

G(Bz) = G(Bz)−Emfx
, (C.15)

Direção z

H(E) = H(E)− EFz

H(Bx) = H(Bx)−Emfy

H(By) = H(By) + Emfx
, (C.16)

em que F , G e H são os fluxos numéricos estimados nas direções x, y e z, respecti-

vamente.

Para a construção da implementação dos termos resistivos no código CARMEN–

MHD, foram estudados os códigos Athena, apresentado no Apêndice E e FLASH,

apresentado no Capítulo 5. Ambos os códigos são utilizados na simulação MHD re-

sistiva e já verificados nesse contexto. Além disso, possuem discretização em volumes

finitos, assim como o código CARMEN–MHD apresentado nesse trabalho.

A implementação no código CARMEN–MHD levou em consideração o cálculo das

derivadas espaciais dos fluxos numéricos para a evolução temporal da solução. Por

isso, o cálculo dos operadores diferenciais ∇· e ∇× associados aos termos B × ηJ

e ηJ, é realizado juntamente com o fluxo numérico. Esse procedimento evita que

sejam feitos cálculos desnecessários ao longo da simulação e, além disso, a estrutura

já implementada no código é aproveitada.
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APÊNDICE D - TERMOS DE DIFUSÃO ARTIFICIAL

Em alguns casos, a simulação do modelo MHD pode se tornar instável devido a

valores abruptos de gradientes, criando oscilações locais na solução numérica do

modelo. Nesse contexto, adiciona-se ao modelo numérico termos de difusão artificial

nas variáveis conservativas, ou seja, operadores Laplacianos de ρ, ρu e E juntamente

com o coeficiente de difusão χ. Como esse tipo de instabilidade ocorre de forma

local, então os termos de difusão apenas são utilizados onde são necessários, de

forma que não influenciem de forma negativa na topologia do problema. Esse tipo

de metodologia é comumente utilizado para auxiliar a estabilidade da simulação

(SKÁLA et al., 2015; ORAIN et al., 2013; OGINO et al., 1994). O modelo MHD resistivo

com difusão artificial e correção parabólica-hiperbólica é dado por

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = χ∇2ρ,

∂E
∂t

+∇ ·
[(

E + p +
B2

2

)

u−B · (u ·B)

]

= ∇ · [B× η (∇×B)] + χ∇2E ,

∂ρu
∂t

+∇ ·
[

ρuu +
(

p+
1
2
B2
)

I−BB
]

= χ∇2(ρu)

∂B
∂t

+∇ · (uB−Bu) +∇ψ = −∇× (η∇×B) .

∂ψ

∂t
+ c2

h∇ ·B = −c
2
h

c2
p

ψ.

Os termos Laplacianos adicionados nas equações da continuidade, momento e ener-

gia, associados a essas mesmas variáveis, contribuem com comportamentos dissipa-

tivos, suavizando posíveis oscilações numéricas que possam ocorrer durante a simu-

lação do modelo. É importante que valores de χ sejam suficientemente pequenos

para que removam as oscilações, ao mesmo tempo que não modifique a topologia

esperada do problema.

É importante ressaltar que, neste trabalho, os termos de difusão não são utilizados no

modelo, pois a solução numérica se comporta de maneira estável e não é interrompida

durante a simulação, possibilitando a sua obtenção.
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APÊNDICE E - OUTROS CÓDIGOS MHD

Neste apêndice são apresentados brevemente alguns códigos conhecidos e relevantes

dentro do contexto da simulação MHD.

E.1 FLASH

FLASH1 é um código verificado de metafísica modular e paralelo, desenvolvido nas

linguagens FORTRAN90 e C no Flash Center da Universidade de Chicago, bem

conhecido pela comunidade de geofísica espacial e astrofísica (FRYXELL et al., 2000).

Esse código inclui a implementação dos modelos MHD ideal e resisitivo, com a dis-

cretização pelo método dos volumes finitos. É possível rodar simulações adaptati-

vas, utilizando o algoritmo chamado Adaptive Mesh Refinement (BERGER; OLIGER,

1984), e com uma malha uniforme, que é o interesse para este trabalho. Não são

apresentadas comparações entre diferentes tipos de adaptabilidade, no entanto, essa

comparação é possível (DEITERDING et al., 2016). Os resultados obtidos com o código

FLASH são utilizados apenas para fins de comparações de topologia da solução do

problema, e para o cálculo do erro associado às simulações com o código CARMEN.

Para a simulação com o código FLASH, as seguintes configurações são definidas:

para a evolução temporal, utiliza-se o esquema numérico Hancock de um passo; para

corrigir os erros associados à divergência do campo magnético, utiliza-se o algoritmo

conhecido como 8-wave, baseado na correção de divergência introduzida por Powell

(1999), que estabiliza o método numérico adicionando termos fontes proporcionais a

∇·B, ou seja, o vetor termo fonte dado por S = (0,−B∇·B,−u∇·B,−(u ·B)∇·B)

é adicionado do lado direito das equações MHD.

A implementação da correção de divergência do campo magnético no FLASH é uma

versão modificada do algoritmo eight-wave (MARDER, 1987; POWELL et al., 1999).

Essa formulação remove a restrição ∇·B ao adicionar um termo u∇·B na equação

de B, levando ao sistema quasi linear clássico, no qual apenas a equação do campo

magnético não está na forma conservativa.

Os resultados obtidos com o código FLASH são utilizados como uma referência para

os resultados do código CARMEN–MHD. Esse tipo de procedimento comparativo é

usual no contexto de verificação de códigos. Há uma grande dificuldade em encontrar

códigos que possuam exatamente os mesmos métodos numéricos. Como o FLASH é

um código verificado e muito utilizado por uma comunidade ativa, o objetivo da sua

1flash.uchicago.edu/site/flashcode/
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utilização é garantir que os resultados do código CARMEN–MHD estão convergindo

para a referência, utilizando um esquema de segunda ordem em ambos os códigos.

E.2 Athena

O código Athena é um código MHD astrofísico livre desenvolvido inicialmente para

estudos relacionados ao meio interestelar e formação estelar. Esse código permite

a simulação dos modelos MHD ideal e resistivo, utilizando uma discretização por

volumes finitos na linguagem C++. Em particular, o Athena possui a implementação

dos modelos MHD não-ideais associados aos termos de resistividade Ôhmica, efeito

Hall e diffusão ambipolar.

Com esse código é possível performar simulações em duas e três dimensões, em coor-

denadas cartesianas ou cilíndricas, com quatro tipos diferentes de fluxos numéricos

(Force flux, HLLE, HLLD e Roe), reconstruções até terceira ordem e dois tipos de

integração no tempo (CTU e MUSCL-Hancock). O código Athena é adequado tanto

para uso em máquinas pessoais quanto em super computadores, e é disponibilizado

pela Universidade de Princeton.

E.3 PLUTO

O código PLUTO2 é utilizado para obter a solução numérica do modelo GLM–MHD

no contexto da dinâmica de fluidos astrofísicos, desenvolvido nas linguagens C/C++

e FORTRAN . As equações diferenciais parciais são utilizadas em suas formas de leis

de conservação, utilizando uma discretização pelo método dos volumes finitos. As

simulações numéricas podem ser realizadas com abordagens adaptativa no contexto

da metodologia adaptive mesh refinement e malha uniforme.

Assim como o código Athena, o código PLUTO é altamente portátil, podendo ser

rodado em computadores pessoais ou em máquinas de alta performance, utilizando

uma paralelização MPI. A sua disponibilização é feita pela Università Degli Studi

di Torino.

E.4 OTTO MHD-2D

Esse código é disponibilizado na página do A. Otto3 e tem o objetivo de perfor-

mar uma simulação MHD de processos básicos na magnetosfera, como a entrada

de plasma proveniente do vento solar e a liberação de energia na cauda magné-

2http://plutocode.ph.unito.it/
3http://how.gi.alaska.edu/ao/2dprog/

170



tica. O código é composto por 5 módulos: reconexão magnética, instabilidade de

Kelvin-Helmholtz, instabilidade de Raleigh-Taylor, reconexão de causa e plasmóides

e tearing mode.

Diferente dos códigos Athena e FLASH apresentados anteriormente, o código MHD

apresentado nessa seção utiliza uma discretização em diferenças finitas. Com isso, são

adicionados ao modelo outros termos fonte nas equações de conservação de masse

e momento. Esses termos têm o objetivo de evitar o surgimento de oscilações na

solução, mantendo a estabilidade do método. Esses termos não são necessários nos

casos anteriores, pois o método dos volumes finitos é baseado na forma integral de

leis de conservação.

E.5 BATS-R-US

O código BATS-R-US4 (Block-Adaptive-Tree-Solarwind-Roe-Upwind-Scheme) é de-

senvolvido na Universidade de Michigan, pelo grupo de magneto-hidrodinâmica com-

putacional. Além disso, faz parte do Space Weather Modeling Framework.

Sua implementação permite a simulação numérica das equações MHD em três di-

mensões, utilizando uma discretização pelo método de volumes finitos e uma aborda-

gem adaptativa de mesh refinement com blocos retangulares. Possui implementação

paralela utilizando MPI e a linguagem utilizada é FORTRAN90. Além disso, esse

código é desenvolvido para realizar simulações da magnetosfera no contexto MHD,

permitindo a entrada de dados reais.

4https://ccmc.gsfc.nasa.gov/models/modelinfo.php?model=BATS-R-US
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