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RESUMO 

Este trabalho tem como objetivo principal o estudo do controlador baseado na 
Equação de Riccati Dependente do Estado (SDRE); um Regulador Quadrático 
Linear (LQR) adaptativo que permite considerar as não linearidades do sistema 
controlado. A fim de usar este controlador, desenvolve-se um modelo 
matemático não linear de um braço robótico rotativo com haste flexível 
aplicando a formulação Lagrangiana. O deslocamento flexível do braço robótico 
é modelado usando o método dos modos assumidos e o amortecimento 
estrutural faz uso da teoria de Rayleigh. Os objetivos de controle são múltiplos: 
controlar a posição angular do braço e minimizar as deformações flexíveis da 
haste. Via simulações computacionais, obtém-se o mapa de desempenho do 
sistema que mostra todos os desempenhos que o controlador SDRE pode 
atingir. Depois, um algoritmo de ordenação permite obter a fronteira de Pareto 
que representa o conjunto dos desempenhos ótimos. Por outro lado, 
analisando a influência dos termos das matrizes peso no desempenho do 
sistema, mostra-se que é possível obter desempenhos ótimos usando somente 
um número reduzido de termos para regular o controlador SDRE. Com base 
nesta análise, desenvolve-se uma lei que permite obter os valores das matrizes 
peso diretamente em função de um requisito de desempenho. Por último, são 
usadas matrizes peso dependentes do estado para mostrar que isso permite 
melhorar ainda mais o desempenho do sistema. A partir dos resultados obtidos, 
verifica-se que o controlador SDRE permite obter um melhor desempenho do 
que o LQR, não somente porque ele considera as não linearidades do modelo, 
mas também porque o seu ajuste é mais flexível. 
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PARETO APPROACH FOR PERFORMANCE MULTIOBJECTIVE 
OPTIMIZATION OF A SDRE REGULATOR APPLIED TO A 

NONLINEAR SYSTEM 
 
 
 
 

ABSTRACT 

The main objective of this work is to study the State Dependent Riccati 
Equation (SDRE) regulator; an adaptive Linear Quadratic Regulator (LQR) 
which allows to deal with the non linearities of the system to be controlled. In 
order to use this controller, a nonlinear mathematical model of a flexible rotatory 
beam is built through the Lagrangian formulation. The flexible displacement is 
modelled using the assumed modes theory and a structural damping is added 
applying the Rayleigh technique. There are two main objectives related to 
control: the first one is to control the hub angular position and the second one is 
the need to minimize flexible displacements of the robotic harm. Doing 
computational simulations, it is possible to draw the performance map of the 
system which map all SDRE reachable performances. Then, a sorting algorithm 
enables to get the Pareto’s border which represents the set of optimal 
performances. On the other hand, analyzing the influence of the weight 
matrixes terms, it is shown that it is possible to get the Pareto’s border 
performances using only a few terms of the SDRE weight matrixes. On the 
basis of this analysis, a law enabling to get weight matrixes’ values in function 
of a required performance is developed. Last of all, state dependent weight 
matrixes are used to show that they can improve the system performance. 
Based on the results, it turned out that the SDRE’s performance is better than 
the LQR’s one, not only because it can deal with non linearities, but also 
because its design is more flexible. 
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1 INTRODUÇÃO 

Os sistemas físicos complexos, na sua grande maioria, são de natureza não 

linear. Por outro lado, grande parte dos métodos de controle usualmente 

empregados foram desenvolvidos para sistemas lineares, isso faz como que os 

modelos dos sistemas devam ser linearizados. Essa aproximação é geralmente 

válida, sendo possível controlar o sistema não linear com técnicas lineares. 

Porém, existem algumas situações em que os sistemas são altamente não 

lineares, por exemplo, quando se realizam manobras de atitude com grandes 

ângulos ou quando se movem estruturas flexíveis com alta velocidade. Neste 

caso, o controlador, projetado a partir de um modelo linear, não é capaz de 

controlar o sistema real. Para poder solucionar este tipo de problema foram 

desenvolvidas técnicas de controle que são capazes de considerar as não 

linearidades do sistema (SLOTINE et al., 1991). Uma delas é o controlador da 

Equação de Riccati Dependente do Estado (ÇIMEN, 2008, 2012; MRACEK et 

al., 1998)(SDRE, do inglês State Dependent Riccati Equation). O SDRE é uma 

adaptação do Regulador Quadrático Linear (KWAKERNAAK et al., 1972, cap. 

3)(LQR, do inglês Linear Quadratic Regulator) para sistemas não lineares.  

1.1. Motivação 

O ajuste do controlador SDRE é feito mediante duas matrizes peso que estão 

associadas diretamente aos estados e o sinal de controle (KATSEV, 2006). 

Essa regulagem é de extrema importância, pois é a escolha correta dos pesos 

(i.e. termos das matrizes peso) que garante a estabilidade e o bom 

desempenho do sistema. Para alguns controladores existem técnicas que 

permitem regular os pesos de maneira sistemática; por exemplo, técnicas de 

auto-regulagem do controle Proporcional Integral Derivativo (McCORMACK et 

al., 1998) como os métodos de Ziegler-Nichols (ZIEGLER et al., 1942). Os 

pesos do SDRE podem ser inicialmente escolhidos com a regra de Bryson 

(BRYSON et al., 1975) mas isso é geralmente só o ponto inicial de um 

processo de tentativa e erro para obter o desempenho desejado (HESPANHA, 

2005, p. 7). Além disso, não é garantido que os pesos escolhidos forneçam um 

desempenho ótimo, sempre fica a dúvida de saber se não existe outra 



 

2 
  

combinação de pesos que permitiria um melhor desempenho. Assim, para 

evitar o método de tentativa e erro, este trabalho quer propor um método mais 

sistemático para obter os pesos do controlador SDRE que otimizem o 

desempenho do sistema. 

1.2. Objetivos 

O objetivo principal deste trabalho é estudar as possibilidades de ajuste do 

controlador SDRE, um controlador LQR “generalizado” tendo a vantagem de 

poder considerar as não linearidades do modelo, para mostrar que o ajuste 

dele é mais flexível do que o do LQR e que isso permite obter um melhor 

desempenho. Para aplicar o controle SDRE, pretende-se desenvolver um 

modelo matemático não linear da dinâmica de um braço robótico rotativo rígido-

flexível sobre o qual é realizado o controle da posição angular. O braço robótico 

é uma haste flexível acoplada a um servomotor que gira no plano horizontal. 

Na modelagem matemática da viga, esta é considerada do tipo Euler-Bernoulli, 

os modos de vibração são modelados usando o método dos modos assumidos 

(JUNKINS et al., 1993), o amortecimento estrutural segue a teoria de Rayleigh 

(WILSON, 1996) e as não linearidades são de primeira ordem (SAAD et al., 

2012). Para validar este modelo matemático, os resultados de simulação 

computacional em malha aberta são comparados com os resultados 

experimentais do sistema real: o dispositivo FlexGage da Quanser®.  

O controlador SDRE tem dois objetivos de controle: primeiro ele precisa 

controlar a posição angular do braço robótico e segundo, ele precisa minimizar 

o deslocamento flexível da haste; assim, trata-se de controle multiobjetivo. Para 

realizar o melhor controle possível, i.e., aquele que otimiza os dois objetivos de 

desempenho (BOYD et al., 1991), deve ser estudado qual é a influência dos 

pesos (i.e. termos das matrizes peso) do controlador SDRE sobre o 

desempenho do sistema. Entretanto, como tem-se vários objetivos de 

desempenho, existem vários conjuntos de pesos fornecendo um desempenho 

ótimo: eles formam a fronteira de Pareto (PARETO, 1971). Um dos objetivos é 

identificar a fronteira de Pareto do sistema controlado para saber qual é o 
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melhor desempenho que o sistema de controle permite atingir. Uma vez a 

fronteira de Pareto identificada, pretende-se identificar uma maneira de calcular 

as matrizes peso do controlador SDRE que permitem obter um desempenho 

ótimo (na fronteira de Pareto) escolhendo apenas o desempenho desejado. O 

último objetivo é mostrar que é possível melhorar o desempenho do sistema 

utilizando matrizes peso dependentes do valor do estado do sistema.  

Portanto, os objetivos deste trabalho podem ser resumidos como segue: (1) 

desenvolver o modelo matemático do braço robótico rotativo rígido-flexível, (2) 

desenvolver o controlador SDRE, (3) identificar a fronteira de Pareto do sistema 

controlado via SDRE, (4) obter uma lei que permite calcular as matrizes peso 

com base nos objetivos de desempenho, (5) melhorar o desempenho do SDRE 

usando uma matriz peso dependente do estado, (6) verificar que o 

desempenho obtido com controle SDRE é melhor do que aquele obtido com 

controle LQR. 

1.3. Contribuição principal 

A contribuição principal deste trabalho é propor uma metodologia sistemática 

para a seleção dos termos das matrizes peso do controlador SDRE de forma 

que o controlador formado otimize o desempenho do sistema controlado. Com 

esta metodologia o projetista escolhe unicamente quais são os critérios de 

desempenho que ele considera. Assim, a escolha difícil dos valores numéricos 

das matrizes peso passa a ser unicamente uma escolha de critérios de 

desempenho. 

1.4. Breve revisão bibliográfica 

Existem muitos trabalhos na literatura tratando da modelagem.de estruturas 

rígido-flexíveis. Mesmo se a grande maioria dos trabalhos não considerar as 

não linearidades e desprezar todos os termos não lineares, Saad et al. (2012) 

propõe uma modelagem não linear de um braço robótico rotativo rígido flexível. 

O modelo que ele apresenta é relativamente genérico, pois ele considera a 
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rotação do braço em um plano qualquer (efeito da gravidade) e considera uma 

massa na ponta (carga útil). 

Castro (2005) propõe dois modelo do braço robótico do dispositivo FlexGage 

da Quanser®: o modelo massa-mola e o modelo dos modos assumidos. Neste 

estudo ele aplica o controle LQR e LQG experimentalmente. 

Mainenti-Lopes (2008) determina os ganhos de controle de uma lei do tipo 

proporcional derivativo (PD) visando a controlar a atitude de um satélite rígido-

flexível aplicando o método de Otimização Extrema Generalizada (GEO) para 

obter o controlador que otimize o tempo de estabilização do sistema e a 

energia necessária para realizar a manobra. 

No seu estudo, SHAWKY et al. (2007) aplica as técnicas de controle SDRE e 

𝐻∞ para controlar um braço robótico rotativo rígido-flexível. 

A técnica de controle SDRE é relativamente recente (MRACEK et al., 1998; 

PARRISH et al., 1997) e é ainda o assunto de muitas pesquisas. O estado da 

arte desta técnica se encontra nos artigos de Çimen (2008, 2010, 2012). 

Existem também alguns trabalhos relativos à aplicação da técnica de controle 

SDRE para controlar a atitude de satélite (GONZALES, 2009; PARRISH et al., 

1997). 

1.5. Organização da dissertação 

No primeiro capítulo deste trabalho é feita uma breve introdução sobre o 

problema do controle SDRE para sistemas não lineares, apresentando algumas 

referências bibliográficas importantes. Depois, são apresentadas as motivações 

que levaram à realização deste trabalho assim como os objetivos do estudo. 

No segundo capítulo é desenvolvido um modelo não linear de um braço 

robótico rígido-flexível girando no plano horizontal. As equações do movimento 

são desenvolvidas usando o formalismo lagrangiano. A modelagem é baseada 

no método dos modos assumidos e o amortecimento estrutural é modelado 

com o método de Rayleigh.  
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No terceiro capítulo é estudado e desenvolvido o controlador SDRE. Assim, 

primeiro é apresentado as bases teóricas do controle SDRE, é realizada a 

parametrização das equações do modelo do braço robótico para obter o 

formato matricial próprio à aplicação do controle SDRE e por último estuda-se a 

influência e a forma das matrizes peso utilizadas para regular o controlador 

SDRE. 

O quarto capítulo apresenta os resultados dos diferentes estudos realizados 

nesta dissertação. Primeiro, no início do capítulo, são identificados quais são 

os objetivos de controle e aborda-se brevemente os conceitos de otimização 

multiobjetivo e de fronteira de Pareto aplicando-os ao caso do controlador 

SDRE. Em seguida, são apresentados os resultados da influência de cada 

peso das matrizes peso do SDRE. Analisando essas influências é obtida uma 

lei para obter uma matriz peso dependente dos estados. Em outra seção, é 

construído o mapa de desempenho do sistema controlado por SDRE e 

identificada sua fronteira de Pareto; a análise deste mapa leva a construção de 

uma lei permitindo calcular as matrizes peso que fornecem os desempenhos 

ótimos da fronteira de Pareto em função do desempenho desejado. Por último 

é apresentado a comparação dos desempenhos obtidos com os controladores 

SDRE e LQR. 

Por fim, no quinto capítulo, é apresentada a conclusão final do trabalho, 

incluindo ideias para futuros trabalhos que deem continuidade ao atual. 
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2 MODELAGEM 

O sistema estudado é o dispositivo FlexGage da Quanser®: um braço robótico 

rotativo rígido-flexível com um grau de liberdade em rotação. Esse dispositivo é 

representado na Figura 2.1 

 

Figura 2.1 - O dispositivo FlexGage: um braço robótico rotativo rígido-flexível. 

 

Figura 2.2 – Representação esquemática do sistema braço robótico rotativo rígido-
flexível. 

A rotação do motor desse dispositivo induz dois movimentos; primeiro, a 

rotação da haste flexível no plano horizontal: é o movimento rígido, segundo, a 

deflexão da haste flexível induzida pelo movimento rígido: é o movimento 
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flexível. A Figura 2.2 representa esses movimentos de maneira esquemática. 

𝑈𝑚 e Γ𝑙 são respetivamente a tensão de alimentação do motor e o torque do 

motor aplicado à viga. 𝜃 é o ângulo de rotação do motor, 𝑦 é a deflexão da viga 

e 𝛼 é a deflexão angular. 

Nesta seção é apresentado primeiro o método dos modos assumidos (seção 

2.1) que permite calcular as equações do movimento da haste flexível (seção 

2.2). Depois, realiza-se a modelagem do motor (seção 2.3). Em seguida, 

juntam-se os modelos do motor e da viga para obter o modelo completo do 

braço robótico rotativo rígido-flexível (seção 2.4). Depois, adiciona-se 

amortecimento estrutural ao modelo usando a teoria de Rayleigh (seção 2.5). 

Por último, realiza-se a validação do modelo completo comparando o 

comportamento do modelo matemático com o comportamento da simulação 

experimental (seção 2.6).  

2.1. Método dos modos assumidos 

Nesse trabalho, considera-se uma viga flexível nas condições de Euler-

Bernouilli  (HAN et al., 1999): 

1. O formato da viga é um prisma reto, cujo comprimento é muito maior do 

que as outras dimensões. 

2. O ângulo de rotação (deformação elástica) é muito pequeno. 

3. A viga é constituída de material homogêneo. 

4. A viga é constituída de um material linearmente elástico. 

5. A deformação transversal em relação à direção longitudinal de aplicação 

da carga é considerada nula (i.e. o Coeficiente de Poisson é 

desprezível). 

6. A seção transversal é simétrica em relação ao plano vertical, de forma 

que a linha neutra está contida nele. 

http://pt.wikipedia.org/wiki/Coeficiente_de_Poisson
http://pt.wikipedia.org/wiki/Linha_neutra
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7. Planos perpendiculares à linha neutra permanecem planos e 

perpendiculares depois da deformação. 

8. Os efeitos do momento de inércia de rotação são desprezados. 

9. A energia envolvida no cisalhamento é desprezada. 

2.1.1. Equação geral de uma viga uniforme em vibração transversal 

Para modelar o deslocamento flexível 𝑦(𝑥, 𝑡) pode-se analisar quais são as 

forças que atuam em um elemento infinitesimal 𝑑𝑥 da viga. A Figura 2.3 

representa essas forças.  

 

Figura 2.3 – Representação das forças atuando sobre um elemento infinitesimal da 
viga. 

Na Figura 2.3, 𝑄 é a força de cisalhamento e 𝑀 é o momento fletor. É bom 

lembrar uma das propriedades do cálculo diferencial: seja uma função 𝑓:ℝ → ℝ 

continua e derivável em ℝ então ∀𝑥 ∈ ℝ 

𝑓′(𝑥) =
𝑑𝑓

𝑑𝑥
(𝑥) =

𝑓(𝑥 + 𝑑𝑥) − 𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
 (2.1) 

http://pt.wikipedia.org/wiki/Cisalhamento
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Segundo a segunda lei de Newton, a resultante das forças aplicadas no 

elemento 𝑑𝑥 é igual ao produto massa/aceleração desse elemento. Aplicando 

essa lei em projeção no eixo 𝑌 obtém-se a equação seguinte: 

𝑄(𝑥) − 𝑄(𝑥 + 𝑑𝑥) = −𝜌𝑑𝑥
𝜕2𝑦

𝜕𝑡2
 (2.2) 

Em seguida, usando a Equação (2.1) pode-se deduzir que 

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 𝜌

𝜕2𝑦

𝜕𝑡2
 (2.3) 

Também, a equação dos torques segundo o eixo 𝑍0 no ponto 𝑥 + 𝑑𝑥 é: 

𝑀(𝑥 + 𝑑𝑥) −𝑀(𝑥) − 𝑄(𝑥)𝑑𝑥 = 0 (2.4) 

Usando outra vez a propriedade do calculo diferencial Equação (2.1) obtém-se 

𝜕𝑀

𝜕𝑥
= 𝑄 (2.5) 

Conclui-se combinando Equação (2.3) e Equação (2.5) que 

𝜕2𝑀

𝜕𝑥2
= 𝜌

𝜕2𝑦

𝜕𝑡2
 (2.6) 

O momento fletor pode ser descrito também em função da rigidez 𝐾𝑏 da viga: 

𝐾𝑏 = 𝐸𝐼𝑧 (2.7) 

A rigidez é definida como o produto do modulo de Young 𝐸 (propriedade do 

material) e do momento de inércia da seção 𝑰 (função das características 

geométricas da viga). Para uma viga prismática de espessura 𝑒, largura ℎ e 

comprimento 𝐿, o momento de inércia da seção no eixo 𝑍 da rotação do braço 

é 

𝐼𝑧 =
ℎ𝑒3

12
 (2.8) 
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e o momento fletor é dado por 

𝑀 = −𝐸𝐼𝑧
𝜕2𝑦

𝜕𝑥2
 (2.9) 

Combinando as Equações (2.6) e (2.9) obtém-se a equação geral de uma viga 

uniforme em vibração transversal: 

𝜕4𝑦

𝜕𝑥4
+
𝜌

𝐸𝐼𝑧

𝜕2𝑦

𝜕𝑡2
= 0 (2.10) 

2.1.2. Solução da equação de vibração 

Uma maneira clássica de resolver a Equação (2.10) é procurar uma solução 𝑦 

que seja o produto de uma função temporal 𝑞 e de uma função do espaço Φ: 

𝑦(𝑥, 𝑡) = Φ(𝑥)𝑞(𝑡) (2.11) 

Adotando essa forma para 𝑦, a Equação (2.10) pode se reescrever como 

𝑑4Φ(𝑥)

𝑑𝑥4
𝑞(𝑡) +

𝜌

𝐸𝐼𝑧
Φ(𝑥)

𝑑2𝑞(𝑡)

𝑑𝑡2
= 0 (2.12) 

ou ainda 

1

Φ(𝑥)

𝑑4Φ(𝑥)

𝑑𝑥4⏟        
𝑓(𝑥)

= −
𝜌

𝐸𝐼𝑧

1

𝑞(𝑡)

𝑑2𝑞(𝑡)

𝑑𝑡2⏟          
𝑔(𝑡)

 
(2.13) 

Como 𝑓 é função somente do espaço 𝑥 e 𝑔 é função somente do tempo 𝑡, a 

única maneira de ter essa igualdade ∀(𝑥, 𝑡) ∈ ℝ2 é que  

∃𝐾 ∈ ℝ /   

{
 
 

 
 1

Φ(𝑥)

𝑑4Φ(𝑥)

𝑑𝑥4
= 𝐾

−
𝜌

𝐸𝐼𝑧

1

𝑞(𝑡)

𝑑2𝑞(𝑡)

𝑑𝑡2
= 𝐾

 (2.14) 

ou, reorganizando os termos 
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∃𝐾 ∈ ℝ /   

{
 
 

 
 𝑑4Φ(𝑥)

𝑑𝑥4
− 𝐾Φ(𝑥) = 0

𝑑2𝑞(𝑡)

𝑑𝑡2
+ 𝐾

𝐸𝐼𝑧
𝜌
𝑞(𝑡) = 0

 (2.15) 

A Equação (2.15) apresenta um sistema de duas equações diferenciais 

lineares independentes. As soluções são conhecidas e são da forma: 

∃(𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝛽) ∈ ℝ5 / {
Φ(𝑥) = 𝐴 cos𝛽𝑥 + 𝐵 sin𝛽𝑥 + 𝐶 cosh𝛽𝑥 + 𝐷 sinh𝛽𝑥

𝛽4 = 𝐾
 (2.16) 

∃(𝐸, 𝐹, 𝜔) ∈ ℝ3 / {

𝑞(𝑡) = 𝐸 cos𝜔𝑡 + 𝐹 sin𝜔𝑡 

𝜔2 =
𝐾𝐸𝐼𝑧
𝜌

 (2.17) 

onde 𝜔 é a pulsação temporal chamada de frequência natural de vibração e 𝛽 

é a pulsação espacial. Usando as Equações (2.16) e (2.17), pode-se deduzir 

uma relação entre essas duas frequências: 

𝛽4 =
𝜌𝜔2

𝐸𝐼𝑧
 (2.18) 

Uma vez conhecida a forma de Φ e de 𝑞, precisam-se determinar as 

constantes 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹 e 𝛽 para caracterizar totalmente 𝑦(𝑥, 𝑡).  

2.1.3. Condições iniciais e condições de contorno 

As constantes 𝐸 e 𝐹 da Equação (2.17) dependem das condições iniciais do 

movimento. Elas podem ser determinadas sabendo o deslocamento flexível 

inicial 𝑦(𝐿, 0) e a velocidade de deslocamento flexível inicial 𝑦′(𝐿, 0). 

As constantes 𝐴, 𝐵, 𝐶 e 𝐷 da Equação (2.18) dependem das condições de 

contorno físicas, ou seja, das condições nas extremidades do braço. Aqui a 

viga é fixa em 𝑥 = 0, assim não existe deslocamento flexível em posição e 

ângulo nessa extremidade. Matematicamente isso é 

𝑦(0, 𝑡) = 0           𝛼(0, 𝑡) = 0 (2.19) 
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A relação entre a deflexão 𝑦 e a deflexão angular 𝛼 é de forma:  

𝛼(𝑥, 𝑡) =
𝜕𝑦

𝜕𝑥
 (2.20) 

Na outra extremidade, em 𝑥 = 𝐿 a viga é livre de qualquer esforço ou torque; 

matematicamente: 

𝑀(𝐿, 𝑡) = 0         𝑄(𝐿, 𝑡) = 0 (2.21) 

Os resultados das Equações (2.5), (2.9) e (2.20) são resumidos na tabela 

seguinte: 

Tabela 2-1 - A deflexão e as suas derivadas 

Grau de derivação da 
deflexão 𝑦 

Nome Símbolo Fórmula 

0 Deflexão / Deslocamento flexível  𝑦 𝑦 

1 Deflexão angular 𝛼 
𝜕𝑦

𝜕𝑥
 

2 Momento fletor 𝑀 −𝐸𝐼𝑧
𝜕2𝑦

𝜕𝑥2
 

3 Força de cisalhamento 𝑄 −𝐸𝐼𝑧
𝜕3𝑦

𝜕𝑥3
 

Usando essa tabela podem-se reescrever as condições de contorno das 

Equações (2.19) e (2.21) em função de 𝑦: 

{
𝑦(0, 𝑡) = 0  

𝜕𝑦

𝜕𝑥
(0, 𝑡) = 0  

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2
(𝐿, 𝑡) = 0

𝜕3𝑦

𝜕𝑥3
(𝐿, 𝑡) = 0

 (2.22) 

Como essas condições são validas para ∀𝑡 ∈ ℝ+, usando a Equação (2.11) 

obtém-se essas condições em função da função de forma. Adotando a notação 

Φ′(𝑥) = 𝑑Φ/𝑑𝑥, obtém-se 
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{
Φ(0) = 0 Φ′(0) = 0  

Φ′′(𝐿) = 0 Φ′′′(𝐿) = 0
 (2.23) 

Agora se podem usar essas condições diretamente na solução da equação de 

vibração Equação (2.16): 

{

𝐴 + 𝐶 = 0
𝐵 + 𝐷 = 0

−𝐴𝑐𝑜𝑠 𝛽𝐿 − 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝐿 + 𝐶 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝛽𝐿 + 𝐷 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝛽𝐿 = 0
𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝐿 − 𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝛽𝐿 + 𝐶 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝛽𝐿 + 𝐷 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝛽𝐿 = 0

 (2.24) 

Injetando as duas primeiras nas duas segundas, obtém-se um sistema de duas 

equações com duas variáveis. Para simplificar este cálculo adota-se a notação 

𝑐 = cos 𝛽𝐿 , 𝑠 = sin 𝛽𝐿 , 𝑐ℎ = cosh𝛽𝐿 e 𝑠ℎ = sinh 𝛽𝐿; 

{
𝐶(𝑐 + 𝑐ℎ) + 𝐷(𝑠 + 𝑠ℎ) = 0
𝐶(−𝑠 + 𝑠ℎ) + 𝐷(𝑐 + 𝑐ℎ) = 0

 (2.25) 

que da forma matricial é 

[
𝑐 + 𝑐ℎ 𝑠 + 𝑠ℎ
−𝑠 + 𝑠ℎ 𝑐 + 𝑐ℎ

] [
𝐶
𝐷
] = [

0
0
] (2.26) 

Esse sistema tem uma solução {𝐶, 𝐷} não nula se e somente se 

𝑑𝑒𝑡 [
𝑐 + 𝑐ℎ 𝑠 + 𝑠ℎ
−𝑠 + 𝑠ℎ 𝑐 + 𝑐ℎ

] = 0 (2.27) 

Após alguns cálculos básicos apresentados na Equação (2.28), esse sistema 

se reduz a um sistema de uma equação só: Equação (2.29). 

(𝑐 + 𝑐ℎ)(𝑐 + 𝑐ℎ) − (−𝑠 + 𝑠ℎ)(𝑠 + 𝑠ℎ) = 0 

𝑐2 + 𝑐ℎ2 + 2𝑐𝑐ℎ − (−𝑠2 + 𝑠ℎ2) = 0 

𝑐2 + 𝑠2⏟    
1

+ 𝑐ℎ2 − 𝑠ℎ2⏟      
1

+ 2𝑐𝑐ℎ = 0 
(2.28) 

1 + 𝑐𝑜𝑠 𝛽𝐿 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝛽𝐿 = 0 (2.29) 
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A Equação (2.29) é chamada de equação característica, ela tem um número 

infinito de soluções. As soluções dessa equação podem ser calculadas 

numericamente e são tabeladas. 

Tabela 2-2 - Primeiras soluções da equação característica de uma viga livre-presa 

Modo 𝑖 1 2 3 4 5 6 7 

Solução 
𝛽𝑖 

1.875104 4.694091 7.854757 10.99554 14.13717 17.27876 20.42035 

A Tabela 2-2 apresenta as sete primeiras soluções da equação característica 

Equação (2.29) da viga em oscilações livres. 

Para concluir basta reescrever Φ usando as constates determinadas. Define-se 

a constante 𝜎 como: 

σ =
𝑠𝑖𝑛 𝛽𝐿 + 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝛽𝐿

𝑐𝑜𝑠 𝛽𝐿 + 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝛽𝐿
 (2.30) 

Usando a Equação (2.30) e a primeira equação do sistema de Equações (2.25) 

tem-se que 𝐶 = −σ𝐷. Assim o sistema de Equações (2.24) é equivalente a 

{

𝐴 = −𝐶 = σ𝐷
𝐵 = −𝐷
𝐶 = −σ𝐷

1 + 𝑐𝑜𝑠 𝛽𝐿 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝛽𝐿 = 0

 (2.31) 

Assim a expressão da função de forma Equação (2.16) pode ser escrita 

eliminando as constantes determinadas: 

Φ(𝑥) = σ𝐷 𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑥 − 𝐷 𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 − σ𝐷 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝛽𝑥 + 𝐷 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝛽𝑥 (2.32) 

Fatorando a Equação (2.32) obtém-se 

Φ(𝑥) = 𝐷(𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 + σ(𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑥 − 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝛽𝑥)) (2.33) 

Assim, pode-se concluir que as soluções para a equação diferencial Equação 

(2.16) são, ∀𝑖 ∈ ℕ: 
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   Φ𝑖(𝑥) = 𝐷𝑖(𝑠𝑖𝑛ℎ 𝛽𝑖𝑥 − 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑖𝑥 + σi(𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑖𝑥 − 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝛽𝑖𝑥)) (2.34) 

Os coeficientes 𝐷𝑖 da Equação (2.34) são geralmente escolhidos seguindo um 

método de normalização. Na prática, essa normalização é geralmente feita de 

maneira a respeitar a condição de ortogonalidade dos modos (HAN et al., 

1999) conforme 

∀(𝑖, 𝑗) ∈ ℕ2, ∫ Φ𝑖(𝑥)Φ𝑗(𝑥)𝑑𝑥 = 𝛿𝑖𝑗

𝐿

0

 (2.35) 

onde 𝛿𝑖𝑗 é o símbolo de Kronecker (se 𝑖 = 𝑗 𝛿𝑖𝑗 = 1, se 𝑖 ≠ 𝑗 𝛿𝑖𝑗 = 0). 

Introduzindo a Equação (2.34) nessa condição de ortogonalidade dos modos 

obtém-se o valor da última constante ainda não determinada: 

𝐷𝑖 =
1

√∫ (sinh𝛽𝑖𝑥 − sin𝛽𝑖𝑥 + 𝜎𝑖(cos 𝛽𝑖𝑥 − cosh𝛽𝑖𝑥))
2
 𝑑𝑥

𝐿

0

 
(2.36) 

Na Equação (2.36), nota-se que o valor da constante 𝐷𝑖 depende unicamente 

do comprimento da viga 𝐿.  

A Figura 2.4 apresenta as cinco primeiras funções de forma normalizadas para 

uma viga de comprimento 𝐿 = 41,9 [cm] (tamanho da viga do experimento 

apresentado na introdução do capítulo 2). 
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Figura 2.4 - Cinco primeiras funções de forma normalizadas de tal forma que os 
modos sejam ortogonais para uma viga de 41,9 cm 

A Equação (2.11) permite calcular o deslocamento flexível, porém, conforme à 

Equação (2.34) sabe-se que existe um número infinito de funções de forma Φ. 

A técnica dos modos assumidos (JUNKINS et al., 1993) consiste em assumir 

que o deslocamento flexível é uma combinação linear dos diferentes produtos 

função de forma × modos: 

𝑦(𝑥, 𝑡) =∑Φ𝑖(𝑥)𝑞𝑖(𝑡)

∞

𝑖=1

 (2.37) 

2.2. Equação do movimento da viga 

Seja uma viga de comprimento 𝐿, densidade linear 𝜌, modulo de Young 𝐸 e 

momento de inércia da seção 𝐼𝑧 rigidamente embutida a uma distancia 𝑟 do 

eixo de saída do um moto-redutor. A inércia de rotação equivalente do conjunto 

moto-redutor ao redor do eixo 𝑍0 é 𝐽𝑚,𝑒𝑞.  

A Figura 2.5 representa de maneira esquemática a viga em rotação quando um 

torque Γ𝑙 (𝑙 do inglês load significando carga) é aplicado no eixo de saída do 

moto-redutor. A posição angular da viga 𝜃 e o deslocamento flexível de um 

ponto da viga 𝑦 são também representados na Figura 2.5.  
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Figura 2.5 – Representação esquemática do braço robótico rotativo rígido-flexível com 
os parâmetros e as variáveis usados na modelagem matemática. 

Para obter as equações do movimento usa-se a abordagem Lagrangiana; para 

isso precisam calcular primeiro as energias cinéticas e potenciais do sistema. 

2.2.1. Cinemática 

Seja 𝑃 um ponto da viga. No referencial da viga ℛ(𝑋, 𝑌, 𝑍) as coordenadas de 𝑃 

são definidas como: 

𝑂𝑃 = [

 
𝑟 + 𝑥
𝑦
0

]

ℛ

 (2.38) 

A velocidade desse ponto é a derivada da posição com relação ao referencial 

inercial ℛ0(𝑋0, 𝑌0, 𝑍0).  

𝑣𝑃 =
𝑑𝑂𝑃

𝑑𝑡
]
ℛ0

 (2.39) 

Isso pode ser calculado usando o teorema de transformação:  
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𝑑𝑂𝑃

𝑑𝑡
]
ℛ0

=
𝑑𝑂𝑃

𝑑𝑡
]
ℛ
+ 𝛺ℛ/ℛ0 × 𝑂𝑃|ℛ (2.40) 

Assim 

𝑣𝑃 = [

 
𝑥̇
𝑦
0
̇ ]

ℛ

+ [

 
0
0
𝜃̇

]

ℛ

× [

 
𝑟 + 𝑥
𝑦
0

]

ℛ

 (2.41) 

Neste estudo, segundo as hipóteses Euler Bernoulli adotadas, a viga é 

considerada inextensível, i.e., 𝑥̇ = 0. Isso permite concluir que o vetor 

velocidade em 𝑃 é 

𝑣𝑃 = [

 
−𝑦𝜃̇

(𝑟 + 𝑥)𝜃̇ + 𝑦̇
0

]

ℛ

 (2.42) 

2.2.2. Energias cinética e potencial 

Neste sistema, a produção de energia cinética 𝑇 é devida ao movimento da 

viga flexível e à rotação do motor:  

𝑇 = 𝑇𝑚 + 𝑇𝑏 (2.43) 

A energia cinética do moto-redutor 𝑇𝑚 é determinada em função da inércia 

equivalente do moto-redutor calculado no eixo de saída, 𝐽𝑚,𝑒𝑞, e da velocidade 

de rotação 𝜃̇: 

𝑇𝑚 =
1

2
𝐽𝑚,𝑒𝑞𝜃̇

2 (2.44) 

A energia cinética 𝑇𝑏 (𝑏 do inglês beam significando viga) do braço é: 

𝑇𝑏 =
1

2
𝜌∫ 𝑣𝑃

𝑇𝑣𝑃

𝐿

0

𝑑𝑥 (2.45) 

Considerando a expressão da velocidade estabelecida na Equação (2.42) 

obtém-se: 
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𝑇𝑏 =
1

2
𝜌∫ 𝑦2𝜃̇2 + ((𝑟 + 𝑥)𝜃̇ + 𝑦̇)

2𝐿

0

𝑑𝑥 (2.46) 

Assim a energia cinética total é 

𝑇 =
1

2
𝐽𝑚,𝑒𝑞𝜃̇

2 +
1

2
𝜌 (∫ 𝑦2𝜃̇2

𝐿

0

𝑑𝑥 + ∫ 𝑦̇2
𝐿

0

𝑑𝑥 + ∫ (𝑟 + 𝑥)2𝜃̇2
𝐿

0

𝑑𝑥

+ 2∫ (𝑟 + 𝑥)𝜃̇𝑦̇
𝐿

0

𝑑𝑥) 
(2.47) 

Fatorando essa expressão chega-se a 

𝑇 =
1

2
𝜃̇2 (𝐽𝑚,𝑒𝑞 +

1

3
𝜌((𝑟 + 𝐿)3 − 𝑟3) + 𝜌∫ 𝑦2

𝐿

0

𝑑𝑥) + 𝜌𝜃̇ ∫ (𝑟 + 𝑥)𝑦̇
𝐿

0

𝑑𝑥

+
1

2
𝜌∫ 𝑦̇2

𝐿

0

𝑑𝑥 
(2.48) 

Por outro lado, a energia potencial 𝑉 de um corpo se deformando é dada por 

𝑉 =
1

2
𝐸𝐼𝑧∫ 𝑦′′2

𝐿

0

𝑑𝑥 (2.49) 

Agora, precisam-se explicitar essas energias em função de 𝑥 e 𝑡. Para isso 

utiliza-se a teoria dos modos assumidos (veja seção 2.1). Na prática, como os 

modos altos são de amplitude pequena, pode-se limitar a um número finito de 

modos 𝑛, assim a Equação (2.37) é equivalente a 

𝑦(𝑥, 𝑡) =∑Φ𝑖(𝑥)𝑞𝑖(𝑡)

𝑛

𝑖=1

 (2.50) 

De maneira mais compacta com 𝚽 = [Φ1 … Φ𝑛]
𝑇 e 𝒒 = [𝑞1 … 𝑞𝑛]𝑇 a 

Equação (2.50) pode-se escrever 

𝑦(𝑥, 𝑡) = 𝚽𝑇(𝑥)𝒒(𝑡) = 𝒒𝑇(𝑥)𝚽(𝑡) (2.51) 

Nota-se que se usa o negrito para diferenciar os vetores e matrizes dos 

escalares. Para simplificar as notações daqui para frente, as referencias aos 
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vetores de funções de forma e dos modos são feitas sem a variável 

correspondente (i.e. 𝚽 = 𝚽(𝑥) e 𝒒 = 𝒒(𝑡)) Dessa forma podem-se deduzir 

outras fórmulas úteis para o desenvolvimento futuro: 

𝑦2 = 𝒒𝑻𝚽𝚽𝑻𝒒 

𝑦̇ = 𝚽𝑻𝒒̇ = 𝒒̇𝑻𝚽 

𝑦̇2 = 𝒒̇𝑻𝚽𝚽𝑻𝒒̇ 

𝑦′′ = 𝚽′′𝑻𝒒 = 𝒒𝑻𝚽′′ 

𝑦′′
2
= 𝒒𝑻𝚽′′𝚽′′𝑻𝒒 

(2.52) 

Usando as fórmulas da Equação (2.52), podem-se reescrever as energias das 

Equações (2.48) e (2.49) em função dos vetores de funções de forma e modos. 

𝑇 =
1

2
𝜃̇2 (𝐽𝑚,𝑒𝑞 +

1

3
𝜌((𝑟 + 𝐿)3 − 𝑟3) + 𝜌∫ 𝒒𝑻𝚽𝚽𝑻𝒒

𝐿

0

𝑑𝑥)

+ 𝜌𝜃̇∫ (𝑟 + 𝑥)𝚽𝑻𝒒̇
𝐿

0

𝑑𝑥 +
1

2
𝜌∫ 𝒒̇𝑻𝚽𝚽𝑻𝒒̇

𝐿

0

𝑑𝑥 
(2.53) 

𝑉 =
1

2
𝐸𝐼𝑧∫ 𝒒𝑻𝚽′′𝚽′′𝑻𝒒

𝐿

0

𝑑𝑥 (2.54) 

Para simplificar essas expressões, adotam-se as notações  

𝐽𝑒𝑞 = 𝐽𝑚,𝑒𝑞 +
1

3
𝜌((𝑟 + 𝐿)3 − 𝑟3) (2.55) 

𝑴𝒓𝒇 = 𝜌∫ (𝑟 + 𝑥)𝚽
𝐿

0

𝑑𝑥 (2.56) 

𝑴𝒇𝒇 =  𝜌∫ 𝚽𝚽𝑻
𝐿

0

𝑑𝑥 (2.57) 

𝑲𝒇𝒇 = 𝐸𝐼𝑧∫ 𝚽′′𝚽′′𝑻
𝐿

0

𝑑𝑥 (2.58) 

sendo os índices: 𝑒𝑞 para equivalente, 𝑟 para rígido e 𝑓 para flexível. Aplicando 

essas notações, as Equações (2.53) e (2.54) se tornam 

𝑇 =
1

2
𝜃̇2(𝐽𝑒𝑞 + 𝒒

𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒) + 𝜃̇𝑴𝒓𝒇
𝑻 𝑞̇ +

1

2
𝒒̇𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒̇ (2.59) 
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𝑉 =
1

2
𝒒𝑻𝑲𝒇𝒇𝒒 (2.60) 

Percebe-se que a expressão de 𝑴𝒇𝒇 da Equação (2.57) pode ser simplificada 

usando a propriedade de ortogonalidade dos modos da Equação (2.35) 

𝑴𝒇𝒇 =  𝜌∫ 𝚽𝚽𝑻
𝐿

0

𝑑𝑥 = 𝜌∫ [
Φ11 … Φ𝑛Φ1
⋮ ⋱ ⋮

Φ𝑛Φ1 … Φ𝑛𝑛

]
𝐿

0

𝑑𝑥 = 𝜌𝑰𝒏 (2.61) 

onde 𝑰𝒏 é a matriz unidade de ordem 𝑛. 

2.2.3. Formulação Lagrangiana 

Seja ℒ a função Lagrangiana definida por 

ℒ = 𝑇−𝑉 (2.62) 

onde 𝑇 é a energia cinética calculada na Equação (2.59) e 𝑉 é a energia 

potencial da Equação (2.60) As equações de Lagrange em função das 

coordenadas generalizadas 𝑝𝑖 podem ser deduzidas usando 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕ℒ

𝜕𝑝𝑖̇
) −

𝜕ℒ

𝜕𝑝𝑖
= 𝐹𝑖        ∀ 𝑖 ∈ [0, 𝑛] (2.63) 

Aqui as coordenadas generalizadas são: 𝑝0 = 𝜃, o modo rígido do movimento e 

[𝑝1, … 𝑝𝑛] = [𝑞1, … 𝑞𝑛] os modos flexíveis. 𝐹𝑖 são as forças generalizadas 

externas ao sistema. Como a energia potencial 𝑉 (Equação (2.54)) não 

depende de derivadas de coordenadas generalizadas 𝑝𝑖̇, a Equação (2.63) 

pode ser simplificada: 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑝𝑖̇
−
𝜕𝑇

𝜕𝑝𝑖
+
𝜕𝑉

𝜕𝑝𝑖
= 𝐹𝑖        ∀ 𝑖 ∈ [0, 𝑛] (2.64) 

Antes de chegar às equações de Lagrange fatoradas, alguns cálculos precisam 

ser feitos; primeiro, em função da primeira coordenada generalizada, o modo 

rígido 𝜃, depois, em função das outras coordenadas generalizadas, os modos 

de vibração 𝒒. 
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2.2.3.1. Equação de Lagrange do modo rígido  

A equação de Lagrange em relação ao modo rígido 𝜃 é obtida usando a 

Equação (2.64) em função das coordenadas generalizadas 𝜃: 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝜃̇
−
𝜕𝑇

𝜕𝜃
+
𝜕𝑉

𝜕𝜃
= 𝐹𝜃          𝜃 ∈ ℝ (2.65) 

Derivar a Equação (2.59) em função de 𝜃̇ permite obter 

𝜕𝑇

𝜕𝜃̇
= 𝜃̇(𝐽𝑒𝑞 + 𝒒

𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒) +𝑴𝒓𝒇
𝑻 𝒒̇ (2.66) 

Agora, derivando a Equação (2.66) em relação ao tempo, chega-se ao primeiro 

termo da Equação (2.65):  

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝜃̇
= 𝜃̈(𝐽𝑒𝑞 + 𝒒

𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒) + 2𝜃̇𝒒
𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒̇ + 𝑴𝒓𝒇

𝑻 𝒒̈ (2.67) 

Por outro lado, como a energia cinética 𝑇 (Equação (2.59)) e a energia 

potencial 𝑉 (Equação (2.60)) não dependem de 𝜃 tem-se 

𝜕𝑇

𝜕𝜃
= 0                      

𝜕𝑉

𝜕𝜃
= 0 (2.68) 

O torque do moto-redutor Γ𝑙 aplicado na viga é a única força externa 

considerada. Como ela age no eixo 𝑍, eixo da rotação 𝜃, ela deve ser 

considerada na primeira equação de Lagrange, pelo que 𝐹𝜃 = Γ𝑙. Por último, 

usando os resultados das Equações (2.67) e (2.68) obtém-se a primeira 

equação de Lagrange, Equação (2.65), em relação à coordenada generalizada 

𝜃: 

𝜃̈(𝐽𝑒𝑞 + 𝒒
𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒) + 2𝜃̇𝒒

𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒̇ + 𝑴𝒓𝒇
𝑻 𝒒̈ = Γ𝑙  (2.69) 

Nota-se que esta equação é escalar apesar de estar composta por termos 

matriciais e vetoriais. 
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2.2.3.2. Equações de Lagrange dos modos flexíveis  

As equações de Lagrange em relação aos modos flexíveis são obtidas usando 

a Equação (2.64) em função das coordenadas generalizadas 𝒒. 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝒒̇
−
𝜕𝑇

𝜕𝒒
+
𝜕𝑉

𝜕𝒒
= 𝑭𝒒        𝒒 ∈ ℝ

𝑛 (2.70) 

Derivar a Equação (2.59) em função de 𝒒 permite obter 

𝜕𝑇

𝜕𝒒̇
= 𝜃̇𝑴𝒓𝒇 +𝑴𝒇𝒇𝒒̇ (2.71) 

Agora, derivando a Equação (2.66) em relação ao tempo, chega-se ao primeiro 

termo da Equação (2.70): 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝒒̇
= 𝜃̈𝑴𝒓𝒇 +𝑴𝒇𝒇𝒒̈ (2.72) 

Por fim, considerando as Equações (2.59) e (2.60) obtém-se 

𝜕𝑇

𝜕𝒒
= 𝜃̇2𝑴𝒇𝒇𝒒                      

𝜕𝑉

𝜕𝒒
= 𝑲𝒇𝒇𝒒 (2.73) 

Os parâmetros generalizados 𝒒 não têm contribuições externas, pois não tem 

forças externas na direção 𝑌, assim 𝑭𝒒 = 𝟎. Finalmente, usando os resultados 

das Equações (2.67) e (2.68) obtém-se as equações de Lagrange em relação 

às coordenadas generalizadas 𝒒: 

𝜃̈𝑴𝒓𝒇 +𝑴𝒇𝒇𝒒̈ − 𝜃̇
2𝑴𝒇𝒇𝒒 +𝑲𝒇𝒇𝒒 = 𝟎 (2.74) 

Nota-se que esta equação é vetorial, ou seja, 𝑛 equações escalares (com 𝑛 

número de modos flexíveis considerados). 

A Figura 2.6 a seguir apresenta de maneira condensada os resultados desta 

seção, ou seja, o deslocamento flexível expressado usando os modos 
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assumidos e as equações de Lagrange para as coordenadas generalizadas 𝜃 e 

𝒒. 

 

Figura 2.6 – Diagrama de blocos da viga. 

2.3. Equação de funcionamento do motor 

Nesta seção, desenvolve-se a equação do funcionamento do motor que 

relaciona a tensão de alimentação 𝑈𝑚 com a taxa de rotação Ω𝑙. Primeiro, 

calcula-se a equação elétrica do motor (seção Equação elétrica2.3.1) Depois, 

calcula-se a equação mecânica do motor (seção 2.3.2). Por último, obtém-se a 

relação entrada saída do motor juntando as equações elétrica e mecânica 

(seção 2.3.3). 

A Figura 2.7 representa de maneira esquemática o conjunto motor DC + 

redutor e identifica as partes elétrica e mecânica. Todas as constantes e 

variáveis aparecendo nesta figura serão apresentadas nas seções seguintes.   



 

26 
  

 

Figura 2.7 – Representação esquemática do moto-redutor DC. 

Fonte: Adaptada do manual SRV02 modeling using QuaRC 

2.3.1. Equação elétrica 

Conforme a Figura 2.7, a primeira lei de Kirshoff permite estabelecer a relação: 

𝑈𝑚 = 𝑅𝑚𝐼𝑚 + 𝐿𝑚
𝑑𝐼𝑚
𝑑𝑡

+ 𝑒𝑏 (2.75) 

A força eletromotriz inversa do motor 𝑒𝑏 (back-emf) é proporcional à taxa de 

rotação do motor Ω𝑚: 

𝑒𝑏 = 𝐾𝑚𝛺𝑚 (2.76) 

A indutância 𝐿𝑚 ≪ 𝑅𝑚, assim o termo 𝐿𝑚𝑑𝐼𝑚/𝑑𝑡 da Equação (2.75) pode ser 

desprezado e obtém-se: 

𝐼𝑚 =
𝑈𝑚 − 𝐾𝑚Ω𝑚

𝑅𝑚
 (2.77) 
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Por último, sabe-se que a relação entre a corrente no motor 𝐼𝑚 e o torque do 

motor Γ𝑚 é uma relação de proporcionalidade: 

𝛤𝑚 = 𝜂𝑚𝐾𝑡𝐼𝑚 (2.78) 

onde 𝜂𝑚 é a eficiência do motor e 𝐾𝑡 a constante de torque. Assim usando as 

Equações (2.77) e (2.78) chega-se a 

𝛤𝑚 = 𝐾𝑡𝜂𝑚
𝑈𝑚 − 𝐾𝑚Ω𝑚

𝑅𝑚
 (2.79) 

2.3.2. Equação mecânica 

A segunda lei de Newton para uma rotação em um único eixo de rotação é  

Γ = 𝐽
𝑑Ω

𝑑𝑡
 (2.80) 

onde Γ é o torque resultante, 𝐽 é a inércia de rotação do corpo e Ω a taxa de 

rotação. Aplica-se essa lei nos dois eixos de rotação diferentes: o eixo do motor 

e o eixo da carga (Veja Figura 2.7).  

Primeiro, a equação no eixo motor: 

Γ𝑚 = 𝐽𝑚,𝑚𝑜𝑡
𝑑Ω𝑚
𝑑𝑡

+𝑏𝑚Ω𝑚 + Γ𝑚𝑙 (2.81) 

Onde Γ𝑚 e o torque motor, 𝐽𝑚,𝑚𝑜𝑡 é o momento de inércia do rotor, 𝑏𝑚 é o 

coeficiente de fricção no eixo motor e Γ𝑚𝑙 o torque aplicado pela eixo da carga 

sobre o eixo motor. 

Depois, aplicando a segunda lei de Newton no eixo da carga chega-se a: 

Γ𝑙 = 𝐽𝑙
𝑑Ωl
𝑑𝑡

+ 𝑏𝑙Ω𝑙 (2.82) 
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Como se pode ver na Figura 2.7, o redutor é composto de 4 pinhões. Além 

disso, existe uma redução interna 𝐾𝑔𝑖 no motor. Seja 𝑁𝑖 o número de dentes do 

pinhão 𝑖, então o coeficiente redutor 𝐾𝑔 total é  

𝐾𝑔 = 𝐾𝑔𝑖
𝑁2
𝑁1

𝑁4
𝑁3

 (2.83) 

De maneira intuitiva, como o motor deve girar 𝐾𝑔 vezes mais rapidamente do 

que o eixo de saída deduz-se que  

𝛺𝑚 = 𝐾𝑔𝛺𝑙  (2.84) 

Por fim, a engrenagem tem uma eficiência 𝜂𝑔, isso permite relacionar os 

torques em entrada Γ𝑚𝑙 e saída do redutor Γ𝑙: 

𝛤𝑙 = 𝐾𝑔𝜂𝑔𝛤𝑚𝑙 (2.85) 

Agora, precisa-se estabelecer a relação entre a taxa de rotação no eixo da 

saída Ω𝑙 em função do torque no eixo do motor Γ𝑚. Introduzindo (2.82) na 

Equação (2.85) obtém-se a expressão de Γ𝑚𝑙: 

𝛤𝑚𝑙 =
𝐽𝑙
𝑑Ωl
𝑑𝑡

+ 𝑏𝑙Ω𝑙

𝐾𝑔𝜂𝑔
 (2.86) 

Reescrevendo Γ𝑚 (Equação (2.81)) e usando os resultados das Equações 

(2.84) e (2.86) chega-se a 

Γ𝑚 = 𝐽𝑚,𝑚𝑜𝑡𝐾𝑔
𝑑𝛺𝑙
𝑑𝑡

+𝑏𝑚𝐾𝑔𝛺𝑙 +
𝐽𝑙
𝑑Ωl
𝑑𝑡

+ 𝑏𝑙Ω𝑙

𝐾𝑔𝜂𝑔
 (2.87) 

e fatorando por 𝑑Ω𝑙/𝑑𝑡 e Ω𝑙, obtém-se:  

𝐾𝑔𝜂𝑔Γ𝑚 = (𝐽𝑚,𝑚𝑜𝑡𝐾𝑔
2𝜂𝑔 + 𝐽𝑙)

𝑑𝛺𝑙
𝑑𝑡

+ (𝑏𝑚𝐾𝑔
2𝜂𝑔 + 𝑏𝑙)Ω𝑙 (2.88) 
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Perceba-se que, na Equação (2.88), aparecem uma inércia e uma fricção 

equivalente do conjunto motor + redutor expressas em relação ao eixo da 

carga. Essa inercia equivalente já foi usada na seção anterior para determinar 

a equação mecânica: é 𝐽𝑚,𝑒𝑞 (Equação (2.44)). Adota-se a notação 𝑏𝑒𝑞 para o 

coeficiente de fricção equivalente do motor. Assim as expressões da inércia e 

da fricção equivalente são 

𝐽𝑚,𝑒𝑞 = 𝐽𝑚,𝑚𝑜𝑡𝐾𝑔
2𝜂𝑔 + 𝐽𝑙 

𝑏𝑒𝑞 = 𝑏𝑚𝐾𝑔
2𝜂𝑔 + 𝑏𝑙 

(2.89) 

Com essas notações, a Equação (2.88) torna-se 

𝐾𝑔𝜂𝑔Γ𝑚 = 𝐽𝑚,𝑒𝑞
𝑑Ω𝑙
𝑑𝑡

+ 𝑏𝑒𝑞Ω𝑙 (2.90) 

2.3.3. Relação entrada saída 

Para concluir, basta estabelecer a relação entrada saída do motor, ou seja, a 

relação entre a tensão de alimentação 𝑈𝑚 e a taxa de rotação do motor no eixo 

da carga Ω𝑙. A equação elétrica (Equação (2.79)) estabeleceu uma relação 

entre Γ𝑚 e 𝑈𝑚 enquanto a equação mecânica (Equação (2.90)) estabeleceu 

uma relação entre Γ𝑚 e Ω𝑙. Combinando essas duas Equações estabelece-se a 

relação entre 𝑈𝑚 e Ω𝑙: 

𝐾𝑔𝜂𝑔 (𝐾𝑡𝜂𝑚
𝑈𝑚 −𝐾𝑚Ω𝑚

𝑅𝑚
) = 𝐽𝑚,𝑒𝑞

𝑑Ω𝑙
𝑑𝑡

+ 𝑏𝑒𝑞Ω𝑙 (2.91) 

Usando a Equação (2.84) e reorganizando os termos da Equação (2.91) 

obtém-se 

𝐾𝑡𝐾𝑔𝜂𝑔𝜂𝑚

𝑅𝑚
𝑈𝑚 = 𝐽𝑚,𝑒𝑞

𝑑Ω𝑙
𝑑𝑡

+ (
𝐾𝑚𝐾𝑡

2𝐾𝑔𝜂𝑔𝜂𝑚

𝑅𝑚
+ 𝑏𝑒𝑞)Ω𝑙  (2.92) 

Para simplificar as expressões definem-se as seguintes constantes: 
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𝐶𝑚 =
𝐾𝑡𝐾𝑔𝜂𝑔𝜂𝑚

𝑅𝑚
                 𝐵𝑒𝑞 = 𝐾𝑡𝐾𝑚𝐶𝑚 + 𝑏𝑒𝑞 (2.93) 

Nota-se que 𝐵𝑒𝑞 é uma constante de amortecimento considerando a fricção 

mecânica e as perdas elétricas no moto-redutor. Com as notações da Equação 

(2.93), a Equação (2.92) torna-se 

𝐶𝑚𝑈𝑚 = 𝐽𝑚,𝑒𝑞
𝑑Ω𝑙
𝑑𝑡

+ 𝐵𝑒𝑞Ω𝑙  (2.94) 

O de torque no eixo da saída Γ𝑙 pode-se escrever usando a segunda lei de 

Newton da Equação (2.80) em função da taxa de rotação e da inércia no eixo 

de saída: 

Γ𝑙 = 𝐽𝑚,𝑒𝑞
𝑑Ω𝑙
𝑑𝑡

 (2.95) 

Assim, pode ser deduzido, combinando as Equações (2.94) e (2.95) que 

Γ𝑙 = 𝐶𝑚𝑈𝑚 − 𝐵𝑒𝑞Ω𝑙  (2.96) 

A Figura 2.8 a seguir resume as relações importantes desta seção 2.3: 

estudando as equações elétrica e mecânica do moto-redutor, foi obtida a 

relação entre a tensão de alimentação do motor 𝑈𝑚, o torque em saída do 

moto-redutor Γ𝑙 e a taxa de rotação no eixo de saída Ω𝑙.  

Nota-se que a taxa de rotação no eixo de saída do moto-redutor corresponde à 

taxa de rotação da viga, i.e., Ω𝑙 = 𝜃̇. 
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Figura 2.8 – Diagrama de blocos do moto-redutor DC detalhando as equações 
elétricas e mecânicas. 

2.4. Equações do sistema completo 

Na seção 2.2 foram desenvolvidas as equações da dinâmica do braço flexível, 

Equações (2.69) e (2.74). Na seção 2.3 a Equação (2.96) do motor foi 

calculada. Essas equações são resumidas na Figura 2.9 que representa o 

sistema completo do braço rotativo flexível. Nesta seção precisa-se juntar os 

resultados da viga e do motor para obter o modelo matemático do sistema 

completo. 
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Figura 2.9 – Representação em diagrama de blocos do sistema “braço rotativo rígido-
flexível” completo. 

Injetando a equação do motor Equação (2.96) na primeira Equação (2.69) de 

Lagrange e lembrando que Ω𝑙 = 𝜃̇, obtém-se o sistema de equações de 

Lagrange completo 

{
𝜃̈ (𝐽𝑒𝑞 +𝒒

𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒)+ 2𝜃̇𝒒
𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒̇ + 𝐵𝑒𝑞𝜃̇ +𝑴𝒓𝒇

𝑻 𝒒̈ = 𝐶𝑚𝑈𝑚

𝜃̈𝑴𝒓𝒇 +𝑴𝒇𝒇𝒒̈ − 𝜃̇
2
𝑴𝒇𝒇𝒒+𝑲𝒇𝒇𝒒 = 𝟎

 (2.97) 

Esse sistema contém equações diferenciais não lineares; ele pode ser 

colocado no formato matricial como segue: 

[
𝐽𝑒𝑞 + 𝒒

𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒 𝑴𝒓𝒇
𝑻

𝑴𝒓𝒇 𝑴𝒇𝒇
]

⏟              
𝑴

[
𝜃̈
𝒒̈
] + [

𝐵𝑒𝑞 + 𝒒
𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒̇ 𝜃̇𝒒𝑻𝑴𝒇𝒇

−𝑴𝒇𝒇𝒒𝜃̇ 𝟎𝒏𝒏
]

⏟                  
𝑵

[
𝜃̇
𝒒̇ 
] + [

0 𝟎𝟏𝒏
𝟎𝒏𝟏 𝑲𝒇𝒇

]
⏟      

𝑲

[
𝜃
𝒒
]

= [
𝐶𝑚
𝟎𝒏𝟏

]
⏟  
𝑭

𝑈𝑚 

(2.98) 

Conforme a Equação (2.98), a partir de agora se adotarão as notações 

seguintes para definir vetores ou matrizes nulos: 

𝟎𝟏𝒏 = [0 ⋯ 0] ∈ ℝ𝑛 (2.99) 
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𝟎𝒏𝟏 = [0 ⋯ 0]𝑇 ∈ ℝ𝑛 

𝟎𝒏𝒏 = [
0 … 0
⋮ ⋱ ⋮
0 … 0

] ∈ ℝ𝑛×𝑛 

Perceba-se que a forma da Equação (2.98) tem uma forma conhecida: é uma 

equação diferencial de segundo ordem do tipo massa-mola-amortecedor no 

formato matricial:  

𝑴[
𝜃̈
𝒒̈
] + 𝑵 [

𝜃̇
𝒒̇ 
] + 𝑲 [

𝜃
𝒒
] = 𝑭𝑈𝑚 (2.100) 

Para concluir, é importante notar que a Equação diferencial (2.100) é não 

linear: as matrizes massa 𝑴 e amortecimento 𝑵 não são matrizes constantes; 

elas dependem de 𝒒, 𝒒̇ e 𝜃̇ e podem ser separadas em duas matrizes: 𝑴𝟎/𝑵𝟎 

para a parte constante e 𝑴𝒒/𝑵𝒒 para a parte não constante. 

𝑴 = 𝑴𝟎 +𝑴𝒒(𝒒
𝟐) = [

𝐽𝑒𝑞 𝑴𝒓𝒇
𝑻

𝑴𝒓𝒇 𝑴𝒇𝒇
] + [

𝒒𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒 𝟎𝟏𝒏
𝟎𝒏𝟏 𝟎𝒏𝒏

] (2.101) 

𝑵 = 𝑵𝟎 +𝑵𝒒(𝒒, 𝒒̇, 𝜃̇) = [
𝐵𝑒𝑞 𝟎𝟏𝒏
𝟎𝒏𝟏 𝟎𝒏𝒏

] + [
𝒒𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒̇ 𝒒𝑻𝑴𝒇𝒇𝜃̇

−𝑴𝒇𝒇𝒒𝜃̇ 𝟎𝒏𝒏
] (2.102) 

2.5. Amortecimento estrutural 

O modelo obtido na seção anterior (Equação (2.98)) não é ainda completo: não 

foi considerada a dissipação de energia devida à vibração da viga. Uma 

maneira simples de modelar esse fenômeno é usando a teoria de Rayleigh. 

2.5.1. Amortecimento de Rayleigh: teoria 

Quando uma estrutura vibra, ela dissipa energia. Esse fenômeno é responsável 

do amortecimento das vibrações. A modelagem dessa dissipação de energia 

não é trivial porque ela é baseada nas propriedades físicas dos materiais da 

estrutura real. Muitas vezes, é complicado ou impossível saber com suficiente 

precisão as características dos materiais utilizados. Uma maneira mais simples 

de modelar essa dissipação de energia é usando o amortecimento modal ou de 
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Rayleigh que permite esta modelagem sem conhecimento das propriedades do 

material, (WILSON, 1996): a matriz de amortecimento é proporcional à matriz 

massa e à matriz rigidez. Aqui, para obter o amortecimento estrutural, 

considera-se unicamente o deslocamento flexível, sendo o movimento rígido 

considerado nulo, i.e., 𝜃 = 𝜃̇ = 𝜃̈ = 0. Nessas condições, usando a Equação 

(2.98) pode ser deduzido que: 

𝑴𝒇𝒇𝒒̈ + 𝑲𝒇𝒇𝒒 = 𝟎𝟏𝒏 (2.103) 

Lembrando-se que 𝑴𝒇𝒇 = 𝜌𝑰𝒏 (Equação (2.61)), a Equação (2.103) se torna 

𝒒̈ +
1

𝜌
𝑲𝒇𝒇𝒒 = 𝟎𝟏𝒏 (2.104) 

Também, voltando à teoria dos modos assumidos e derivando duas vezes a 

Equação (2.17) para 𝑛 modos flexíveis obtém-se 

∀𝑖 ∈ ℕ[1,𝑛]        𝑞̈𝑖 +𝜔𝑖
2𝑞𝑖 = 0 (2.105) 

que no formato matricial fica como 

𝒒̈ +𝑾𝟐𝒒 = 𝟎𝟏𝒏 (2.106) 

onde 𝑾𝟐 = diag(𝜔𝑖
2). Por último, identificando as Equações (2.104) e (2.106) 

deduz-se que  

1

𝜌
𝑲𝒇𝒇 = 𝑾

𝟐 (2.107) 

Isso significa que a matriz 𝑲𝒇𝒇 é diagonal e os termos diagonais 𝑘𝑓𝑓 dessa 

matriz são: 

∀𝑖 ∈ ℕ[1,𝑛]      𝑘𝑓𝑓[𝑖] = 𝜌𝜔𝑖
2 (2.108) 

Na Equação (2.108) reconhece-se a frequência de pulsação de um 

amortecedor clássico massa-mola para cada um dos modos: 𝜔𝑖 = √𝑘𝑓𝑓[𝑖]/𝜌 .  



 

35 
  

Para modelar o amortecimento flexível, um termo de amortecimento 𝑵𝒇𝒇 deve 

ser adicionado na Equação (2.103) 

𝑴𝒇𝒇𝒒̈ + 𝑵𝒇𝒇𝒒̇ + 𝑲𝒇𝒇𝒒 = 𝟎𝟏𝒏 (2.109) 

Substituindo as Equações (2.61) e (2.107) na Equação (2.109) obtém-se 

𝒒̈ +
1

𝜌
𝑵𝒇𝒇𝒒̇ +𝑾

𝟐𝒒 = 𝟎𝟏𝒏 (2.110) 

Para conservar a condição de ortogonalidade dos modos, a matriz 𝑵𝒇𝒇 escrita 

na base modal deve ser uma matriz diagonal. Por esse motivo, usa-se uma 

representação clássica massa-mola-amortecedor para cada um dos modos: 

∀𝑖 ∈ ℕ[1,𝑛]       𝑞̈𝑖 + 2𝜉𝑖𝜔𝑖𝑞̇𝑖 +𝜔𝑖
2𝑞𝑖 = 0 (2.111) 

Em seguida, comparando as Equações (2.110) e (2.111) identifica-se a forma 

que devem ter os termos diagonais 𝑛𝑓𝑓 da matriz de amortecimento 𝑵𝒇𝒇: 

∀𝑖 ∈ ℕ[1,𝑛]        𝑛𝑓𝑓[𝑖] = 2𝜌𝜉𝑖𝜔𝑖  (2.112) 

Como visto na introdução desta seção 2.5, a modelagem do amortecimento do 

tipo Rayleigh supõe que a matriz de amortecimento é proporcional às matrizes 

massa e rigidez, assim: 

𝑵𝒇𝒇 = 𝑎𝑴𝒇𝒇 + 𝑏𝑲𝒇𝒇 = 𝜌(𝑎𝑰𝒏 + 𝑏𝑾
𝟐) (2.113) 

onde (𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2. Finalmente, combinando as duas expressões diferentes dos 

termos da matriz de amortecimento 𝑁𝑓𝑓 que foram encontrados nas Equações 

(2.112) e (2.113) obtém-se 

∀𝑖 ∈ ℕ[1,𝑛]      2𝜉𝑖𝜔𝑖 = 𝑎 + 𝑏𝜔𝑖
2 (2.114) 

e isolando 𝜉𝑖, chega-se a: 



 

36 
  

∀𝑖 ∈ ℕ[1,𝑛]      𝜉𝑖 = 𝜌 (
𝑎

2𝜔𝑖
+
𝑏𝜔𝑖
2
) (2.115) 

Os coeficientes de amortecimento 𝜉𝑖 ∈ ℝ
[0,1] devem ser escolhidos 

empiricamente. Existem métodos empíricos para determinação numérica 

desses coeficientes (CHOWDHURY et al., 2003). Um método clássico é 

escolher o amortecimento 𝜉 para o primeiro modo e o último, o que permite 

calcular os coeficientes 𝑎 e 𝑏, resultando: 

{
 

 𝜉1 =
𝑎

2𝜔1
+
𝑏𝜔1
2

𝜉𝑛 =
𝑎

2𝜔𝑛
+
𝑏𝜔𝑛
2

 (2.116) 

ou no formato matricial  

[
𝜉1
𝜉𝑛
] =

1

2

[
 
 
 
1

𝜔1
𝜔1

1

𝜔𝑛
 𝜔𝑛]

 
 
 

[
𝑎
𝑏
] (2.117) 

Assim, para calcular os coeficientes de Rayleigh 𝑎 e 𝑏, basta inverter esta 

Equação (2.117), obtendo 

[
𝑎
𝑏
] =

2
𝜔𝑛
𝜔1
−
𝜔1
𝜔𝑛

[

𝜔𝑛 −𝜔1

−
1

𝜔𝑛
 

1

𝜔1

] [
𝜉1
𝜉𝑛
] (2.118) 

ou ainda: 

{
 
 

 
 𝑎 =

2𝜔1𝜔𝑛
(𝜔𝑛

2 −𝜔1
2)
(𝜉1𝜔𝑛 − 𝜉𝑛𝜔1)

𝑏 =
2𝜔1𝜔𝑛

(𝜔𝑛
2 −𝜔1

2)
(
𝜉1
𝜔𝑛
−
𝜉𝑛
𝜔1
)

 (2.119) 

Fisicamente, o amortecimento está diretamente relacionado com o número de 

períodos necessários para amortecer totalmente a oscilação (WILSON, 1996). 

A tabela seguinte apresenta essa relação: 
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Tabela 2-3 - Interpretação física do amortecimento em função do número de período 
de oscilação necessário para reduzir de um fator 10 as oscilações 

Amortecimento 
em % 

𝜉% 

Constante de decaimento 

𝑟 = 𝑒
−
2𝜋𝜉

√1−𝜉2 

Número de períodos necessários para ter 
um amortecimento de um fator 10 

𝑛𝑇 =
ln(0.10)

ln 𝑟
 

1 0.9391 36.64 

5 0.7301 7.32 

10 0.5318 3.65 

20 0.2773 1.79 

30 0.1386 1.16 

50 0.0266 0.63 

Fonte: Adaptada de (WILSON, 1996) 

A Tabela 2-3 apresenta as relações o amortecimento 𝜉 e o número de períodos 

𝑛𝑇 necessários para que as oscilações da viga sejam amortizadas em um fator 

10. 

Em conclusão, nesta seção 2.5 foi visto o método de Rayleigh que permite 

calcular o amortecimento das vibrações devido à dissipação de energia quando 

a estrutura vibra. Foi visto que precisa adicionar ao modelo um termo de 

amortecimento 𝑵𝒇𝒇 proporcional às matrizes de massa 𝑴𝒇𝒇 e rigidez 𝑲𝒇𝒇 

(Equação (2.113)). Os parâmetros de proporcionalidade 𝑎 e 𝑏 devem ser 

calculados via as relações da Equação (2.119). As frequências de vibrações 𝜔𝑖 

são calculadas resolvendo a equação característica da viga em vibração 

(Equação (2.29)) e usando a relação entre as frequências naturais do sistema, 

Equação (2.18). Os amortecimentos do primeiro modo 𝜉1 e do último modo 𝜉𝑛 

devem ser escolhidos de maneira empírica ajudando-se da Tabela 2-3 que 

fornece uma explicação física do amortecimento em função do seu valor. 

2.5.2. Amortecimento de Rayleigh: adição ao modelo 

Nesta seção o amortecimento do tipo Rayleigh é adicionado ao modelo obtido 

na seção 2.4. Define-se a matriz de amortecimento de Rayleigh 𝑵𝒓 como 

𝑵𝒓 = [
0 𝟎𝟏𝒏
𝟎𝒏𝟏 𝑎𝑴𝒇𝒇 + 𝑏𝑲𝒇𝒇

] (2.120) 

Esse termo é adicionado à matriz de amortecimento 𝑵 da Equação (2.102) 
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𝑵 = [
𝐵𝑒𝑞 𝟎𝟏𝒏
𝟎𝒏𝟏 𝟎𝒏𝒏

]
⏟      

𝑵𝟎

+ [
𝒒𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒̇ 𝒒𝑻𝑴𝒇𝒇𝜃̇

−𝑴𝒇𝒇𝒒𝜃̇ 𝟎𝒏𝒏
]

⏟              
𝑵𝒒

+ [
0 𝟎𝟏𝒏
𝟎𝒏𝟏 𝑎𝑴𝒇𝒇 + 𝑏𝑲𝒇𝒇

]
⏟              

𝑵𝒓

 
(2.121) 

A equação global da dinâmica resultante é a Equação (2.98) com a adição do 

termo 𝑵𝒓 Equação (2.120): 

[
𝐽𝑒𝑞 + 𝒒

𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒 𝑴𝒓𝒇
𝑻

𝑴𝒓𝒇 𝑴𝒇𝒇
]

⏟              
𝑴

[
𝜃̈
𝒒̈
] + [

𝐵𝑒𝑞 + 𝒒
𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒̇ 𝜃̇𝒒𝑻𝑴𝒇𝒇

−𝑴𝒇𝒇𝒒𝜽̇ 𝑎𝑴𝒇𝒇 + 𝑏𝑲𝒇𝒇
]

⏟                    
𝑵

[
𝜃̇
𝒒̇ 
]

+ [
𝟎 𝟎𝟏𝒏
𝟎𝒏𝟏 𝑲𝒇𝒇

]
⏟      

𝑲

[
𝜃
𝒒
] = [

𝐶𝑚
𝟎𝒏𝟏

]
⏟  
𝑭

𝑈𝑚 
(2.122) 

Por fim, adotando a notação 𝑥 = 𝑥/𝜌, a Equação (2.122) da dinâmica pode ser 

simplificada usando as relações das Equações (2.61) e (2.107). 

[
𝐽𝑒𝑞 + 𝒒

𝑻𝒒 𝑴𝒓𝒇
𝑻

𝑴𝒓𝒇 𝑰𝒏
]

⏟            
𝑴

[
𝜃̈
𝒒̈
] + [

𝐵𝑒𝑞 + 𝒒
𝑻𝒒̇ 𝜃̇𝒒𝑻

−𝒒𝜽̇ 𝑎𝑰𝒏 + 𝑏𝑾
𝟐
]

⏟                
𝑵

[
𝜃̇
𝒒̇ 
] + [

0 𝟎𝟏𝒏
𝟎𝒏𝟏 𝑾𝟐]⏟      

𝑲

[
𝜃
𝒒
]

= [
𝐶𝑚/𝜌
𝟎𝒏𝟏

]
⏟    

𝑭

𝑈𝑚 

(2.123) 

2.6. Validação do modelo 

Foi desenvolvido um modelo de simulação computacional a partir do modelo 

matemático da Equação (2.122) (ver Figura.B.3 do APÊNDICE B). Para validar 

este modelo de simulação computacional, é preciso comparar o seu 

comportamento com o comportamento do experimento real FlexGage. Essa 

validação é feita conferindo a similitude entre as respostas temporais das 

simulações computacional e experimental excitadas pelo mesmo sinal (tensão 

de alimentação do motor 𝑈𝑚). Os sensores do experimento FlexGage medem 

a posição angular do braço 𝜃 via um potenciômetro e o deslocamento flexível 

na ponta do braço 𝑦𝐿 através um extensômetro (strain gage). Essas duas 

grandezas são apresentadas na Figura 2.10 para as simulações computacional 

e experimental. 
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Figura 2.10 - Resultados de simulação experimental e computacional do sistema 
sujeito a um sinal de entrada combinando degrau, rampa e sinusoidal. 

O primeiro gráfico da Figura 2.10 mostra a tensão de alimentação aplicada nas 

simulações. Esse sinal de entrada tem por objetivo representar diferentes tipos 

de sinais que podem ser aplicados na realidade: um degrau (controle de 

posição), uma rampa (controle de velocidade) e uma sinusoidal (sinal 

alternativo). O segundo e terceiro gráfico da Figura 2.10 mostram 

respectivamente: a posição angular do braço 𝜃 e o deslocamento flexível na 

extremidade do braço 𝑦𝐿. Comparando as respostas de simulação 
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computacional (azul) e experimental (vermelho), observa-se que a modelagem 

do sistema não é boa: a posição final alcançada não é a mesma e as 

oscilações na ponta da viga não representam a realidade. Isso acontece 

porque alguns parâmetros são desconhecidos ou não são conhecidos com 

suficiente precisão; esses parâmetros são: 

 O amortecimento equivalente 𝐵𝑒𝑞 (definido nas Equações (2.93) e 

(2.89)) é função do amortecimento viscoso do motor 𝑏𝑒𝑞. Este valor é 

dado na documentação do experimento, mas é um valor experimental e 

pouco confiável, pois ele depende muito da montagem do experimento. 

 O modulo de Young 𝐸 caracterizando o material da viga do experimento 

não é conhecido. O valor usado foi reutilizado de outro trabalho que 

estudava o mesmo experimento (CASTRO, 2005). 

 A inércia equivalente 𝐽𝑒𝑞 pode ser calculada conforme as Equações 

(2.55) e (A-1), mas o resultado fica muito aproximado. 

 Os valores para 𝜉1 e 𝜉𝑛 precisam ser escolhidos para calcular os 

coeficientes de Raleigh 𝑎 e 𝑏 conforme a Equação (2.119). 

Assim, precisam-se realizar alguns ajustes nesses parâmetros para obter um 

modelo matemático fiel a realidade. 

2.6.1. Ajuste do modelo matemático 

Após várias tentativas e erros, chega-se a dois conjuntos de parâmetros que 

permitem uma boa aproximação do comportamento real do experimento. A 

Tabela 2-4 mostra os valores utilizados inicialmente para obter a Figura 2.10 e 

os valores de dois conjuntos de parâmetro que permitem obter um bom 

modelo. 

A Figura 2.11 apresenta as respostas de simulação computacional usando os 

dois conjuntos de parametros definidos na Tabela 2-4. 

Tabela 2-4 - Valores dos parâmetros utilizados para a identificação do sistema. 
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 Conjunto inicial Conjunto 1  Conjunto 2  

𝐽𝑒𝑞 0,00730 0,00813 0,00813 

𝐵𝑒𝑞 0.0840 0,0958 0,1520 

𝐸 193 .109 395 .108 322 .108 

𝜉1 2 % 1 % 6,5 % 

𝜉𝑛 20 % 6 % 100 % 

 

Figura 2.11 – Comparação entre a resposta real do sistema e as respostas de dois 
modelos com os parâmetros 𝐵𝑒𝑞 , 𝐸, 𝜉1 e 𝜉𝑛 diferentes. 

O primeiro gráfico representa a posição angular do braço 𝜃, o segundo é o 

deslocamento flexível 𝑦𝐿 e os dois últimos, zooms do deslocamento flexível 𝑦𝐿 

no início e no final do movimento (i. e. quando o braço começa a se mover e no 

final, quando o braço está parado e vibrando). 
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Pode-se ver que, com o primeiro conjunto de parâmetros (azul) obtém-se um 

deslocamento flexível muito parecido ao real em quanto o braço esta se 

deslocando, porém o deslocamento flexível é muito diferente quando o braço 

para de se movimentar: este modelo atenua as oscilações rápido demais. Nota-

se também que o deslocamento angular do braço está bem modelado em 

qualquer momento do movimento. 

Com o segundo conjunto de parametros (verde), acontece o contrário; a 

modelagem não é boa enquanto o braço esta-se deslocando mas é boa 

quando o braço está parado vibrando. Porém, o deslocamento angular não é 

bem modelado em nenhum momento do movimento. 

2.6.2. Adição de amortecimento dinâmico  

Não foi possível achar um conjunto de parâmetros que modelem bem o 

sistema para todas as fases do movimento. Esse fenômeno pode ser explicado 

da seguinte maneira: o amortecimento do sistema é dinâmico: ele é diferente 

quando o braço se move e quando ele está parado. Considerando este 

fenômeno, escolheu-se representar os termos de amortecimento como função 

linear do módulo da velocidade angular: 

𝐵𝑒𝑞 = 𝐵𝑒𝑞0 + 𝑘𝐵𝑒𝑞|𝜃̇| 

𝑎 = 𝑎0 + 𝑘𝑎|𝜃̇| 

𝑏 = 𝑏0 + 𝑘𝑏|𝜃̇| 

(2.124) 

Os coeficientes de proporcionalidade (𝑘𝐵𝑒𝑞 , 𝑘𝑎, 𝑘𝑏) ∈ ℝ
3. Essa modelagem para 

os coeficientes de Rayleigh é confirmada por (WILSON, 1996) que afirma que o 

amortecimento estrutural é geralmente não linear e função da amplitude do 

deslocamento flexível (porque é evidente que quando a velocidade angular 𝜃̇ 

aumenta o deslocamento flexível também). Considerando as expressões da 

Equação (2.124), a Equação (2.122) do sistema pode ser reescrita: 
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[
𝐶𝑚
𝟎𝒏𝟏

]
⏟  
𝑭

𝑼𝒎 = [
𝐽𝑒𝑞 + 𝒒

𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒 𝑴𝒓𝒇
𝑻

𝑴𝒓𝒇 𝑴𝒇𝒇
]

⏟              
𝑴

[
𝜃̈
𝒒̈
] + [

0 𝟎𝟏𝒏
𝟎𝒏𝟏 𝑲𝒇𝒇

]
⏟      

𝑲

[
𝜃
𝒒
]

+ [
𝐵𝑒𝑞0 + 𝑘𝐵𝑒𝑞|𝜃̇| + 𝒒

𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒̇ 𝜃̇𝒒𝑻𝑴𝒇𝒇

−𝑴𝒇𝒇𝒒𝜽̇ (𝑎0 + 𝑘𝑎|𝜃̇|)𝑴𝒇𝒇 + (𝑏0 + 𝑘𝑏|𝜃̇|)𝑲𝒇𝒇
]

⏟                                            
𝑵

[
𝜃̇
𝒒̇ 
] 

(2.125) 

Nota-se na (2.125) que a matriz de amortecimento 𝑵 possui termos não 

lineares a mais. Esse termos podem ser juntados em uma matriz 

representando o amortecimento dinâmico: 𝑵|𝜃̇| (porque ela depende do valor 

absoluto de 𝜃). Assim, 𝑵 da Equação (2.121) é agora: 

𝑵 = [
𝐵𝑒𝑞 𝟎𝟏𝒏
𝟎𝒏𝟏 𝟎𝒏𝒏

]
⏟      

𝑵𝟎

+ [
𝒒𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒̇ 𝒒𝑻𝑴𝒇𝒇𝜃̇

−𝑴𝒇𝒇𝒒𝜃̇ 𝟎𝒏𝒏
]

⏟              
𝑵𝒒

+ [
0 𝟎𝟏𝒏
𝟎𝒏𝟏 𝑎𝑴𝒇𝒇 + 𝑏𝑲𝒇𝒇

]
⏟              

𝑵𝒓

+ [
𝑘𝐵𝑒𝑞0|𝜃̇| 𝟎𝟏𝒏

𝟎𝒏𝟏 𝑘𝑎|𝜃̇|𝑴𝒇𝒇 + 𝑘𝑏|𝜃̇|𝑲𝒇𝒇
]

⏟                      
𝑵|𝜽̇|

 
(2.126) 

Os parâmetros usados para a simulação são aqueles do segundo conjunto da 

Tabela 2-4. Os coeficientes de proporcionalidade para 𝑎, 𝑏 e 𝐵𝑒𝑞, conforme 

definidos na Equação (2.124), que fornecem um bom resultado são resumidos 

na tabela seguinte: 

Tabela 2-5 – Valores dos coeficientes estáticos e dinâmicos de amortecimento viscoso 
e estrutural. 

 Valor do parâmetro quando 

𝜃̇ = 0 

Coeficiente de 

proporcionalidade a |𝜃̇| 

𝐵𝑒𝑞 0,1520 -0,046 

𝑎 -9,657 6 

𝑏 0,0207 -0,00067 

A Figura 2.12 apresenta as respostas desse modelo não linear comparando-as 

com as resposta esperadas do experimento real. O resultado é muito melhor do 

que qualquer uma das duas respostas da Figura 2.11. Nesta simulação com 

amortecimento dinâmico, a resposta da posição angular é muito boa e é 

parecida àquela com o primeiro conjunto de parâmetros. Além disso, o 
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deslocamento da ponta da viga é bem representado, seja durante o movimento 

ou no final deste, quando a viga está parada e vibrando. 

 

Figura 2.12 – Resposta do sistema não linear com o amortecimento viscoso e 

estrutural função de |𝜃̇| 

Pode-se concluir que somente uma modelagem não linear do sistema permite 

modelar de maneira boa o experimento real durante todas as etapas do 

movimento. 
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Uma análise dos valores dos coeficientes não lineares dos termos 𝑴 e 𝑵 da 

Equação (2.126) permite saber quais destes termos são desprezáveis. Para 

isto, comparam-se os valores constantes e os valores variáveis dos termos não 

lineares do modelo para o movimento realizado na Figura 2.12.  

Começa-se com os termos não lineares da matriz de massa 𝑴 que 

correspondem à inércia de rotação. 

 

Figura 2.13 – Comparação dos termos lineares e não lineares relativos à inércia de 
rotação durante o movimento. 

Na Figura 2.13 é possível ver que o termo de inércia devido aos modos 

assumidos é totalmente desprezável em comparação com o valor da inércia 

constante: 𝒒𝑇𝑴𝒇𝒇𝒒 ≪ 𝐽𝑒𝑞. Isso pode ser explicado considerando que nas 

condições de Euler Bernoulli, o deslocamento flexível 𝑦 deve ser pequeno. Isto 

faz como que os modos 𝒒 tenham valores pequenos (veja Equação (2.51)), 

assim, 𝒒𝑇𝑴𝒇𝒇𝒒 de segundo grau em 𝒒 pode ser desprezado.   

Depois, analisam-se os termos não lineares na matriz de amortecimento 𝑵. 

Primeiro analisam-se os termos relativos ao amortecimento viscoso da rotação 

do braço, os termos 𝒒𝑇𝑴𝒇𝒇𝒒̇, 𝑘𝐵𝑒𝑞|𝜃̇| e 𝐵𝑒𝑞0. Os valores destes termos ao longo 

do movimento aparecem na Figura 2.14. 
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Figura 2.14 – Comparação dos termos lineares e não lineares relativos o 
amortecimento viscoso durante o movimento. 

Percebe-se na Figura 2.14 que o termo 𝒒𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒̇ (amortecimento viscoso devido 

aos modos assumidos) é muito inferior aos outros dois. À vista disso, ele pode 

ser desprezado.  

 

Figura 2.15 – Variação dos coeficientes de Rayleigh 𝑎 e 𝑏 durante o movimento. 

Por último, analisam-se outros termos não lineares na matriz de amortecimento 

𝑵 relativos ao amortecimento de Rayleigh. A Figura 2.15 representa a variação 
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observa que 𝑎 varia bastante, porém, olhando para o segundo gráfico percebe-

se que 𝑏 é quase constante com valor 0,0202. Isso significa que o termo 

𝑘𝑏|𝜃̇|𝑲𝒇𝒇 pode ser desprezado em frente à 𝑏𝑲𝒇𝒇 

Considerando essas duas simplificações, a Equação (2.125) pode ser 

simplificada: 

[
𝐶𝑚
𝟎𝒏𝟏

]
⏟  

𝑼𝒎 =

𝑭

[
𝐽𝑒𝑞 𝑴𝒓𝒇

𝑻

𝑴𝒓𝒇 𝑴𝒇𝒇
]

⏟        
𝑴

[
𝜃̈
𝒒̈
] + [

𝟎 𝟎𝟏𝒏
𝟎𝒏𝟏 𝑲𝒇𝒇

]
⏟      

𝑲

[
𝜃
𝒒
]

+ [
𝐵𝑒𝑞0 + 𝑘𝐵𝑒𝑞0|𝜃̇| 𝜃̇𝒒𝑻𝑴𝒇𝒇

−𝑴𝒇𝒇𝒒𝜃̇ (𝑎0 + 𝑘𝑎|𝜃̇|)𝑴𝒇𝒇 + 𝑏0𝑲𝒇𝒇
]

⏟                              
𝑵

[
𝜃̇
𝒒̇ 
] 

(2.127) 

Por fim, a Figura 2.16 mostra as respostas do modelo não linear completo e do 

modelo não linear simplificado. Pode-se notar que as diferenças são mínimas, 

mesmo observando as diferencias com uma precisão de 0.5 s (terceiro e quarto 

gráfico). Pode-se concluir então que as simplificações feitas na Equação 

(2.127) são válidas. Daqui pra frente, será utilizado este modelo para 

representar o sistema braço robótico rotativo rígido-flexível.   
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Figura 2.16 – Diferenças entre as respostas do modelo não linear completo e do 
modelo não linear simplificado. 
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3 CONTROLE SDRE 

O controle SDRE ou controle da Equação de Riccati Dependente do Estado (do 

inglês “State Dependent Riccati Equation”) é um método de controle ótimo que 

permite o design de controladores não lineares que consideram as não 

linearidades do sistema. Uma vantagem desse método, além de conservar as 

não linearidades do sistema, é que ele permite uma grande flexibilidade no 

projeto de controle mediante o ajuste das chamadas matrizes peso. 

Esse método foi proposto pela primeira vez por (PEARSON, 1962). Porém é só 

no fim dos anos 90 que esse problema começou a ser estudado mais 

detalhadamente (MRACEK et al., 1998; PARRISH et al., 1997). Hoje em dia 

esse método é ainda o assunto de muitos estudos; Çimen (2008, 2010, 2012) 

escreveu resumos muito bons do estado atual da pesquisa sobre esse assunto. 

A ideia deste método é fatorar as equações diferenciais do sistema de maneira 

a fazer aparecer produtos entre vetores de estado e matrizes dependentes dos 

estados. Essa fatoração, chamada de parametrização SDC (Coeficientes 

Dependentes do Estado, do inglês “State Dependent Coefficient”), permite 

colocar o sistema em uma forma pseudo-linear (estrutura linear e conteúdo não 

linear).  

Uma vez que o sistema é colocado em uma forma pseudo-linear, a 

minimização de uma função de custo quadrática permite obter um controle 

ótimo. Como o sistema não é linear, as matrizes dependem do estado e assim, 

variam com o tempo. Por isso, a minimização dessa função de custo quadrática 

é realizada em tempo real, o que permite obter a cada momento um novo 

controlador ótimo. 

Nesta seção é feito um resumo rápido dos conceitos teóricos do SDRE. 

Primeiro, estuda-se a função de custo quadrática que é minimizada pelo 

controlador SDRE (seção 3.1). Depois, desenvolve-se a equação algébrica de 

Riccati cuja solução permite obter o ganho de controle do SDRE (seção 3.2). 

Em seguida, realiza-se a fatoração SDC do modelo do braço robótico obtido na 
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seção 2.4 (seção 3.3). Por último, estudam-se as matrizes peso do SDRE 

(seção 3.4). 

3.1. Função de custo quadrática 

Uma das contribuições mais importantes do controle SDRE é o Regulador 

Linear Quadrático (LQR do inglês “Linear Quadratic Regulator”). O LQR 

(KWAKERNAAK et al., 1972) é um método que permite obter um controlador 

mediante a minimização uma função de custo quadrática da forma: 

𝐽𝐿𝑄𝑅 =
1

2
∫ (𝒙𝑇𝑸𝒙 + 𝒖𝑇𝑹𝒖)𝑑𝑡
∞

𝑡0

 (3.1) 

Onde 𝒙 = 𝒙(𝑡) ∈ ℝ𝑛𝑥 é o vetor dos estados (𝑛𝑥 é o número de estados do 

sistema), 𝒖 = 𝒖(𝑡) ∈ ℝ𝑛𝑢 é o vetor dos sinais de controle (𝑛𝑢 é o número sinais 

de controles do sistema), e 𝑸 e 𝑹 são as matrizes peso. 𝑸 ∈ ℝ𝑛𝑥×𝑛𝑥 é uma 

matriz semi-definida positiva e 𝑹 ∈ ℝ𝑛𝑢×𝑛𝑢 uma matriz e definida positiva. Isso é 

equivalente a: 

∀𝒙 ∈ ℝ𝑛𝑥∗         𝒙𝑇(𝑡)𝑸𝒙(𝑡) > 0  

∀𝒖 ∈ ℝ𝑛𝑢
∗
         𝒖𝑇(𝑡)𝑹𝒖(𝑡) ≥ 0  

(3.2) 

Em outras palavras, a forma quadrática definida por 𝑸 deve ser estritamente 

positiva e a forma quadrática definida por 𝑹 deve ser positiva. 

A ideia desta função é chegar a um compromisso entre  

 O desempenho do sistema: a matriz peso 𝑸 permite regular o “tamanho” 

dos estados 𝒙. 

 A energia necessária: a matriz peso 𝑹 permite regular o “tamanho” dos 

sinais de controle 𝒖. 

A abordagem do SDRE é uma extensão da abordagem LQR: a função de custo 

quadrática é a mesma, a única diferença é que as matrizes peso 𝑸 e 𝑹 podem 

depender do estado 𝒙. 



 

51 
  

𝐽SDRE =
1

2
∫ (𝒙𝑇𝑸(𝒙)𝒙 + 𝒖𝑇𝑹(𝒙)𝒖)𝑑𝑡
∞

𝑡0

 (3.3) 

O problema de otimização a ser resolvido é o seguinte: 

𝒙̇ = 𝑓(𝒙) + 𝑔(𝒙)𝒖 

𝒙(𝑡0) = 𝒙𝟎 
(3.4) 

onde 𝑓:ℝ𝑛𝑥 → ℝ𝑛𝑥 e 𝑔:ℝ𝑛𝑥 → ℝ𝑛𝑢. A primeira equação é a definição do 

comportamento do sistema na forma de um sistema de equações diferenciais. 

A segunda equação são as condições iniciais do sistema. Essas duas 

equações são as restrições da função de custo da Equação (3.3). Resultados 

relativos à existência da solução e estabilidade deste problema de otimização 

(Equações (3.3) e (3.4)) podem ser encontrados em (ÇIMEN, 2008). 

Pode ser aplicada uma fatoração/parametrização de maneira a transformar o 

sistema da Equação (3.4) em uma representação com Coeficientes 

Dependentes do Estado (SDC do inglês “State Dependent Coeficient”), 

𝒙̇ = 𝑨(𝒙)𝒙 + 𝑩(𝒙)𝒖 

𝒙(𝑡0) = 𝒙𝟎 
(3.5) 

onde 𝑨 ∈ ℝ𝑛𝑥 × ℝ𝑛𝑥 e 𝑩 ∈ ℝ𝑛𝑥 × ℝ𝑛𝑢. Detalhes sobre esta parametrização 

encontram-se na seção 3.3. 

3.2. Equação SDARE 

Resolver o problema de controle ótimo definido nas Equações (3.3) e (3.5) é 

equivalente a resolver uma Equação Algébrica de Riccati Dependente do 

Estado, SDARE do inglês “State Dependent Algebric Riccati Equation”. É desta 

equação que vem o nome de controle SDRE. Nesta seção são detalhadas as 

etapas a serem realizadas para obter a equação SDARE.  

Usando o principio mínimo de Pontryagin (1987), mostra-se que uma condição 

necessária à resolução deste problema de controle ótimo é que o sinal de 
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controle 𝒖 seja escolhido de tal maneira que a função Hamiltoniana 

𝐻:ℝ2𝑛𝑥+𝑛𝑢 → ℝ definida como 

𝐻(𝒙, 𝒖, 𝝀) =
𝟏

𝟐
(𝒙𝑇𝑸(𝒙)𝒙 + 𝒖𝑇𝑹(𝒙)𝒖) + 𝝀𝑇(𝑨(𝒙)𝒙 + 𝑩(𝒙)𝒖) (3.6) 

seja minimizada. O vetor 𝝀 ∈ ℝ𝑛𝑥 é chamado de vetor dos co-estados. As 

condições necessárias para o controle ótimo (ÇIMEN, 2012; MRACEK et al., 

1998) são 

𝑯𝒖 =
𝜕𝐻

𝜕𝒖
= 0 𝑯𝒙 =

𝜕𝐻

𝜕𝒙
= −𝝀̇ (3.7) 

Aplicando essas condições à Hamiltoniana da Equação (3.6) e lembrando que, 

para duas matrizes 𝑴 e 𝑵 de dimensões compatíveis, (𝑴𝑵)𝑇 = 𝑵𝑇𝑴𝑇 e 

(𝑴 + 𝑵)𝑇 = 𝑴𝑇 +𝑵𝑇, chega-se a 

0 = 𝑹(𝒙)𝒖 + 𝑩𝑇(𝒙)𝝀 (3.8) 

𝝀̇ = −𝑸𝒙 −
𝟏

𝟐
𝒙𝑇
𝜕𝑸

𝜕𝒙
𝒙 −

𝟏

𝟐
𝒖𝑇
𝜕𝑹

𝜕𝒙
𝒖 − (𝒙𝑇 [

𝜕𝑨

𝜕𝒙
]
𝑇

+ 𝑨𝑻)𝝀 − [
𝜕𝑩𝒖

𝜕𝒙
]
𝑇

𝝀 (3.9) 

Nota-se que, para simplificar as expressões, as matrizes dependentes do 

estado como 𝑨,𝑩,𝑸 e 𝑹 estão escritas sem fazer referência ao estado, i.e., 

𝑨(𝒙) ≡ 𝑨. 

Assumindo o co-estado 𝝀 da forma 𝝀 = 𝑷(𝒙)𝒙 onde 𝑷 ∈ ℝ𝑛𝑥×𝑛𝑥 e aplicando 

essa forma na primeira condição para o controle ótimo da Equação (3.8), 

obtém-se a lei de controle 𝒖: 

𝒖(𝒙) = −𝑹−1𝑩𝑇𝑷𝒙 (3.10) 

Agora, falta achar a expressão de 𝑷 para poder determinar completamente a lei 

de controle ótimo, para isso se usa a segunda condição para o controle ótimo 

(Equação (3.9)(3.8)). Portanto, necessita-se conhecer a expressão do 

diferencial do co-estado 𝝀̇: 
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𝝀̇ = 𝑷̇𝒙 + 𝑷𝒙̇ (3.11) 

Para obter a expressão de 𝒙̇ substitui-se a lei de controle da Equação (3.10) no 

sistema parametrizado da Equação (3.5) e chega-se a 

𝒙̇ = 𝑨𝒙 − 𝑩𝑹−1𝑩𝑇𝑷𝒙 (3.12) 

Substituindo a Equação (3.12) na Equação (3.11) obtém-se 

𝝀̇ = 𝑷̇𝒙 + 𝑷𝑨𝒙 − 𝑷𝑩𝑹−1𝑩𝑇𝑷𝒙 (3.13) 

Por fim, inserindo esse resultado na segunda condição para o controle ótimo 

(Equação (3.9)) e reorganizando os termos, resulta 

𝟎𝑛𝑥 = 𝑷̇𝒙 +
𝟏

𝟐
𝒙𝑻
𝜕𝑸

𝜕𝒙
𝒙 +

𝟏

𝟐
𝒖𝑻
𝜕𝑹

𝜕𝒙
𝒖 + 𝒙𝑻 [

𝜕𝑨

𝜕𝒙
]
𝑇

𝑷𝒙 + [
𝜕𝑩𝒖

𝜕𝒙
]
𝑇

𝑷𝒙

+ (𝑷𝑨 + 𝑨𝑇𝑷 −𝑷𝑩𝑹−1𝑩𝑇𝑷 + 𝑸)𝒙 
(3.14) 

Para que a igualdade da Equação (3.14) seja verdadeira para qualquer estado 

𝒙 do sistema, as duas equações seguintes devem ser respeitadas: 

𝟎𝑛𝑥𝑛𝑥 = 𝑷𝑨 + 𝑨
𝑇𝑷 − 𝑷𝑩𝑹−1𝑩𝑇𝑷+ 𝑸 (3.15) 

𝟎𝑛𝑥 = 𝑷̇𝒙 +
𝟏

𝟐
𝒙𝑻
𝜕𝑸

𝜕𝒙
𝒙 +

𝟏

𝟐
𝒖𝑻
𝜕𝑹

𝜕𝒙
𝒖 + 𝒙𝑻 [

𝜕𝑨

𝜕𝒙
]
𝑇

𝑷𝒙 + [
𝜕𝑩𝒖

𝜕𝒙
]
𝑇

𝑷𝒙 (3.16) 

A Equação (3.15) é uma Equação Algébrica de Riccati Dependente do Estado 

(SDARE). Como 𝑨, 𝑩,𝑸 e 𝑹 são matrizes conhecidas, a resolução dessa 

equação permite obter a matriz 𝑷(𝒙). Uma vez 𝑷 conhecido é possível calcular 

o ganho de controle 𝑲 conforme a Equação (3.10), obtendo 

𝒖(𝒙) = −𝑲(𝒙)𝒙 

𝑲(𝒙) = 𝑹−𝟏(𝒙)𝑩𝑻(𝒙)𝑷(𝒙) 
(3.17) 

Geralmente, não existe solução analítica para a Equação (3.15) de Riccati; a 

solução deve ser calculada numericamente.  
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Nota-se que na SDARE, Equação (3.15), os coeficientes dependem do estado, 

assim a solução 𝑷 deve ser calculada em tempo real. A Figura 3.1 resume os 

passos necessários para obter a lei de controle 𝒖 do sistema. 

 

Figura 3.1 – Algoritmo SDRE. 

A Figura 3.1 representa o algoritmo SDRE com um diagrama de blocos: os 

sensores do sistema fornecem o estado 𝒙(𝑡) do sistema no instante 𝑡; isso 

permite calcular as diferentes matrizes SDC. Com as matrizes SDC 

determinadas para o instante 𝑡 atual, forma-se e resolve-se a SDRE, o que 

permite obter o sinal de controle 𝒖. Por fim, esse sinal de controle é aplicado 

nos atuadores do sistema, isso faz como que o sistema troque de estado: 

𝒙(𝑡 + Δ𝑆𝐷𝑅𝐸), esse novo estado é capturado pelos sensores de novo e outro 

ciclo de cálculo começa. A frequência de realização desse processo 1/Δ𝑆𝐷𝑅𝐸 é 

limitada pela frequência de aquisição dos sensores: 𝑓𝑠𝑒𝑛 e pelo tempo de 

reação dos atuadores: 𝑇𝑎𝑡𝑢: 

𝛥𝑆𝐷𝑅𝐸 ≥ 𝑚𝑎𝑥 (𝑇𝑎𝑡𝑢,
1

𝑓𝑠𝑒𝑛
 ) (3.18) 

Cabe lembrar que calcular o ganho 𝑲 do controle SDRE resolvendo a Equação 

(3.15) de Riccati não garante que o controle obtido seja ótimo. Para isso 

precisa verificar também a Equação (3.16) (e assim verificar totalmente a 

segunda condição de otimização Equação (3.14)). A priori, nada assegura que 
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a Equação (3.16) seja nula também. Porém, assumindo que o sistema e 

assintoticamente estável, i.e., lim𝑡→∞ 𝒙 = 𝟎 e lim𝑡→∞ 𝒖 = 𝟎, a Equação (3.16) é 

verificada de maneira assintótica a um ritmo quadrático (MRACEK et al., 1998).  

Em conclusão, como a segunda condição de otimização, Equação (3.14), é 

verificada unicamente de maneira assintótica, o controle obtido não é ótimo e 

sim, sub-ótimo. Isso significa que o desempenho obtido com controle SDRE é 

perto do desempenho ótimo.  

3.3. Parametrização SDC 

Na seção 2.4, as equações do movimento do braço robótico foram colocadas 

no formato matricial. É importante notar que essa parametrização não é a 

única; de fato, existe um número infinito de parametrizações quando a 

dinâmica do sistema é não linear  (ÇIMEN, 2010). 

Nesta seção, primeiro, generalizando um exemplo ilustrativo, mostra-se 

matematicamente como representar as diferentes parametrizações dos 

Coeficientes Dependentes dos Estados (SDC do inglês “State Dependent 

Coeficient”) adicionando variáveis de parametrização.  Depois, o modelo do 

braço obtido na seção 2.4 (Equação (2.98)) é generalizado adicionando as 

variáveis de parametrização. Por último, estuda-se como varia a 

controlabilidade do sistema em função das diferentes parametrizações.  

3.3.1. Parametrização da equação 

Para ilustrar as diferentes parametrizações SDC possíveis quando as 

equações do sistema não são lineares, usa-se um exemplo simples: seja uma 

função 𝑓:ℝ2 → ℝ definida como  

𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 3𝑥1𝑥2 (3.19) 

Existem várias maneiras de fatorizar essa expressão, por exemplo: 
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𝑓(𝑥1, 𝑥2) = [3𝑥2 0]⏟      
𝑨𝟏

[
𝑥1
𝑥2
] = [0 3𝑥1]⏟      

𝑨𝟐

[
𝑥1
𝑥2
] = [2𝑥2 𝑥1]⏟      

𝑨𝟑

[
𝑥1
𝑥2
] (3.20) 

Generalizando esse exemplo para o caso multivariável (mais de um estado), 

existem sempre no mínimo duas parametrizações (𝑨𝟏, 𝑨𝟐) ∈ (ℝ
𝑛𝑥 × ℝ𝑛𝑥)2 que 

satisfazem ∀𝛼 ∈ ℝ[0,1]  

𝑨(𝒙) = 𝛼𝑨𝟏(𝒙) + (1 − 𝛼)𝑨𝟐(𝒙) (3.21) 

Assim 𝑨(𝒙, 𝛼) representa a família das infinitas parametrizações SDC 

possíveis. Essa não unicidade da SDC oferece um grau de liberdade adicional 

para o projeto do controlador. A escolha de 𝛼 é feita de acordo com o sistema a 

controlar, lembrando que o sistema deve ficar controlável, ou seja, a matriz de 

controlabilidade 𝑪𝒐 ∈ ℝ
𝑛𝑥 ×ℝ𝑛𝑥 

𝑪𝒐 = [𝑩 𝑨𝑩 … 𝑨𝑛𝑥−1𝑩] (3.22) 

deve ser de posto completo a qualquer instante. 

3.3.2. Parametrização SDC do modelo do braço robótico 

Na seção 2.4, as equações de Lagrange (Equação (2.97)) foram colocadas no 

formato matricial (Equação (2.98)). Essa representação não é única, alguns 

termos podem ser parametrizados da seguinte maneira: 

𝒒𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒𝜽̈ = 𝛼1[𝒒
𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒 0] [

𝜃̈
𝒒
] + (1 − 𝛼1)[0 𝒒𝑻𝑴𝒇𝒇𝜃̈] [

𝜃̈
𝒒
] 

2𝜃̇𝒒𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒̇ = 𝛼2[2𝒒
𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒̇ 0] [

𝜃̇
𝒒̇
] + (1 − 𝛼2)[0 2𝜃̇𝒒𝑻𝑴𝒇𝒇] [

𝜃̇
𝒒̇
] 

−𝜃̇2𝑴𝒇𝒇𝒒 = 𝛼3[−𝜃̇𝑴𝒇𝒇𝒒 0] [
𝜃̇
𝒒
] + (1 − 𝛼3)[0 −𝜃̇2𝑴𝒇𝒇] [

𝜃̇
𝒒
] 

(3.23) 

onde 𝜶 = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) ∈ ℝ
3. Definido os parâmetros  

𝑀11 = 𝒒
𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒 

𝑁11 = 2𝒒
𝑻𝑴𝒇𝒇𝒒̇ 𝑵𝟐𝟏 = −𝜃̇𝑴𝒇𝒇𝒒 

(3.24) 

𝑲𝟏𝟐 = 𝒒
𝑻𝑴𝒇𝒇𝜃̈ 𝑵𝟏𝟐 = 2𝜃̇𝒒

𝑻𝑴𝒇𝒇 𝑲𝟐𝟐 = −𝜃̇
2𝑴𝒇𝒇 
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as Equações de Lagrange (2.97) podem ser colocadas no formato matricial 

como segue: 

[
𝐽𝑒𝑞 + 𝛼1𝑀11 𝑴𝒓𝒇

𝑻

𝑴𝒓𝒇 𝑴𝒇𝒇
] [
𝜃̈
𝒒̈
] + [

𝐵𝑒𝑞 + 𝛼2𝑁11 (1 − 𝛼2)𝑵𝟏𝟐
−𝛼3𝑵𝟐𝟏 𝟎𝒏

] [
𝜃̇
𝒒̇ 
]

+ [
0 (1 − 𝛼1)𝑲𝟏𝟐
𝟎𝒏𝟏 𝑲𝒇𝒇 + (1 − 𝛼3)𝑲𝟐𝟐

] [
𝜃
𝒒
] = [

𝐶𝑚
𝟎𝒏𝟏

] 𝑈𝑚 

(3.25) 

Esse formato é mais genérico do que aquele obtido na Equação (2.98) que é 

um caso específico considerando 𝜶 = [0 0,5 1]. 

O sistema estudado tem um único sinal de controle, a tensão de alimentação 

do moto-redutor DC, assim 𝒖 = 𝑢 = 𝑈𝑚. O sistema matricial parametrizado 

descrito acima pode ser escrito de maneira compacta como: 

𝑴[
𝜃̈
𝒒̈
] + 𝑵[

𝜃̇
𝒒̇ 
] + 𝑲 [

𝜃
𝒒
] = 𝑭𝑢 (3.26) 

O objetivo é colocar esse sistema no formato da Equação (3.5). Para isso 

realizam-se os seguintes passos.  

Primeiro, multiplicando pelo inverso de 𝑴 chega-se a   

[
𝜃̈
𝒒̈
] = −𝑴−1𝑵[

𝜃̇
𝒒̇ 
] −𝑴−1𝑲[

𝜃
𝒒
] +𝑴−1𝑭𝑢 (3.27) 

Depois, define-se o vetor dos estados 𝒙 como 

𝒙 = [𝜃 𝒒 𝜃̇ 𝒒̇]𝑇 (3.28) 

Portanto, a Equação (3.27) pode ser reescrita na forma SDC da Equação (3.5) 

𝒙̇ =

[
 
 
 
𝜃̇
𝒒̇

𝜃̈
𝒒̈]
 
 
 

= [
𝟎𝑛+1 𝑰𝑛+1
−𝑴−1𝑲 −𝑴−1𝑵

]
⏟            

𝑨

[

𝜃
𝒒

𝜃̇
𝒒̇

] + [
𝟎𝑛+1×1
𝑴−𝟏𝑭

]
⏟      

𝑩

𝑢 (3.29) 
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Verifica-se nas Equações (3.29) e (2.122) que a matriz 𝑨 é função dos estados 

𝒙 e dos coeficientes de parametrização 𝜶: 𝑨(𝒙,𝜶). 

3.3.3. Controlabilidade das diferentes parametrizações SDC 

Uma regra clássica para a seleção dos coeficientes de parametrização 𝜶  é 

escolher esses parâmetros de maneira a aumentar a controlabilidade do 

sistema (ÇIMEN, 2010). A controlabilidade do sistema pode ser medida 

analisando o valor do det(𝑪𝒐) onde 𝑪𝒐 é a matriz de controlabilidade definida 

na Equação (3.22): quanto mais alto seja o valor, melhor é a controlabilidade.  

O valor det(𝑪𝒐) representativo da controlabilidade do sistema pode ser 

calculado em tempo real usando os seguintes passos: 

1. Primeiro usa-se a Equação (3.24) para obter 𝑀11, 𝑲𝟏𝟐, 𝑁11, 𝑵𝟏𝟐, 𝑵𝟐𝟏 e 

𝑲𝟐𝟐 em função dos estados 𝜃̇, 𝜃̈, 𝒒 e 𝒒̇ 

2. Depois, com a Equação (3.25) é possível obter 𝑴,𝑵 e 𝑲 em função de 

𝑀11, 𝑲𝟏𝟐, 𝑁11, 𝑵𝟏𝟐, 𝑵𝟐𝟏 e 𝑲𝟐𝟐 

3. Em seguida, a Equação (3.29) fornece 𝑨 e 𝑩 em função de 𝑴,𝑵 e 𝑲 

4. Por fim, a Equação (3.22) é utilizada para obter 𝑪𝒐 em função de 𝑨 e 𝑩 

A Figura 3.2 é obtida fazendo variar os parâmetros 𝛼1 e 𝛼3 e deixando 𝛼2 

constante. Nota-se que, quanto menor é o valor de 𝛼1, mais alto é o valor de 

det(𝑪𝒐) e, portanto, a controlabilidade do sistema. Por outro lado, quanto maior 

é o valor de 𝛼3 mais alto é o valor de det(𝑪𝒐), e portanto, a controlabilidade do 

sistema. Assim, a melhor controlabilidade se consegue aplicando 𝛼1 = 0 e 

𝛼3 = 1: valor constante durante todo o movimento (curva vermelha). Nota-se 

que, nesta figura 𝛼2 fica constante porque foi percebido que esse parâmetro 

não tinha influência sobre a controlabilidade do sistema.  
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Figura 3.2 – Representação da controlabilidade do sistema em função do tempo para 

diferentes valores de 𝛼1 e 𝛼3 e com 𝛼2 = 0.5. 

É possível ver que, quando 𝛼1 é grande, se produzem uns picos de “pior 

controlabilidade” nos instantes 𝑡 ≅(1, 4, 10) s. Também, quando 𝛼3 é pequeno, 

se produzem uns aumentos de “não controlabilidade” centralizados nos 

instantes 𝑡 ≅(2, 5, 8) s. A Figura 3.3 faz o paralelo entre a controlabilidade e o 

comportamento do sistema da Equação (2.127). Percebe-se que os picos de 

“pior controlabilidade” de 𝛼1 correspondem aos instantes de picos do 

deslocamento flexível 𝑦𝐿. Da mesma forma, nota-se que o aumento de “não 
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controlabilidade” devido a 𝛼3 corresponde aos momentos onde o deslocamento 

angular do braço 𝜃 se aproxima dos 90°. 

 

 

Figura 3.3 – Paralelo entre os instantes de perda de controlabilidade e o 
comportamento do sistema. 

3.4. Matrizes peso do SDRE 𝑸 e 𝑹 

A regulagem do controlador SDRE é feita escolhendo as duas matrizes peso 𝑸 

e 𝑹 definidas na função de custo quadrática a ser minimizada: Nesta seção, 

estuda-se primeiro como escolher os valores das matrizes peso. Depois, 

mostra-se um método de normalização das matrizes peso que permite obter os 

valores iniciais delas em função dos parâmetros do projeto de controle. Por fim, 

evoca-se a possibilidade de usar matrizes peso dependendo do estado 𝒙 do 

sistema para melhorar o desempenho.  
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3.4.1. Influência das matrizes peso 

Na função de custo do SDRE da Equação (3.3) aparecem dois termos: 

∫ 𝒙𝑇𝑸(𝒙)𝒙𝑑𝑡
∞

𝑡0

 e ∫ 𝒖𝑇𝑹(𝒙)𝒖𝑑𝑡
∞

𝑡0

 (3.30) 

O primeiro termo corresponde à energia dos estados do sistema 𝒙 que devem 

ser controlados, é o termo responsável do bom desempenho do sistema. O 

segundo termo corresponde à energia dos sinais de controle 𝒖.  O SDRE 

pretende minimizar essas duas energias ao mesmo tempo. Assim a escolha 

dos valores das matrizes peso 𝑸 e 𝑹 deve chegar a um compromisso entre o 

desempenho do sistema e a energia de controle necessária levando em conta 

que: 

 Quando 𝑹 é grande (ou 𝑸 pequeno), a forma mais eficiente de diminuir 

a função de custo (Equação (3.3)) é de usar sinais de controle 

𝒖 pequenos com estados 𝒙 grandes.  

 Quando 𝑸 é grande (ou 𝑅 pequeno), a forma mais eficiente de diminuir 

a função de custo (Equação (3.3)) é ter os estados 𝒙 pequenos com 

sinais de controle 𝒖 grandes. 

Resumindo, 𝑸 é a matriz de pesos utilizada para penalizar qualquer estado que 

toma valores altos e 𝑹 é a matriz peso utilizada para penalizar os sinais de 

controle “grandes”. Considerando este comportamento, podem ser deduzidas 

algumas diretrizes úteis. (KATSEV, 2006): 

1. Aumentar 𝑸 resulta em uma resposta do sistema mais rápida (melhor 

desempenho), más, o custo de controle é maior. 

2. Aumentar 𝑹 resulta em um consumo pequeno de energia para realizar o 

controle, mas o desempenho do sistema é prejudicado (tempo de 

estabilização alto, por exemplo). 
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3. Escolher 𝑸 e 𝑹 com formato de matrizes diagonais garante que a 

“penalidade” sobre cada variável (estado 𝒙 ou controle 𝒖) seja 

independente das outras. 

4. Se tiver limitações de projeto ou limitações físicas para um estado 𝒙 ou 

controle 𝒖, o peso para este parâmetro deve ser maior do que os outros. 

Como consequência direta destas diretrizes, Bryson (1975) desenvolveu uma 

regra para obter os valores das matrizes peso: selecionar 𝑸 e 𝑹 matrizes 

diagonais com os termos diagonais definidos como 

𝑄𝑖𝑖 =
1

Maior valor aceitavel para 𝑥𝑖
2 

 𝑅𝑗𝑗 =
1

Maior valor aceitavel para 𝑢𝑗
2 

 (3.31) 

onde 𝑖 ∈ ℕ[1,𝑛𝑥] e 𝑗 ∈ ℕ[1,𝑛𝑢]. Essa regra opera como uma normalização das 

variáveis da função de custo Equação (3.3). É muito útil quando os valores 

numéricos das diferentes variáveis (estados 𝒙 e controles 𝒖) são de ordem de 

grandeza diferente (HESPANHA, 2005). 

3.4.2. Normalização das matrizes peso 

Como as ordens de grandeza das variáveis (estados 𝒙 e controles 𝒖) da função 

de custo Equação (3.3) podem ser muito diferentes, precisa-se aplicar uma 

técnica de normalização para que seja possível comparar a influência de cada 

termo das matrizes peso sobre o desempenho do sistema. Por isso aplica-se a 

regra de Bryson vista na Equação (3.31) usando-se a notação 𝑥̅𝑖 =

Maior valor aceitavel para (𝑥𝑖): 

𝑸 = 𝑸̅𝑸𝒙 =

[
 
 
 
 
 
1

(𝑥1̅̅ ̅)
2

⋱
1

(𝑥𝑛𝑥̅̅ ̅̅̅)
2
]
 
 
 
 
 

[

𝑄𝑥1
⋱

𝑄𝑥𝑛𝑥

] (3.32) 
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𝑹 = 𝑹̅𝑹𝒖 =

[
 
 
 
 
 
1

(𝑢1̅̅ ̅)
2

⋱
1

(𝑢𝑛𝑢̅̅ ̅̅ ̅)
2
]
 
 
 
 
 

[

𝑅𝑢1
⋱

𝑅𝑢𝑛𝑢

] (3.33) 

Desta maneira, as matrizes peso são definidas como um produto de duas 

matrizes diagonais; primeiro, 𝑸̅ e 𝑹̅, matrizes diagonais de normalização 

contendo os valores máximos aceitáveis e segundo, 𝑸𝒙 e 𝑹𝒖, matrizes 

diagonais contendo os termos diagonais 𝑄𝑥𝑖 e 𝑅𝑢𝑖 a serem ajustados pelo 

projetista em função do desempenho desejado. 

Por fim, para ilustrar o conceito de “maior valor aceitável” mostram-se alguns 

tipos de limitações usando exemplos concretos:  

 Requisito de desempenho do sistema, por exemplo: a temperatura 𝑇 do 

quarto não deve ultrapassar 25 °C, i.e., 𝑇̅ = 25. 

 Limitação física de um atuador do sistema, por exemplo: a tensão de 

alimentação do motor 𝑈𝑚 maximal é 15 V, i.e., 𝑈𝑚̅̅ ̅̅ = 15. 

 Requisito de segurança do sistema, por exemplo: a velocidade máxima 

de movimento em translação do braço robótico na direção 𝑧 é de 17 

m/s, i.e., 𝑉𝑧̅ = 17. 

 Limitação física de um estado do sistema, por exemplo: o limite de 

deformação elástica da viga não deve ser atingido, isso implica uma 

deformação 𝑦𝐿 da extremidade da viga máxima aceitável de 20 cm, i.e., 

𝑦𝐿̅̅ ̅ = 20. 

3.4.3. Pesos dependentes do estado 

Uma vantagem do controlador SDRE é poder usar matrizes peso 𝑸 e 𝑹 

dependentes do estado 𝒙 do sistema conforme definido na função de custo do 

SDRE (Equação (3.3)). Esta flexibilidade adicional aumenta a capacidade do 

clássico LQR de chegar a um compromisso entre a entrada e os estados. Por 
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exemplo, as matrizes peso podem ser escolhidas de tal maneira que quando 𝒙 

aumenta, 𝑸 aumenta e 𝑹 diminuia; economizando assim energia de controle 

perto da origem e garantindo que o sistema atinja o equilíbrio longe da origem 

(ÇIMEN, 2010). 
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4 SIMULAÇÃO E RESULTADOS 

Os resultados desta seção são obtidos usando o modelo da Equação (2.127) e 

realizando a simulação com Simulink (ver modelagem no APÊNDICE B).  Para 

a simulação são considerados apenas dois modos de vibração, i.e., 𝒏 = 2. 

Desta maneira e conforme a Equação (3.28), o sistema tem seis estados, a 

saber, 𝒙 = [𝜃 𝑞1 𝑞2 𝜃̇ 𝑞1̇ 𝑞2̇]
𝑇. Consequentemente, a matriz peso 𝑸 é de 

dimensão 6 × 6. Também, como o sistema tem somente um controle (a tensão 

de alimentação do motor 𝑼𝒎), o vetor dos sinais de controle é escalar: i.e. 

𝒖 = 𝑢 = 𝑈𝑚. Por isso, a matriz peso 𝑹 é escalar, i.e., 𝑹 = 𝑅. 

Nesta seção, primeiro são apresentados os objetivos de controle (seção 4.1.1) 

e as matrizes peso são normalizadas usando a regra de Bryson (seção 4.1). 

Depois, estuda-se a influência dos diferentes termos das matrizes peso no 

desempenho do sistema: primeiro estudando as respostas no domínio do 

tempo (seção 4.3) e depois analisando o mapa de desempenho do sistema 

(seção 4.4). Em seguida, desenvolve-se uma lei matemática que permite obter 

os valores das matrizes peso que fornecem um desempenho ótimo (seção  

4.5). Depois, usam-se matrizes peso dependente dos estados do sistema 𝒙 

para melhorar o desempenho (seção 4.6). Por fim e para concluir, compara-se 

o desempenho do SDRE com aquele do LQR para mostrar as vantagens do 

controlador SDRE (seção 4.7). 

4.1. Otimização multiobjetivo com abordagem de Pareto 

Para desenhar o controlador SDRE, precisam-se escolher os valores das 

matrizes peso 𝑹 e 𝑸. O fato de que todos os pesos não influam de maneira 

independente sobre os diferentes objetivos de controle do sistema dificulta a 

escolha dos mesmos.  

O objetivo é determinar quais são os valores das matrizes peso 𝑹 e 𝑸 que 

forneçam um desempenho ótimo ao sistema de acordo com alguns objetivos 

de desempenho definidos. Toda dificuldade deste problema vem do fato de que 

o desempenho de um sistema não se limita a um único objetivo, mas sim, a um 
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conjunto de vários objetivos de desempenho. Esses objetivos de desempenho 

são muitas vezes conflitantes e precisa-se chegar a um compromisso entre 

eles. 

4.1.1. Objetivos de desempenho 

Para medir o desempenho do sistema é necessário representar os objetivos de 

desempenho de maneira numérica (SAWARAGI et al., 1985). Os objetivos de 

desempenho escolhidos neste estudo são: 

 Minimizar o tempo de estabilização do sistema para estabilizar o ângulo 

do braço θ em uma faixa ±5% do valor angular desejado θc. 

 Minimizar a amplitude máxima em valor absoluto do deslocamento 

flexível yL. 

 Minimizar a energia necessária para realizar a manobra. 

Matematicamente isto é: 

𝑇𝑟5% = 𝑚𝑖𝑛
𝑡∈[0,𝑡∞]

( 𝑇   |  𝜃(𝑇 + 𝑡) ∈ [0.95𝜃𝑐 1.05𝜃𝑐])  (4.1) 

𝑦𝐿𝑚𝑎𝑥 = 𝑚𝑎𝑥
𝑡∈[0,𝑡∞]

|𝑦𝐿(𝑡)| (4.2) 

𝐸𝑢 = ∫ 𝑈𝑚
2 (𝑡)𝑑𝑡

𝑡∞

0
 (4.3) 

De maneira intuitiva, já se sabe que o objetivo 𝑇𝑟5% é conflitante com os dois 

outros 𝑦𝐿𝑚𝑎𝑥 e 𝐸𝑢: estabilizar o sistema mais rapidamente resulta em um 

deslocamento flexível no inicio do movimento e uma energia necessária maior. 

A Figura 4.1 representa graficamente esse 3 objetivos. No primeiro gráfico, a 

posição angular do braço 𝜃 e o tempo de estabilização 𝑇𝑟5%. No segundo 

gráfico, o deslocamento flexível 𝑦𝐿 e o valor absoluto máximo 𝑦𝐿𝑚𝑎𝑥. No 

terceiro gráfico, a energia de alimentação do sistema 𝐸 e a energia necessária 

para realizar a manobra 𝐸𝑢. 
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Figura 4.1 – Representação dos objetivos de desempenho: tempo de estabilização de 

𝜃 na faixa de ±5%, amplitude máxima do deslocamento flexível e energia 
necessária para realizar a manobra. 

4.1.2. Abordagem clássica da otimização multiobjetivo 

Seja 𝑛𝑜 o número de objetivos de controle a otimizar. Assim para cada objetivo 

𝑖 ∈ ℕ [1,𝑛𝑜] define-se uma função 𝑓𝑖: 𝑺 → ℝ onde 𝑺 é o conjunto das alternativas 

possíveis. O conjunto 𝑺 é também chamado de espaço de design ou espaço 

das soluções.  

Tipicamente, para resolver esse problema de otimização multiobjetivo, os 

diferentes objetivos de otimização 𝑓𝑖 são agregados em uma única função que, 

sendo minimizada, conduz a uma solução única (AGRAWAL et al., 2004): 

Minimizar      𝐹(𝒙) = (𝑓1(𝒙),… , 𝑓𝑛𝑜(𝒙))    ∀𝒙 ∈ 𝑺  (4.4) 

Aqui, neste estudo, 𝑺 é o conjunto das matrizes peso que fornecem um 

controlador estabilizando o sistema: 𝑺 = { (𝑹,𝑸) / sistema estável } e tem 3 

funções 𝑓𝑖 conforme definidas na seção anterior 4.1.1. Assim, neste caso 

específico, a Equação (4.5) é 

Minimizar      𝐹(𝑹, 𝑸) = (𝑇𝑟5%(𝑹, 𝑸), 𝑦𝐿𝑚𝑎𝑥(𝑹, 𝑸) , 𝐸𝑢(𝑹, 𝑸))   (4.5) 
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O problema deste método é que a solução obtida depende fortemente da 

maneira em que é construída a função 𝐹. Uma abordagem mais prática para 

tratar com problemas multiobjetivos é, em vez de achar uma única solução 

dependente fortemente da agregação dos objetivos de otimização 𝑓𝑖 realizada 

(Equação (4.4)), achar um conjunto de soluções ótimas; este conjunto é 

conhecido como a fronteira de Pareto. 

4.1.3. Fronteira de Pareto 

O conjunto das soluções ótimas para um problema de otimização multiobjetivo 

é chamado de fronteira de Pareto ou conjunto de Pareto. Esse conceito foi 

introduzido nos anos 70 por Vilfredo Pareto que estudava o bem estar de uma 

sociedade (PARETO, 1971). A fronteira de Pareto representa uma 

configuração da sociedade tal que a melhoria do bem-estar de um ou mais 

indivíduos implica necessariamente a diminuição do bem-estar de pelo menos 

outro indivíduo. De maneira mais geral, uma solução é dita Pareto-ótima se ela 

não é dominada por nenhuma outra solução possível (i.e. não existe outra 

solução melhorando pelo menos um objetivo sem prejudicar a um ou mais 

outros objetivos).  

Aplicada no contexto da teoria de controle multiobjetivo, a fronteira de Pareto 

representa o conjunto dos controladores que fornecem um desempenho ótimo: 

não existe outro controlador que possa melhorar um objetivo de desempenho 

do sistema sem prejudicar pelo menos outro objetivo de desempenho. 

A Figura 4.2 apresenta do lado esquerdo, o espaço de design 𝑺 do controlador 

SDRE: as matrizes 𝑸 e 𝑹 que produzem um controlador estabilizando o 

sistema. O espaço de design 𝑺 esta relacionado com um espaço de 

desempenho que define os desempenhos atingíveis pelo sistema, sendo os 

desempenhos ótimos aqueles situados na fronteira de Pareto. Para passar do 

espaço de design até o espaço de desempenho, precisa-se calcular para cada 

ponto (𝑸, 𝑹) de 𝑺 os valores dos objetivos de controle 𝑓i. 
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Figura 4.2 – Representação esquemática do espaço de design, conjunto das matrizes 
𝑸 e 𝑹 estabilizando o sistema e do espaço de desempenho, 
representando os desempenhos atingíveis e os desempenhos ótimos do 
sistema na fronteira de Pareto. 

Fonte: adaptada de  Agrawal et al. (2004). 

A vantagem dessa abordagem é que permite obter um conjunto de 

controladores ótimos e depois escolher de maneira visual e gráfica qual é o 

controlador que corresponde melhor ao desempenho desejado. Quando tem 

somente dois objetivos de desempenho, i.e 𝑛0 = 2, o espaço de desempenho 

se reduz a duas dimensões (conforme representado na Figura 4.2), nesse caso 

chama-se de “mapa de desempenho”. 

A identificação gráfica da fronteira de Pareto é limitada a três objetivos, pois 

não é possível representar graficamente mais de três dimensões. Porém, 

existem trabalhos estendendo este conceito para otimização n-objetivos 

(AGRAWAL et al., 2004). 

4.2. Normalização das matrizes peso 

Para realizar a normalização das matrizes peso, aplica-se a regra de Bryson 

conforme visto na seção 3.4.2. Para isso, precisam-se definir quais são os 

requisitos de controle e as limitações do sistema.  

Requisitos de desempenho 
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 O overshoot no posicionamento angular da viga não deve ultrapassar 

5% do valor desejado 𝜃𝑐, assim, 𝜃̅ = 5. 10−2𝜃𝑐. 

 Estabelece-se como deslocamento flexível máximo na ponta da viga o 

valor de 5 cm, assim, 𝑦𝐿̅̅ ̅ = 5. 10
−2. Esse deslocamento pode ser 

expresso em função dos modos assumidos (Equação (2.51)): 𝑦𝐿 =

𝚽𝑇(𝐿)𝒒, assim, escolhe-se 𝑞̅𝑖 = 𝑦𝐿̅̅ ̅/Φ𝑖(𝐿) sendo 𝑖 ∈ {1, 2}. 

Limitações 

 A tensão de alimentação do motor é limitada a ±15 V, assim, 𝑈𝑚̅̅ ̅̅ = 15. 

 É considerado que uma velocidade angular da viga de uma rotação por 

segundo é um valor alto, assim, 𝜃̅̇ = 2𝜋. 

 E considerado que uma velocidade do deslocamento flexível da ponta 

da viga de 5 cm e meio segundo é um valor alto, assim, 𝑦𝐿̇̅̅ ̅ = 0.1. Como 

𝑦𝐿̇ = 𝚽
𝑇(𝐿)𝒒̇, escolhe-se 𝑞̅𝑖 = 𝑦𝐿̅̅ ̅/Φ𝑖(𝐿) sendo 𝑖 ∈ {1, 2}. 

Considerando esses valores limites, os valores das matrizes peso de 

normalização podem ser calculados conforme as Equações (3.32) e (3.33)  

𝑸̅ =

[
 
 
 
 
𝑄̅𝜃

𝑸̅𝒒

𝑄̅𝜃̇
𝑸̅𝒒̇]
 
 
 
 

= [

91

3819𝑰𝟐
0.025

955𝑰𝟐

] 𝑅̅ = 0.0044 (4.6) 

lembrando que 𝑸 = 𝑸̅𝑸𝒙 e 𝑅 = 𝑅̅𝑅𝑢:, onde 𝑸𝒙 = diag(𝑄𝜃, 𝑄𝑞𝑰𝟐, 𝑄𝜃̇, 𝑄𝑞̇𝑰𝟐) e 

𝑅𝑢 são os termos que devem ser ajustados no processo de projeto de controle.  

A Figura 4.3 apresenta as respostas do sistema não linear da Equação (2.127) 

controlado via SDRE usando primeiro matrizes peso unitarias e segundo as 

matrizes peso normalizados. O primeiro gráfico apresenta a posição angular do 

braço, o segundo representa o deslocamento flexível da extremidade do braço, 

o terceiro é a tensão de alimentaçéao do motor e o último a energia do 

controle. 
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Figura 4.3 – Comportamentos do sistema controlado via SDRE com e sem 
normalização das matrizes peso para uma entrada tipo degrau de 120°. 

Com os pesos normalizados (curva azul), a resposta é muito mais rápida: o 

braço se estabiliza rapidamente em volta da posição angular desejada (𝜃𝑐 =

120°), isso com um custo de uma energia necessária para realizar a operação 

muito maior. Também, como o movimento inicial do braço é muito brusco 

produz um deslocamento flexível grande.  

Note-se que, na Figura 4.3 e seguintes, a notação para as matrizes 

normalizadas é 𝑸𝒏 = 𝑸̅ e 𝑅𝑛 = 𝑅̅. 
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4.3. Análise das influências dos termos das matrizes peso 

Nesta seção, será realizada uma análise de como os diferentes termos das 

matrizes peso influem no comportamento do sistema. Para isso analisam-se no 

domínio do tempo a posição angular do braço 𝜃, o deslocamento flexível da 

ponta da viga 𝑦𝐿, a tensão de alimentação do motor 𝑈𝑚 e a energia do sinal de 

controle 𝑢. A manobra realizada é uma mudança da posição angular do braço, 

passando de 𝜃 = 0° para 𝜃 = 𝜃𝑐 = 120°. 

O formato das matrizes peso utilizadas em todo o capítulo 4 é 

𝑸 = 𝑸̅𝑸𝒙 = 𝑸̅

[
 
 
 
 
 
 
𝑄𝜃 0 0 0 0 0
0 𝑄𝑞 0 0 0 0

0 0 𝑄𝑞 0 0 0

0 0 0 𝑄𝜃̇ 0 0

0 0 0 0 𝑄𝑞̇ 0

0 0 0 0 0 𝑄𝑞̇]
 
 
 
 
 
 

 𝑅 = 𝑅̅𝑅𝑢 (4.7) 

onde {𝑸̅, 𝑅̅} são as matrizes peso normalizadas cujos valores são definidos na 

Equação (4.6) e {𝑸𝒙,  𝑅𝑢} são as matrizes contendo os termos a serem 

ajustados, sendo 𝐼2 a matriz unidade 2 × 2. Para este trabalho, adota-se a 

nomenclatura “peso” para se referir aos termos de 𝑸𝒙 e 𝑅𝑢, i.e., 

pesos = {𝑅𝑢, 𝑄𝜃, 𝑄𝑞 , 𝑄𝜃̇ , 𝑄𝑞 ̇} (4.8) 

Portanto, o ajuste do controlador SDRE é realizado mediante a escolha destes 

cinco pesos. 

4.3.1. Matriz peso 𝑹 

Nesta seção se analisa o efeito de uma variação do peso 𝑅𝑢 sobre o 

desempenho do sistema, deixando os outros pesos da Equação (4.8) 

constantes e unitários, i.e., 𝑸 = 𝑸̅. A Figura 4.4 apresenta o comportamento do 

sistema para 𝑅𝑢 = {1, 10, 10
2, 103, 104}. 
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Figura 4.4 –  Análise da influência do peso 𝑅𝑢 no comportamento do sistema com os 

pesos { 𝑄𝜃 , 𝑄𝑞 , 𝑄𝜃̇, 𝑄𝑞̇} = 1. 

Como visto na seção 3.3, ao aumentar 𝑅 penaliza-se o sinal de controle, isso 

pode ser visto no gráfico da energia da Figura 4.4: quanto mais aumenta 𝑅 

mais baixa é a energia necessária para realizar a manobra. Usar menos 

energia para movimentar o braço resulta de maneira natural em um movimento 

mais suave: o deslocamento flexível é menor e o overshoot em 𝜃 é limitado. 

Percebe-se na Figura 4.4 que, para o valor 𝑅𝑢 = 1, i.e., 𝑅 = 𝑅̅, o sinal de 

controle não é suficientemente penalizado resultando em um overshoot da 

posição angular 𝜃 grande que aumenta o tempo de estabilização 𝑇𝑟5%. 
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Conforme pode ser visto no primeiro gráfico da Figura 4.4, 𝑅𝑢 = 10
3 permite 

obter uma resposta que esteja no limite do overshoot em 𝜃. Quando 𝑅𝑢 é 

maior, i.e., 𝑅𝑢 = 10
4, o tempo de estabilização é bem maior, ao contrario, 

quando 𝑅𝑢 é menor, i.e., 𝑅𝑢 = {1, 10, 10
2}, o tempo de estabilização é o 

mesmo, mas o deslocamento flexível máximo (em valor absoluto) e a energia 

são maiores. Por isso, daqui para frente, para os estudos de influência dos 

pesos da matriz 𝑸 usa se 𝑅𝑢 = 10
3.  

4.3.2. Matriz peso 𝑸 

Nesta seção se estuda individualmente a influência dos termos da matriz peso 

𝑸 no comportamento do sistema. Propõe-se fazer variar individualmente cada 

um dos pesos {𝑄𝜃, 𝑄𝑞, 𝑄𝜃̇, 𝑄𝑞̇} (veja Equação (4.7)) deixando os outros pesos 

constantes com o valor unitário. Além disso, o valor do peso associado a 𝑅 é 

𝑅𝑢 = 10
3 (curva preta da Figura 4.4). 

Começando com a análise do peso 𝑄𝜃; a Figura 4.5 apresenta o 

comportamento do sistema para 𝑄𝜃 = {0.2 0.5 1 2 5}. Percebe-se no 

primeiro gráfico que um aumento de 𝑄𝜃 permite estabilizar 𝜃 mais rapidamente, 

mas provoca um deslocamento flexível 𝑦𝐿 maior (segundo gráfico) e uma 

energia necessária 𝐸𝑢 muito maior (quarto gráfico). Além disso, nota-se que a 

variação do comportamento do sistema é bem regular conforme 𝑄𝜃 for 

aumentando ou diminuindo. Variações de 𝑄𝜃 de um fator dois já produzem um 

efeito considerável, isso significa que o peso de normalização relativo ao 

estado 𝜃, i.e., 𝑄𝜃̅̅̅̅ , é um bom valor. Nota-se que com o valor 𝑄𝜃 = 0.5 a energia 

necessária para realizar a manobra é muito grande. Já para 𝑄𝜃 < 1, o consumo 

de energia é muito menor, mas o tempo de estabilização 𝑇𝑟5% é maior. 
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Figura 4.5 - Análise da influência do peso 𝑄𝜃 no comportamento do sistema com os 

pesos { 𝑄𝑞 , 𝑄𝜃̇, 𝑄𝑞̇} = 1 e  𝑅𝑢 = 1000  

Depois, analisa-se a influência do peso 𝑄𝑞; a Figura 4.6 apresenta o 

comportamento do sistema para 𝑄𝑞 = {0.001 1 50 300 1000}. Nota-se 

que os valores escolhidos para este peso são muito maiores que os de 𝑄𝜃, isso 

porque valores menores não influíam de maneira suficiente no comportamento 

do sistema para que fosse percebido graficamente. Por exemplo, com 𝑄𝑞 = 50 

(curva azul marino da Figura 4.6), o efeito no comportamento do sistema é 

comprável a 𝑄𝜃 = 0.5 (curva preta da Figura 4.5). 

0 0.5 1 1.5 2 2.5
0

20

40

60

80

100

120

140

t [s]


 [
°]

Posição angular do braço: 

 

 

5% 
c

0 0.5 1 1.5 2 2.5
-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

t [s]

y L
 [
c
m

]

Deslocamento flexível da ponta: y
L

0 0.5 1 1.5 2 2.5
-15

-10

-5

0

5

10

15

t [s]

U
m

 [
V

]

Tensão de alimentação do motor: U
m

0 0.5 1 1.5 2 2.5
0

5

10

15

20

25

t [s]

E
 [
V

2
]

Energia: E = 
0

t
 U

m

2
(t) dt

 

 

Q

 = 1

Q

 = 2

Q

 = 5

Q

 = 0.5

Q

 = 0.2



 

76 
  

 

Figura 4.6 - Análise da influência do peso 𝑄𝑞 no comportamento do sistema com os 

pesos { 𝑄𝜃 , 𝑄𝜃̇, 𝑄𝑞̇} = 1 e 𝑅𝑢 = 1000. 

De forma geral, percebe-se no segundo gráfico da Figura 4.6 que um aumento 

de 𝑄𝑞 reduz muito os valores extremos do deslocamento flexível e a energia 

necessária: o movimento é mais suave. Nota-se também que diminuir o peso 

𝑄𝑞 não produz efeito significativo: para 𝑄𝑞 = 0.001, tem-se o mesmo 

comportamento do que com 𝑄𝑞 = 1.  

Em seguida, analisa-se a influência do peso 𝑄𝜃̇; a Figura 4.7 apresenta o 

comportamento do sistema para 𝑄𝜃̇ = {0.001 1 100 300 1000}. 
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Figura 4.7 – Análise da influência do peso 𝑄𝜃̇ no comportamento do sistema com os 

pesos { 𝑄𝜃 , 𝑄𝑞 , 𝑄𝑞̇} = 1 e 𝑅𝑢 = 1000. 

De forma geral, percebe-se no primeiro gráfico da Figura 4.7 que um aumento 

de 𝑄𝜃̇ reduz o overshoot da posição angular 𝜃 e aumenta o tempo de 

estabilização de 𝜃. Porém, o efeito deste peso sobre o deslocamento flexível 𝑦𝐿 

é muito pequeno quando comparando com os efeitos produzidos por 𝑄𝜃 (Figura 

4.5) ou 𝑄𝑞 (Figura 4.6). Também, percebe-se na Figura 4.7 que as curvas cyan 

e vermelha são sobrepostas, assim, da mesma maneira do que foi percebido 

com o peso 𝑄𝑞 = 0.001, nota-se que diminuir o peso 𝑄𝜃̇ não produz efeito 

significativo: para 𝑄𝜃̇ = 0.001, tem-se o mesmo comportamento do que com 

0 0.5 1 1.5 2 2.5
0

20

40

60

80

100

120

140

t [s]


 [
°]

Posição angular do braço: 

 

 

5% 
c

0 0.5 1 1.5 2 2.5
-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

t [s]

y L
 [
c
m

]

Deslocamento flexível da ponta: y
L

0 0.5 1 1.5 2 2.5
-4

-2

0

2

4

6

8

10

t [s]

U
m

 [
V

]

Tensão de alimentação do motor: U
m

0 0.5 1 1.5 2 2.5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

t [s]

E
 [
V

2
]

Energia: E = 
0

t
 U

m

2
(t) dt

 

 

Q
d/dt

 = 1

Q
d/dt

 = 100

Q
d/dt

 = 300

Q
d/dt

 = 1000

Q
d/dt

 = 0.001



 

78 
  

𝑄𝜃̇ = 1. Variações significativas do comportamento do sistema são obtidas a 

partir de um fator multiplicativo de 100.  

Por último, analisa-se a influência do peso 𝑄𝑞; a Figura 4.8 apresenta o 

comportamento do sistema para 𝑄𝑞̇ = {0.001 1 10 100 1000}. 

 

Figura 4.8 - Análise da influência do peso 𝑄𝑞̇ no comportamento do sistema com os 

pesos { 𝑄𝜃 , 𝑄𝑞 , 𝑄𝜃̇} = 1 e 𝑅𝑢 = 1000.  

Pode ser apreciado na Figura 4.8 que o peso 𝑄𝑞̇ pode permitir uma boa 

escolha do desempenho desejado já que a mudança dos comportamentos de 𝜃 

(primeiro gráfico) e de 𝑦𝐿 (segundo gráfico) são grandes. Percebe-se que um 
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aumento de 𝑄𝑞̇ reduz muito o deslocamento flexível 𝑦𝐿 e a energia 𝐸𝑢 

necessária, mas aumenta também muito o tempo de estabilização de 𝜃. 

Também, nota-se que valores inferiores a 1 para esse peso não são úteis já 

que aumentam muito a energia 𝐸𝑢 e o deslocamento flexível do braço 𝑦𝐿 sem 

melhorar de maneira significativa a rapidez da manobra (i.e., o tempo de 

estabilização de 𝜃 𝑇𝑟5%). 

Como conclusão deste estudo comparativo, pode-se afirmar que os pesos 𝑄𝜃 e 

𝑄𝑞̇ são os pesos da matriz 𝑸 que permitem a melhor regulagem do 

desempenho.  

4.4. Mapa de desempenho 

O conceito de mapa de desempenho foi introduzido na seção 4.1.3. É um 

gráfico tendo por eixos dois objetivos de desempenho do sistema. Cada ponto 

deste mapa é obtido simulando o sistema com uma configuração do 

controlador SDRE diferente (diferentes valores dos pesos das matrizes 𝑸 e 𝑹). 

Tabela 4-1 – Valores dos pesos utilizados para a criação do mapa de desempenho do 
braço robótico rígido-flexível controlado por SDRE. 

𝑅 = 𝑅𝑢 𝑅̅̅ 𝑸 = diag(𝑄𝜃, 𝑄𝑞𝑰𝟐, 𝑄𝜃̇, 𝑄𝑞̇𝑰𝟐)𝑸̅ 

𝑅𝑢 𝑄𝜃 𝑄𝑞 𝑄𝜃̇ 𝑄𝑞̇ 

500 0.1 0.1 0.1 0.1 

700 0.2 0.5 0.5 1 
1000 0.3 1 1 2 

1200 0.4 2 2 5 

1500 0.5 10 10 10 
2000 0.7  100 50 

4000 0.9  200 200 

7000 1   1000 

10000 2   1200 

    1500 

A Tabela 4-1 apresenta os valores dos pesos SDRE utilizados para as 

simulações. Esses valores foram escolhidos com base na análise feita na 

seção 4.3. No total, são 31500 combinações diferentes. A Figura 4.9 

representa o mapa de desempenho, para os objetivos 𝑇𝑟5% e 𝑦𝐿𝑚𝑎𝑥 (definidos 

nas Equações (4.1) e (4.2)), correspondendo aos pesos da Tabela 4-1 
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Figura 4.9 – Mapa de desempenho do braço robótico rotativo rígido-flexível controlado 
por SDRE obtido com os valores de desempenho de 31500 simulações 
diferentes usando pesos de controle 𝑸 e 𝑹 diferentes. 

Na Figura 4.9, pode ser visto quais são os desempenhos que o sistema da 

Equação (2.127) pode atingir com esse controlador SDRE. A repartição desses 

pontos não é uniforme; aparecem alguns conjuntos de pontos. Em azul, é o 

conjunto dos desempenhos perto da fronteira de Pareto; são os melhores 

desempenhos atingíveis. Nessa área a densidade de pontos é muito alta, isso 

significa que existem muitas combinações diferentes de pesos que permitem 

um desempenho ótimo. A área vermelha apresenta também uma densidade de 

pontos alta. Esses pontos representam os desempenhos com overshoot na 

resposta 𝜃. Tipicamente, ao tentar aumentar a rapidez do sistema, chega um 

momento onde o valor de 𝜃 a ser atingido (𝜃𝑐) é ultrapassado, isso faz como 

que o tempo de estabilização do sistema 𝑇𝑟5% aumente de maneira brusca, 
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criando uma zona de relativa baixa densidade de pontos entre os conjuntos 

azul e vermelho. 

4.4.1. Identificação da fronteira de Pareto 

A fronteira de Pareto pode ser identificada de maneira simples graficamente, 

conforme visto acima Para obter os pontos matematicamente, precisa-se 

utilizar um algoritmo que permita identificar quais pontos do mapa de 

desempenho não são dominados, i.e., são ótimos; foi utilizado o algoritmo de 

Polityko (2008). A fronteira de Pareto obtida pode ser observada na Figura 4.10 

em vermelho. Intuitivamente se observar que esta curva tem um formato de 

função inversa. A curva verde confirma esta intuição: a lei 

𝑦𝐿𝑚𝑎𝑥 = 𝑓(𝑇𝑟5%) =
2.1

𝑇𝑟5%
2 (4.9) 

permite obter uma aproximação muito boa da fronteira de Pareto real. 

 

Figura 4.10 – Interpolação da fronteira de Pareto do braço robótico rotativo rígido-
flexível controlado via SDRE por funções matemáticas simples. 
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A faixa de validade desta interpolação é 𝑇𝑟5% ∈ [0.5,∞]: quando 𝑇𝑟5% < 0.5 o 

deslocamento flexível 𝑦𝐿𝑚𝑎𝑥 não é tão grande como o valor obtido com a 

função de interpolação da Equação (4.9). O fato do deslocamento flexível não 

continuar aumentando de maneira tão rápida após os 8 cm é físico: sendo o 

tamanho da viga de aproximadamente 40 cm esse deslocamento de 8 cm 

representa mais de 20% do tamanho da viga: o sistema está atingido a 

flexibilidade máxima.  

4.4.2. Identificação da influência dos pesos no mapa de desempenho 

O mapa de desempenho pode ser utilizado para identificar se existem alguns 

pesos (Equação (4.8)) mais adequados para melhorar um determinado objetivo 

de desempenho.  

 

Figura 4.11 – Mapa de desempenho do braço robótico rotativo rígido-flexível 
destacando os desempenhos obtidos para diferentes valores do peso 𝑅𝑢.  

A Figura 4.11 apresenta o mesmo mapa de desempenho que a Figura 4.9 mas 

identificando com diferentes cores os desempenhos obtidos para valores 
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específicos do peso 𝑅𝑢. Analisando esta figura percebe-se que 

independentemente do valor do peso 𝑅𝑢, desempenhos bons e ruins podem 

ser atingidos.  

Da mesma forma, usando essa mesma técnica de representação, é possível 

mostrar que os pesos 𝑄𝜃̇ e 𝑄𝑞 também não apresentam regularidades nos 

valores de desempenho obtidos.  

Ao contrário, o peso 𝑄𝜃 influi de maneira mais direta no desempenho atingido. 

Na Figura 4.12 percebe-se que, com o valor 𝑄𝜃 = 2 (em amarelo), o 

desempenho atingido nunca é ruim (zona de baixa densidade de pontos onde 

ambos objetivos 𝑇𝑟5% e 𝑦𝐿𝑚𝑎𝑥 tem valores altos). É também esse valor que 

permite obter os menores tempos de estabilização do sistema. 

 

Figura 4.12 - Mapa de desempenho do braço robótico rotativo rígido-flexível 
destacando os desempenhos obtidos para diferentes valores do peso 𝑄𝜃. 

Mesmo assim, na fronteira de Pareto da Figura 4.12, aparecem pontos de 
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valores de 𝑄𝜃 diferentes de 𝑄𝜃 = 2. Nesse caso, obter um desempenho ótimo 

depende do valor dos outros pesos {𝑅𝑢, 𝑄𝑞, 𝑄𝜃̇, 𝑄𝑞 ̇}.  

Por fim, o peso 𝑄𝑞̇ é destacado na Figura 4.13. Aparecem diferentes zonas: 

quando 𝑄𝑞̇ é grande (>200) o sistema apresenta um deslocamento flexível 

máximo 𝑦𝐿𝑚𝑎𝑥 pequeno; quando 𝑄𝑞̇ é pequeno (<2) o sistema é muito rápido. A 

grande vantagem deste peso é que ele permite uma seleção da zona de 

desempenho atingida sem influência dos outros pesos: a influência de 𝑄𝑞̇ no 

desempenho bastante independente dos outros pesos. 

 

Figura 4.13 – Mapa de desempenho do braço robótico rotativo rígido-flexível 
destacando os desempenhos obtidos para diferentes valores do peso 𝑄𝑞̇. 

Para concluir esta seção, percebeu-se que basta ajustar dois pesos, 𝑄𝜃 e 𝑄𝑞̇, 

para obter um bom desempenho. 
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O objetivo desta seção é obter uma lei que permita obter as matrizes peso 𝑸 e 

𝑅 em função dos objetivos de desempenho 𝑇𝑟5% e 𝑦𝐿𝑚𝑎𝑥. Na seção anterior foi 

deduzido que usando somente dois pesos: 𝑄𝜃 e 𝑄𝑞̇ é possível alcançar os 

desempenhos perto da fronteira de Pareto. Assim escolhem-se valores 

constantes para os outros pesos: 𝑅𝑢 = 10
3, 𝑄𝜃̇ = 1 e 𝑄𝑞 = 1. 

4.5.1. Pesos que permitem atingir a fronteira de Pareto 

A Figura 4.14 representa os desempenhos obtidos para diferentes faixas de 

valores do peso 𝑄𝜃 e com o peso 𝑄𝑞̇ variando entre [0.1 1000]. 

 

Figura 4.14 – Identificação do desempenho obtido por diferentes valores de 𝑄𝜃 com 

𝑄𝑞̇ ∈ [0.1 1000] e os outros pesos constantes: 𝑅 = 1000𝑅̅, 𝑄𝜃̇ = 1, 

𝑄𝑞 = 1. 

Percebe-se que o valor 𝑄𝜃 = 0.2 permite obter desempenhos muito bons para 

qualquer o valor de 𝑄𝑞̇. Já, para valores mais altos de 𝑄𝜃, a obtenção de um 

desempenho ótimo depende fortemente do valor de 𝑄𝑞̇. 
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Da mesma forma que foi feito para o peso 𝑄𝜃 a Figura 4.15 representa os 

desempenhos obtidos para diferentes faixas de valores do peso 𝑄𝑞̇ e com o 

peso 𝑄𝜃 variando entre [0.1 2]. Percebe-se que o peso 𝑄𝑞̇ permite escolher 

uma zona de desempenho específica. 

 

Figura 4.15 – Identificação do desempenho obtido por diferentes valores de 𝑄𝑞 com 

𝑄𝜃 ∈ [0.1 2] e os outros pesos constantes: 𝑅 = 1000𝑅̅, 𝑄𝜃̇ = 1, 𝑄𝑞 = 1. 

Juntando as informações das Figura 4.14 e Figura 4.15 podem ser deduzidas 

quais são as combinações (𝑄𝜃, 𝑄𝑞̇) que permitem obter os desempenhos da 

fronteira de Pareto. A Figura 4.16 representa essas combinações. A 

combinação mais interessante obtida é para 𝑄𝜃 = 0.2 e 𝑄𝑞̇ ∈ [0.5 1000]: com 

esta combinação é possível escolher entre uma grande faixa de desempenhos 

ótimos: 𝑇𝑟5% ∈ [0.7 2.1] e 𝑦𝐿𝑚𝑎𝑥 ∈ [0.5 5]. Os desempenhos na fronteira de 

Pareto representados em vermelho não apresentam grande vantagem, pois 

nesta área o tempo de reposta aumenta muito quando o ganho em 

deslocamento flexível é quase nulo. Mesma coisa nos desempenhos 
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identificados em verde, amarelo e rosa: o deslocamento flexível aumenta muito 

sem ter um ganho considerável no tempo de estabilização do sistema. 

 

Figura 4.16 – Combinações dos pesos 𝑄𝜃 e 𝑄𝑞̇ que permitem obter desempenhos 

similares a fronteira de Pareto. Os outros pesos são constantes: 𝑅 =
1000𝑅̅, 𝑄𝜃̇ = 1 e 𝑄𝑞 = 1. 

4.5.2. Peso 𝑸𝒒̇ em função do desempenho desejado 

Nesta seção consideram-se os desempenhos da fronteira de Pareto em azul na 

Figura 4.16. Neste trecho, o único peso que varia é 𝑄 𝑞̇; os outros já foram 

determinados: 

𝑅 = 1000𝑅̅ 𝑄𝜃 = 0.2 𝑄𝑞 = 1 𝑄𝜃̇ = 1 (4.10) 

Como só tem um peso variando é possível obter diretamente o desempenho 

em função do valor do peso. A Figura 4.17 representa o tempo de estabilização 

e o deslocamento flexível em função do valor do peso 𝑄𝑞̇.  
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Figura 4.17 – Valores dos objetivos de desempenho em função do peso 𝑄𝑞̇ com os 

outros pesos constantes: 𝑅 = 1000𝑅̅, 𝑄𝜃 = 0.2, 𝑄𝜃̇ = 1 e 𝑄𝑞 = 1. 

Percebe-se na Figura 4.17 que os dois objetivos de desempenho são 

conflitantes: quando um deles aumenta ou outro diminui. Além disso, pode ser 

notado que, conforme a Equação (4.9), a relação entre esses dois critérios 

segue uma função do tipo inversa. 

Para obter a relação matemática direta entre o peso 𝑄𝑞̇ e o critério de 

desempenho 𝑇𝑟5%, usa-se uma interpolação polinomial com 5 pontos; assim, o 

polinômio resultante é de ordem 4: 

𝑃(𝑋) = 106(0.38 − 1.38𝑋 + 1.96𝑋2 − 1.24𝑋3 + 0.29𝑋4) (4.11) 

Por fim, para obter o valor do peso 𝑄𝑞̇ em função do tempo de estabilização, 

basta usar o polinômio da Equação (4.11): 

𝑄𝑞̇ = 𝑃(𝑇𝑟5%) (4.12) 
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Figura 4.18 – Interpolação da relação entre o tempo de estabilização 𝑇𝑟5% e o peso 𝑄𝑞̇ 

com polinômio de quarto grau. 

A Figura 4.18 apresenta a interpolação polinomial da Equação (4.11) 

comparando-a com os valores reais. A curva vermelha (interpolação) não é 

visível: a curva azul (real) esta quase perfeitamente sobreposta, assim pode 

ser concluído que a interpolação realizada é boa. 
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(4.9)) é também possível obter o valor do peso 𝑄𝑞̇ em função do deslocamento 

flexível máximo 𝑦𝐿𝑚𝑎𝑥: 

𝑄 𝑞̇ = 𝑃(√
2.1
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) (4.13) 
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desempenho: Equação (4.12) para um requisito de tempo de estabilização e 

Equação (4.13) para um requisito de deslocamento flexível máximo 𝑦𝐿𝑚𝑎𝑥. E 

importante notar que os valores do outros pesos devem ser aqueles definidos 

na Equação (4.10). 

4.5.3. Verificação da lei de cálculo das matrizes peso 

Nesta seção vai ser verificada a lei de cálculo das matrizes peso da Equação 

(4.12). Para isso precisa-se demonstrar que essa permite realmente obter o 

peso 𝑄𝑞̇ que fornece o tempo de estabilização desejado. Para isso são 

realizadas várias simulações com o peso 𝑄𝑞̇ calculado conforme a Equação 

(4.12) para 20 tempos de estabilização 𝑇𝑟5% diferentes entre 0.5 s e 2 s. 

A Figura 4.19 apresenta os desempenhos obtidos durante essas simulações. 

 

Figura 4.19 – Comparação entre os desempenhos na fronteira de Pareto e os 
desempenhos obtidos usando a lei 𝑄𝑞̇ = 𝑃(𝑇𝑟5%). 

Em amarelo são representados os desempenhos na fronteira de Pareto para os 
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simulações. Os valores exatos são apresentados na Tabela 2-1. Essa tabela 

também apresenta os erros relativos para os objetivos de desempenho. Nota-

se que, na faixa 𝑇𝑟5% ∈ [1.1 2.5], os desempenhos obtidos são muito próximos 

de aqueles previstos (erro no 𝑇𝑟5% de menos de 1.2% e erro no 𝑦𝐿𝑚𝑎𝑥 de 

menos de 3%). Na faixa 𝑇𝑟5% ∈ [0.8 1], o erro é maior, mas ainda fica 

pequeno (menos de 3.1% para 𝑇𝑟5% e menos de 6% para 𝑦𝐿𝑚𝑎𝑥).  

Tabela 4-2 – Valores dos erros relativos do tempo de estabilização e do deslocamento 
flexível máximo usando a lei 𝑄𝑞̇ = 𝑃(𝑇𝑟5%). 

𝑻𝒓𝟓% [s] 𝒚𝑳𝒎𝒂𝒙 [cm] 

Objetivo Simulado Erro [%] Pareto Simulado Erro [%] 

0,5 1,03 51,58 8,40 1,95 -76,76 

0,6 0,82 26,90 5,83 3,06 -47,46 

0,7 0,66 -5,52 4,29 5,73 33,69 

0,8 0,78 -3,03 3,28 3,48 6,04 

0,9 0,91 1,33 2,59 2,46 -5,17 

1,0 1,02 1,92 2,10 1,99 -5,27 

1,1 1,11 1,19 1,74 1,69 -2,52 

1,2 1,20 0,26 1,46 1,46 0,32 

1,3 1,30 -0,26 1,24 1,27 2,19 

1,4 1,39 -0,39 1,07 1,10 2,97 

1,5 1,50 -0,21 0,93 0,96 2,92 

1,6 1,60 -0,07 0,82 0,84 2,44 

1,7 1,70 0,04 0,73 0,74 1,79 

1,8 1,80 0,15 0,65 0,66 1,16 

1,9 1,90 0,19 0,58 0,59 0,62 

2,0 2,00 0,15 0,53 0,53 0,22 

2,1 2,10 0,06 0,48 0,48 -0,03 

2,2 2,20 -0,15 0,43 0,43 -0,14 

2,3 2,29 -0,39 0,40 0,40 -0,12 

2,4 2,38 -0,69 0,36 0,36 0,03 

2,5 2,47 -1,04 0,34 0,34 0,28 

Já quando 𝑇𝑟5% < 0.8 os valores de desempenho obtidos apresentam erros 

relativos de mais de 25%, e até quase 80%, isso significa que o peso 𝑄𝑞̇ que foi 

calculado não é adequado. Esse comportamento é normal, pois a lei 𝑄𝑞̇ =

𝑃(𝑇𝑟5%) foi criada se baseando na curva azul da Figura 4.16.  
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Para concluir, obteve-se uma lei que permite calcular o valor das matrizes peso 

que forneçam um desempenho ótimo (na fronteira de Pareto) do SDRE em 

função de um único requisito de desempenho. Essa lei é válida para 𝑇𝑟5% ∈

[1.1 2.5] ou 𝑦𝐿𝑚𝑎𝑥 ∈ [1.74 0.34] porque ela foi identificada usando somente a 

trecho azul da fronteira de Pareto da Figura 4.16. Para obter diretamente as 

matrizes peso permitindo obter desempenhos ótimos nas outras faixas de 

funcionamento, precisaria elaborar uma lei para cada um dos trechos da 

Fronteira de Pareto identificados na Figura 4.16. 

4.6. Peso 𝑸𝜽 dependente do estado 

O controlador SDRE permite utilizar pesos que dependam do estado do 

sistema. Essa possibilidade é uma flexibilidade adicional do SDRE que pode 

permitir melhorar o desempenho do sistema. 

No caso de um braço robótico rotativo rígido-flexível, o objetivo é limitar a 

amplitude máxima das oscilações e obter uma resposta rápida. Como o 

deslocamento flexível de maior amplitude acontece no início do movimento, o 

peso 𝑄𝜃 precisa ser pequeno no início. Uma vez que o movimento é iniciado, o 

peso 𝑄𝜃 precisa aumentar para obter uma resposta rápida. Uma lei 

proporcional permite obter este comportamento: 

𝑄𝜃(𝜃) = 𝑄𝜃0 +
𝐾𝜃|𝜃 − 𝜃0|

|𝜃𝑐 − 𝜃0| 
 (4.14) 

onde, 𝜃𝑐 é a posição angular desejada e 𝜃0 é o ângulo do braço a 𝑡 = 0. Nota-

se que, dessa forma, se pode escolher o valor do peso 𝑄𝜃 no início do 

movimento: 𝑄𝜃(𝑡 = 0) = 𝑄𝜃0 e também o valor quando o sistema esta 

estabilizado: 𝑄𝜃(𝑡 = 𝑡∞) = 𝑄𝜃0 + 𝐾𝜃.  

Para verificar que este tipo de lei permite melhorar o desempenho do sistema, 

escolhem-se como matrizes peso de referência: 

𝑅 = 1000𝑅̅ 𝑸 = 𝑸̅ (4.15) 
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Para analisar a influência dos coeficientes 𝑄𝜃0 e 𝐾𝜃 do peso 𝑄𝜃 (Equação 

(4.14)), é feito um grande número de simulações fazendo variar o valor destes 

dois coeficientes. No total realizam-se mais de 4000 combinações diferentes: 

28 valores para 𝑄𝜃0 entre 0.01 e 6, e 151 valores para 𝐾𝑄𝜃 entre 0 e 150. Os 

desempenhos obtidos são apresentados na Figura 4.20. Em preto aparece o 

mapa de desempenho do SDRE usando unicamente pesos constantes; em 

amarelo é apresentado o mapa de desempenho do SDRE usando o peso 𝑄𝜃 

dependente do estado 𝜃 conforme a Equação (4.14). 

 

Figura 4.20 – Comparação entre os desempenhos possíveis com o peso 𝑄𝜃 
dependente do estado 𝜃 ou constante.  

Percebe-se que existem muitos pontos em amarelo que ficam do lado 

esquerdo da fronteira de Pareto do SDRE, isso mostra que a utilização de 

pesos dependentes do estado pode melhorar o desempenho do sistema de 

controle. 
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Nota-se que a melhoria de desempenho é localizada na faixa 𝑇𝑟5% ∈ [0.6, 1]. 

Isso é normal porque foi usado 𝑄𝑞̇ = 1; Na seção 4.5.1 foi visto que este peso 

tem muita influência sobre o desempenho (veja Figura 4.16), assim repetindo 

este estudo com outros valores de 𝑄𝑞̇ poderíamos obter melhoria do 

desempenho nas outras faixas de desempenho 𝑇𝑟5% ∈ [0.4, 0.6] e 𝑇𝑟5% ∈

[1, 2.4]. 

4.7. Comparação SDRE - LQR 

A grande vantagem do controlador SDRE em comparação com o controlador 

LQR é poder considerar as não linearidades do modelo (veja seção 3). Como o 

modelo desenvolvido na seção 2 é não linear, espera-se que o uso do 

controlador do tipo SDRE permita atingir melhores desempenhos do que o 

controlador LQR.  

 

Figura 4.21 – Comparação do mapa de desempenho e da fronteira de Pareto dos 
controladores SDRE e LQR. 
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Da mesma maneira que foi obtido o mapa de desempenho do SDRE na seção 

4.4, é possível obter o mapa de desempenho do LQR obtendo os valores de 

desempenho para uma grande combinação de pesos.  

O resultado deste estudo comparativo é apresentado na Figura 4.21. As 

fronteiras de Pareto do SDRE e do LQR são representadas em vermelho e 

verde respectivamente. Percebe-se que o controlador SDRE permite atingir 

melhores desempenhos que o controlador LQR porque a curva vermelha fica 

em baixo da curva verde. O ganho em desempenho não é muito grande, 

provavelmente porque o sistema modelado não apresenta não linearidades 

muito “grandes”. Acredita-se que esse ganho seria maior para um sistema com 

não linearidades mais altas. 

 

Figura 4.22 - Comparação dos mapas de desempenho obtidos com controladores 
LQR, SDRE usando pesos constantes e SDRE usando o peso 𝑄𝜃 
dependente do estado 𝜃. 
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Para concluir este estudo comparativo, juntam-se os resultados de 

desempenho do controlador LQR, do controlador SDRE usando pesos 

constantes e do controlador SDRE usando pesos dependentes do estado.  

A Figura 4.22 mostra as duas vantagens que o controlador SDRE tem sobre o 

regular LQR: primeiro, ele permite considerar as não linearidades do sistema a 

ser controlado e segundo, é possível usar pesos que dependam do estado do 

sistema. Essas duas vantagens se traduzem em um ganho no desempenho do 

sistema considerável. Na Figura 4.22, são identificados três pontos ficando 

cada um na fronteira de Pareto de um mapa de desempenho e respeitando a 

condição 𝑦𝐿𝑚𝑎𝑥 < 3 𝑐𝑚. Olhando esses três pontos, percebe-se que existe um 

ganho no tempo de estabilização de aproximadamente 0.1 s entre o LQR e o 

SDRE e entre o SDRE e o SDRE dependente do estado. No total 0.2 s entre o 

LQR e o SDRE usando pesos dependentes do estado.  

A Figura 4.23 apresenta as respostas no domínio do tempo dos três pontos 

identificados na Figura 4.22. Percebe-se que, além de melhorar o tempo de 

estabilização do sistema tendo um deslocamento flexível máximo igual 

(𝑦𝐿 = 3[cm]), o SDRE consome menos de energia para realizar a manobra. 

Além disso, nota-se que quando se usa o SDRE com matriz peso dependente 

do estado, o segundo pico do deslocamento flexível é maior e atinge quase o 

mesmo nível do que o primeiro (3 cm). Esse fenômeno pode ser considerado 

como positivo, pois ele permite que a deformação da viga durante as manobras 

seja simétrica dos dois lados e assim diminui a possibilidade da viga apresentar 

uma deformação residual (devida à histerese do material) em uma direção 

quando a manobra é realizada sempre na mesma direção. 
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Figura 4.23 - Comparação do melhor desempenho verificando 𝑦𝐿𝑚𝑎𝑥 < 3 [cm] para os 
controladores LQR, SDRE usando pesos constantes e SDRE usando o 
peso 𝑄𝜃 dependente do estado 𝜃. 
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5 CONCLUSÃO 

Neste trabalho estudou-se o controlador SDRE aplicando-o a um modelo não 

linear de um braço robótico rotativo rígido-flexível formado por uma haste 

flexível acoplada a um servomotor (dispositivo FlexGage).  

Uma contribuição deste trabalho é a combinação da modelagem matemática e 

experimental para modelar com precisão o dispositivo FlexGage. Primeiro foi 

desenvolvido um modelo matemático não linear (viga do tipo Euler-Bernoulli, 

dois modos de vibração, não linearidades de primeira ordem) com 

amortecimento estrutural dinâmico (tipo Rayleigh) inerente ao movimento 

flexível do braço. Depois, este modelo foi ajustado comparando os resultados 

de simulação com os resultados experimentais. Este modelo pode ser 

adaptado para permitir a simulação de satélites com apêndices flexíveis como 

antenas ou painéis solares.  

Depois, as equações da dinâmica do modelo foram parametrizadas para 

chegar à forma SDC própria para implementação do controlador SDRE. O 

ajuste do controlador SDRE mediante as matrizes peso 𝑸 e 𝑹 foi estudado com 

detalhe: foi aplicada uma técnica de normalização para poder realizar 

simulações permitindo medir a influência de cada termo das matrizes peso 

sobre o desempenho do sistema. Depois, procurou-se obter o melhor 

desempenho possível em termo de tempo de estabilização do sistema e 

minimização das vibrações. Para isso foi criado o mapa de desempenho do 

sistema controlado por SDRE para encontrar a fronteira de Pareto; conjunto de 

pontos de desempenho ótimo. Baseando-se nos pontos da fronteira de Pareto, 

foi criada com sucesso uma lei que permite obter os valores das matrizes peso 

em função do valor de um objetivo de desempenho. 

Assim, a contribuição principal deste trabalho é a metodologia sistemática de 

escolha dos valores das matrizes peso do controlador SDRE que visa otimizar 

os objetivos de desempenho do sistema a controlar. É importante notar que 

esta metodologia pode ser aplicada para calcular os ganhos de controle de 
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qualquer controlador e não somente do SDRE (na seção 4.7, foi aplicada ao 

LQR). 

A última contribuição deste trabalho foi de propor e aplicar uma lei de cálculo 

de um peso da matriz 𝑸 em função do estado associado ao peso. Verificou-se 

que desta maneira, o desempenho do sistema pode ser melhorado. Apesar de 

a lei apresentada ser especifica a um determinado peso, ela é genérica e pode 

ser utilizada para qualquer outro sistema para estados que precisam atingir um 

determinado valor de maneira suave, i.e. devagar no inicio da manobra e mais 

rápido depois.   

O estudo foi concluído mostrando que o controlador SDRE permite obter um 

melhor desempenho do que o regulador LQR porque ele considera as não 

linearidades do modelo e pode usar matrizes peso adaptativas. 

5.1. Trabalhos futuros 

Nesta seção são apresentados dois tópicos para trabalhos futuros que deem 

continuidade a este trabalho. 

A primeira ideia é a aplicação do controlador SDRE no sistema real do braço 

robótico. No modelo deste trabalho os estados do sistema são conhecidos e 

realimentados diretamente. Na prática precisa-se adicionar um módulo ao 

controlador que permita estimar o valor dos estados do sistema em função dos 

dados dos sensores: posição angular, taxa de rotação e deslocamento flexível 

na ponta da haste. Os resultados da simulação experimental poderiam ser 

comprados com os resultados da simulação apresentados neste trabalho. A 

Figura 5.1 mostra o sistema no formato de diagrama de blocos com os três 

blocos principais: o controlador SDRE, o braço robótico experimental e o 

estimador. 
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Figura 5.1 – Controle SDRE do braço robótico FlexGage com estimador de estados. 

 

Outro trabalho possível seria o estudo do comportamento do controlador SDRE 

quando for sujeito a incertezas de modelagem. Parâmetros como o módulo de 

Young da viga 𝐸, a inércia do hub central do servomotor 𝐽𝑒𝑞 ou ainda os 

coeficientes de Rayleigh 𝑎 e 𝑏 não são conhecidos de maneira exata. Essas 

incertezas paramétricas poderiam ser adicionadas ao modelo para verificar a 

robustez do controlador. A Figura 5.2 apresenta o modelo do braço robótico no 

formato de planta generalizada 𝐺 que permite considerar variações do modelo 

via a matriz Δ. 
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Figura 5.2 – Planta generalizada do braço robótico com incertezas paramétricas nas 
matrizes de massa, amortecimento e rigidez.  
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APÊNDICE A -  DOCUMENTAÇÃO TÉCNICA DO SRV02 

A.1 Cálculo do momento de inércia equivalente 

O momento de inércia equivalente do conjunto motor redutor no eixo de saída, 

𝐽𝑚,𝑒𝑞, é a soma das diferentes inércias do motor colocadas no eixo de saída. 

Deve-se considerar a inércia própria do rotor do motor 𝐽𝑚,𝑚𝑜𝑡, a inércia do 

redutor, 𝐽𝑔, e a inércia do dispositivo que permite segurar o braço flexível 𝐽𝑙,𝑒𝑥𝑡 . 

Detalhando a Equação (2.89), chega-se a  

𝐽𝑚,𝑒𝑞 = 𝐽𝑚,𝑚𝑜𝑡𝐾𝑔
2𝜂𝑔 + 𝐽𝑔 + 𝐽𝑙,𝑒𝑥𝑡 (A-1) 

A inércia 𝐽𝑚,𝑚𝑜𝑡 é um parâmetro do motor, a inércia 𝐽𝑙,𝑒𝑥𝑡 é dada pelo construtor 

do experimento FlexCage. Falta calcular a inércia do redutor 𝐽𝑔 que é devida à 

rotação dos pinhões 

𝐽𝑔 = 𝐽1 + 𝐽2 + 𝐽3 + 𝐽4 (A-2) 

Para calcular a inércia de cada pinhão, usa-se a relação que relaciona  a 

inércia de um disco com a sua massa e raio: 

𝐽𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜 =
𝑚𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜𝑟𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜

2

2
 (A-3) 

A.2 Valores dos parâmetros do moto-redutor DC  

Parâmetros  Descrição Valor 
Variável 
Matlab 

Unidade 

Motor: Parte elétrica 

𝐾𝑚 
Força contra eletromotriz  
(back EMF) 

0,00768 Km [V][rad−1][s] 

𝑅𝑚 Resistência da armadura 2,6 Rm [Ω] 

Motor: Parte mecânica 

𝑏𝑒𝑞 
Coeficiente de fricção equivalente 
do motor 

0,015 beq 
[N][m][rad−1 ]

[s] 

𝜂𝑚 Eficiência do motor 69 etam [%] 



 

 

 

𝐾𝑡 Constante de torque 0,00768 Kt [N][m][A−1] 

𝐽𝑚,𝑚𝑜𝑡 Inércia do rotor do motor 3,90. 10
-7

  Jm_mot [kg][m2] 

𝑟 Raio do hub do motor 5 r [cm] 

Redutor 

𝐾𝑔𝑖 Redução da engrenagem interna 14 Kgi - 

𝑁1 
𝑟1 
𝑚1 
𝐽1 

Disco 1: número de dentes, raio, 
massa e inércia: 

𝐽1 =
𝑚1𝑟1

2

2
 

24 
6,35 

5 
1,01. 10

-7
  

N1 
r1 
m1 
J1 

- 
[cm] 
[g] 

[kg][m2] 

𝑁2, 𝑁3 
𝑟2, 𝑟3 
𝑚2, 𝑚3 

𝐽2, 𝐽3 

Disco 2 e disco 3: número de 
dentes, raio, massa e inércia: 

𝐽𝑖 =
𝑚𝑖𝑟𝑖

2

2
 

72 
19 
30 

5,41. 10
-6

  

N23 
R23 
m23 
J23 

- 
[cm] 
[g] 

[kg][m2] 

𝑁4 
𝑟4 
𝑚4 

𝐽4 

Disco 4: número de dentes, raio, 
massa e inércia 

𝐽1 =
𝑚4𝑟4

2

2
 

120 
32 
83 

4,25. 10
-5

 

N4 
R4 
m4 
J4 

- 
[cm] 
[g] 

[kg][m2] 

𝐾𝑔 
Coeficiente redutor da engrenagem 

𝐾𝑔 = 𝐾𝑔𝑖
𝑁2
𝑁1

𝑁4
𝑁3

 
70 Kg - 

𝜂𝑔 Eficiência da engrenagem 90 etag [%] 

𝐽𝑔 
Inércia total dos pinhões do redutor 

𝐽𝑔 = 𝐽1 + 𝐽2 + 𝐽3 + 𝐽4 
5,34. 10

-5 
Jg [kg][m2] 

Outros 

𝐽𝑙,𝑒𝑥𝑡  
Inércia do dispositivo que permite 
segurar o braço flexível no eixo de 
carga do moto-redutor. 

2. 10
-4 

Jl_ext [kg][m2] 

𝐽𝑚,𝑒𝑞 𝐽𝑚,𝑒𝑞 = 𝐽𝑚,𝑚𝑜𝑡𝐾𝑔
2𝜂𝑔 + 𝐽𝑔 + 𝐽𝑙,𝑒𝑥𝑡 1,97. 10

-3
 Jm_eq [kg][m2] 

𝐶𝑚 
𝜂𝑚𝜂𝑔𝐾𝑡𝐾𝑔

𝑅𝑚
 0.1284 Cm [N][m] [Ω−1] 

𝐵𝑒𝑞 𝐶𝑚𝐾𝑔𝐾𝑚 + 𝑏𝑒𝑞 0,084 Beq [SI] 

Limitações 

𝑓𝑚𝑎𝑥 
Frequência máxima a ser aplicada 
no motor para não danificar a 
engrenagem e o motor 

50 - [s−1] 

𝑈𝑚𝑎𝑥 
Tensão máxima a ser aplicada no 
motor 

±15 - [V] 

𝐼𝑚𝑎𝑥 
Intensidade máxima em regime 
contínuo para o motor 

1 - [A] 

𝐼𝑝𝑒𝑎𝑘 Intensidade máxima de pico 3 - [A] 

Referência motor: Faulhaber Coreless DC Motor Model 2338S00





 

 

 

APÊNDICE B -  MODELAGEM SIMULINK 

As simulações computacionais foram realizadas usando o Simulink® do 

Matlab® (Matlab 2012b (8.0.0.783), 32-bit). As figuras a seguir representam os 

blocos principais usados nas simulações. 

A Figura B.1 apresenta o modelo geral da simulação SDRE. Primeiro, na 

esquerda, o sinal de comanda 𝜃𝑐: um degrau indicando a posição angular a 

atingir. Depois, vem o bloco do controlador SDRE: em entrada o sinal de 

comanda 𝜃𝑐, os estados 𝒙, e as matrizes do modelo 𝑴−𝟏, 𝑵 e 𝑲; ele fornece o 

sinal de controle 𝑢 = 𝑈𝑚. Em seguida, o modelo não linear do sistema: atuado 

via o sinal de controle 𝑢, o sistema fornece os estados 𝒙. Como o sistema é 

não linear as matrizes do modelo 𝑴−𝟏, 𝑵 e 𝑲 não são constantes e elas são 

realimentadas na entrada do controlador SDRE para que ele seja capaz a cada 

iteração de calcular o novo ganho de controle 𝑲. Finalmente, um bloco 

observador que permite calcular as variáveis 𝜃 e 𝑦𝐿 em função dos estados 𝒙. 

 

Figura B.1 - Modelo Simulink do sistema controlado completo: planta do braço robótico 
rotativo e controlador SDRE. 

Nota-se que existe um bloco que permite realizar a simulação com diferentes 

modelos do braço robótico rotativo rígido-flexível: o modelo linearizado, o 

modelo não linear considerando apenas os modos assumidos (Equação 



 

 

 

(2.98)), o modelo não linear com amortecimento de Rayleigh (Equação (2.125)) 

e o modelo não linear simplificado (Equação (2.127)). 

A Figura B.2 representada o interior do bloco controlador SDRE apresentado 

na Figura B.1. Tem 3 blocos importantes na Figura B.2. Primeiro, o bloco que 

calcula as matrizes do espaço de estados 𝑨,𝑩, 𝑪 e 𝑫 em função das matrizes 

massa, mola e amortecimento 𝑴−𝟏, 𝑵 e 𝑲 conforme a Equação (3.29). Depois, 

o bloco que calcula o valor da matriz peso 𝑸 dependente do estado 𝒙 conforme 

a Equação (4.14). Por último, o bloco que resolve a equação de Riccati da 

Equação (3.15). Esse bloco faz uso de uma s-function desenvolvida por Campa 

(2009) que permite a resolução da Equação de Riccati diretamente no Simulink 

sem ter que chamar o interpretador de Matlab. 

 

Figura B.2 – Modelo Simulink do controlador SDRE. 

A Figura B.2 representada o interior do modelo não linear apresentado na 

Figura B.1. Matematicamente ele este bloco calcula a solução da dinâmica 

massa-mola-amortecedor da Equação (2.100). 



 

 

 

 

Figura.B.3 - Modelo Simulink da planta: braço robótico rotativo rígido-flexível. 

A Figura B.4 representa o interior do bloco 𝑴−𝟏 apresentado na Figura B.2. 

Nota-se que em função da seleção do modelo, a inversa da matriz 𝑴 é 

constante ou função dos estados do sistema. 

 

Figura B.4 - Bloco calculado o inverso da matriz massa 𝑀−1 e a segunda derivada de 
[𝜃 𝑞]𝑇. 

Por fim, a Figura B.5 representa uns dos blocos dentro do bloco 𝑵 apresentado 

na Figura B.2 para o modelo não linear com amortecimento de Rayleigh 

(Equação (2.125)). 



 

 

 

 

Figura B.5 - Bloco permitindo calcular a parte não linear Nn da matriz de 
amortecimento N em função dos valores dos estados do sistema x. 
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