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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo principal o estudo do controlador baseado na
Equacédo de Riccati Dependente do Estado (SDRE); um Regulador Quadratico
Linear (LQR) adaptativo que permite considerar as néo linearidades do sistema
controlado. A fim de usar este controlador, desenvolve-se um modelo
matematico ndo linear de um bragco robdtico rotativo com haste flexivel
aplicando a formulacéo Lagrangiana. O deslocamento flexivel do braco robético
é modelado usando o método dos modos assumidos e o amortecimento
estrutural faz uso da teoria de Rayleigh. Os objetivos de controle sdo multiplos:
controlar a posicédo angular do braco e minimizar as deformacdes flexiveis da
haste. Via simulagcdes computacionais, obtém-se o mapa de desempenho do
sistema que mostra todos os desempenhos que o controlador SDRE pode
atingir. Depois, um algoritmo de ordenag&o permite obter a fronteira de Pareto
que representa o0 conjunto dos desempenhos 6timos. Por outro lado,
analisando a influéncia dos termos das matrizes peso no desempenho do
sistema, mostra-se que é possivel obter desempenhos 6timos usando somente
um numero reduzido de termos para regular o controlador SDRE. Com base
nesta analise, desenvolve-se uma lei que permite obter os valores das matrizes
peso diretamente em funcdo de um requisito de desempenho. Por ultimo, sédo
usadas matrizes peso dependentes do estado para mostrar que iSso permite
melhorar ainda mais o desempenho do sistema. A partir dos resultados obtidos,
verifica-se que o controlador SDRE permite obter um melhor desempenho do
gue o LQR, ndo somente porque ele considera as néo linearidades do modelo,
mas também porque o seu ajuste € mais flexivel.






PARETO APPROACH FOR PERFORMANCE MULTIOBJECTIVE
OPTIMIZATION OF A SDRE REGULATOR APPLIED TO A
NONLINEAR SYSTEM

ABSTRACT

The main objective of this work is to study the State Dependent Riccati
Equation (SDRE) regulator; an adaptive Linear Quadratic Regulator (LQR)
which allows to deal with the non linearities of the system to be controlled. In
order to use this controller, a nonlinear mathematical model of a flexible rotatory
beam is built through the Lagrangian formulation. The flexible displacement is
modelled using the assumed modes theory and a structural damping is added
applying the Rayleigh technique. There are two main objectives related to
control: the first one is to control the hub angular position and the second one is
the need to minimize flexible displacements of the robotic harm. Doing
computational simulations, it is possible to draw the performance map of the
system which map all SDRE reachable performances. Then, a sorting algorithm
enables to get the Pareto’s border which represents the set of optimal
performances. On the other hand, analyzing the influence of the weight
matrixes terms, it is shown that it is possible to get the Pareto’s border
performances using only a few terms of the SDRE weight matrixes. On the
basis of this analysis, a law enabling to get weight matrixes’ values in function
of a required performance is developed. Last of all, state dependent weight
matrixes are used to show that they can improve the system performance.
Based on the results, it turned out that the SDRE’s performance is better than
the LQR’s one, not only because it can deal with non linearities, but also
because its design is more flexible.
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1 INTRODUCAO

Os sistemas fisicos complexos, na sua grande maioria, sdo de natureza néo
linear. Por outro lado, grande parte dos métodos de controle usualmente
empregados foram desenvolvidos para sistemas lineares, isso faz como que o0s
modelos dos sistemas devam ser linearizados. Essa aproximagao é geralmente
vélida, sendo possivel controlar o sistema nao linear com técnicas lineares.
Porém, existem algumas situacbes em que 0s sistemas sao altamente nao
lineares, por exemplo, quando se realizam manobras de atitude com grandes
angulos ou quando se movem estruturas flexiveis com alta velocidade. Neste
caso, o controlador, projetado a partir de um modelo linear, ndo é capaz de
controlar o sistema real. Para poder solucionar este tipo de problema foram
desenvolvidas técnicas de controle que sdo capazes de considerar as nao
linearidades do sistema (SLOTINE et al., 1991). Uma delas é o controlador da
Equacéo de Riccati Dependente do Estado (CIMEN, 2008, 2012; MRACEK et
al., 1998)(SDRE, do inglés State Dependent Riccati Equation). O SDRE € uma
adaptacdo do Regulador Quadratico Linear (KWAKERNAAK et al., 1972, cap.

3)(LQR, do inglés Linear Quadratic Regulator) para sistemas néo lineares.
1.1. Motivacao

O ajuste do controlador SDRE é feito mediante duas matrizes peso que estdo
associadas diretamente aos estados e o sinal de controle (KATSEV, 2006).
Essa regulagem é de extrema importancia, pois é a escolha correta dos pesos
(.,e. termos das matrizes peso) que garante a estabilidade e o bom
desempenho do sistema. Para alguns controladores existem técnicas que
permitem regular os pesos de maneira sistematica; por exemplo, técnicas de
auto-regulagem do controle Proporcional Integral Derivativo (McCORMACK et
al., 1998) como os métodos de Ziegler-Nichols (ZIEGLER et al., 1942). Os
pesos do SDRE podem ser inicialmente escolhidos com a regra de Bryson
(BRYSON et al., 1975) mas isso é geralmente s6 o ponto inicial de um
processo de tentativa e erro para obter o desempenho desejado (HESPANHA,
2005, p. 7). Além disso, ndo é garantido que os pesos escolhidos fornecam um

desempenho o6timo, sempre fica a duvida de saber se nédo existe outra
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combinagcdo de pesos que permitiria um melhor desempenho. Assim, para
evitar o método de tentativa e erro, este trabalho quer propor um método mais
sistematico para obter os pesos do controlador SDRE que otimizem o

desempenho do sistema.
1.2. Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é estudar as possibilidades de ajuste do
controlador SDRE, um controlador LQR “generalizado” tendo a vantagem de
poder considerar as ndo linearidades do modelo, para mostrar que o ajuste
dele é mais flexivel do que o do LQR e que isso permite obter um melhor
desempenho. Para aplicar o controle SDRE, pretende-se desenvolver um
modelo matematico nédo linear da dinamica de um braco robdtico rotativo rigido-
flexivel sobre o qual é realizado o controle da posi¢édo angular. O braco roboético

€ uma haste flexivel acoplada a um servomotor que gira no plano horizontal.

Na modelagem matemaética da viga, esta é considerada do tipo Euler-Bernoulli,
0s modos de vibracdo sdo modelados usando o método dos modos assumidos
(JUNKINS et al., 1993), o amortecimento estrutural segue a teoria de Rayleigh
(WILSON, 1996) e as néo linearidades séo de primeira ordem (SAAD et al.,
2012). Para validar este modelo matemético, os resultados de simulagdo
computacional em malha aberta sdo comparados com o0s resultados

experimentais do sistema real: o dispositivo FlexGage da Quanser®.

O controlador SDRE tem dois objetivos de controle: primeiro ele precisa
controlar a posi¢cdo angular do braco robético e segundo, ele precisa minimizar
o deslocamento flexivel da haste; assim, trata-se de controle multiobjetivo. Para
realizar o melhor controle possivel, i.e., aquele que otimiza os dois objetivos de
desempenho (BOYD et al., 1991), deve ser estudado qual é a influéncia dos
pesos (i.e. termos das matrizes peso) do controlador SDRE sobre o
desempenho do sistema. Entretanto, como tem-se varios objetivos de
desempenho, existem varios conjuntos de pesos fornecendo um desempenho
otimo: eles formam a fronteira de Pareto (PARETO, 1971). Um dos objetivos é

identificar a fronteira de Pareto do sistema controlado para saber qual é o
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melhor desempenho que o sistema de controle permite atingir. Uma vez a
fronteira de Pareto identificada, pretende-se identificar uma maneira de calcular
as matrizes peso do controlador SDRE que permitem obter um desempenho
otimo (na fronteira de Pareto) escolhendo apenas o desempenho desejado. O
altimo objetivo € mostrar que € possivel melhorar o desempenho do sistema

utilizando matrizes peso dependentes do valor do estado do sistema.

Portanto, os objetivos deste trabalho podem ser resumidos como segue: (1)
desenvolver o modelo matematico do braco robatico rotativo rigido-flexivel, (2)
desenvolver o controlador SDRE, (3) identificar a fronteira de Pareto do sistema
controlado via SDRE, (4) obter uma lei que permite calcular as matrizes peso
com base nos objetivos de desempenho, (5) melhorar o desempenho do SDRE
usando uma matriz peso dependente do estado, (6) verificar que o
desempenho obtido com controle SDRE € melhor do que aquele obtido com
controle LQR.

1.3. Contribuicao principal

A contribuicdo principal deste trabalho € propor uma metodologia sisteméatica
para a selecdo dos termos das matrizes peso do controlador SDRE de forma
que o controlador formado otimize o desempenho do sistema controlado. Com
esta metodologia o projetista escolhe unicamente quais sao os critérios de
desempenho que ele considera. Assim, a escolha dificil dos valores numéricos
das matrizes peso passa a ser unicamente uma escolha de critérios de

desempenho.
1.4. Breve revisdao bibliografica

Existem muitos trabalhos na literatura tratando da modelagem.de estruturas
rigido-flexiveis. Mesmo se a grande maioria dos trabalhos n&do considerar as
nao linearidades e desprezar todos os termos néo lineares, Saad et al. (2012)
propde uma modelagem nao linear de um braco robatico rotativo rigido flexivel.

O modelo que ele apresenta € relativamente genérico, pois ele considera a



rotacdo do bragco em um plano qualquer (efeito da gravidade) e considera uma
massa na ponta (carga util).

Castro (2005) prop6e dois modelo do braco robético do dispositivo FlexGage
da Quanser®: o modelo massa-mola e o0 modelo dos modos assumidos. Neste

estudo ele aplica o controle LQR e LQG experimentalmente.

Mainenti-Lopes (2008) determina os ganhos de controle de uma lei do tipo
proporcional derivativo (PD) visando a controlar a atitude de um satélite rigido-
flexivel aplicando o método de Otimizacdo Extrema Generalizada (GEO) para
obter o controlador que otimize o tempo de estabilizacdo do sistema e a

energia necessaria para realizar a manobra.

No seu estudo, SHAWKY et al. (2007) aplica as técnicas de controle SDRE e

H,, para controlar um bracgo robotico rotativo rigido-flexivel.

A técnica de controle SDRE é relativamente recente (MRACEK et al., 1998;
PARRISH et al., 1997) e é ainda o assunto de muitas pesquisas. O estado da

arte desta técnica se encontra nos artigos de Cimen (2008, 2010, 2012).

Existem também alguns trabalhos relativos a aplicacdo da técnica de controle
SDRE para controlar a atitude de satélite (GONZALES, 2009; PARRISH et al.,
1997).

1.5. Organizacéo da dissertacao

No primeiro capitulo deste trabalho é feita uma breve introdugcdo sobre o
problema do controle SDRE para sistemas nao lineares, apresentando algumas
referéncias bibliograficas importantes. Depois, sdo apresentadas as motivacdes

que levaram a realizagdo deste trabalho assim como os objetivos do estudo.

No segundo capitulo € desenvolvido um modelo nao linear de um brago
robatico rigido-flexivel girando no plano horizontal. As equac¢des do movimento
sdo desenvolvidas usando o formalismo lagrangiano. A modelagem é baseada
no método dos modos assumidos e o amortecimento estrutural &€ modelado

com o método de Rayleigh.



No terceiro capitulo é estudado e desenvolvido o controlador SDRE. Assim,
primeiro € apresentado as bases tedricas do controle SDRE, é realizada a
parametrizacdo das equacdes do modelo do braco robdtico para obter o
formato matricial proprio a aplicacédo do controle SDRE e por ultimo estuda-se a
influéncia e a forma das matrizes peso utilizadas para regular o controlador
SDRE.

O quarto capitulo apresenta os resultados dos diferentes estudos realizados
nesta dissertacdo. Primeiro, no inicio do capitulo, sdo identificados quais sdo
0S objetivos de controle e aborda-se brevemente os conceitos de otimizacéo
multiobjetivo e de fronteira de Pareto aplicando-os ao caso do controlador
SDRE. Em seguida, sdo apresentados os resultados da influéncia de cada
peso das matrizes peso do SDRE. Analisando essas influéncias € obtida uma
lei para obter uma matriz peso dependente dos estados. Em outra sec¢do, €
construido o mapa de desempenho do sistema controlado por SDRE e
identificada sua fronteira de Pareto; a analise deste mapa leva a construcéo de
uma lei permitindo calcular as matrizes peso que fornecem os desempenhos
otimos da fronteira de Pareto em funcdo do desempenho desejado. Por ultimo
€ apresentado a comparacdo dos desempenhos obtidos com os controladores
SDRE e LQR.

Por fim, no quinto capitulo, € apresentada a conclusdo final do trabalho,

incluindo ideias para futuros trabalhos que deem continuidade ao atual.






2 MODELAGEM

O sistema estudado é o dispositivo FlexGage da Quanser®: um brago robdético
rotativo rigido-flexivel com um grau de liberdade em rotacdo. Esse dispositivo €

representado na Figura 2.1

Figura 2.1 - O dispositivo FlexGage: um brago robético rotativo rigido-flexivel.

Figura 2.2 — Representacdo esquemdtica do sistema brago robdtico rotativo rigido-
flexivel.

A rotacdo do motor desse dispositivo induz dois movimentos; primeiro, a
rotacéo da haste flexivel no plano horizontal: € o movimento rigido, segundo, a
deflexdo da haste flexivel induzida pelo movimento rigido: € o movimento
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flexivel. A Figura 2.2 representa esses movimentos de maneira esquematica.
U,, e I} sdo respetivamente a tensdo de alimentacdo do motor e o torque do
motor aplicado a viga. 6 é o angulo de rotacdo do motor, y é a deflexdo da viga

e a é a deflexdo angular.

Nesta secdo € apresentado primeiro 0 método dos modos assumidos (secdo
2.1) que permite calcular as equac¢des do movimento da haste flexivel (secéo
2.2). Depois, realiza-se a modelagem do motor (secdo 2.3). Em seguida,
juntam-se os modelos do motor e da viga para obter o0 modelo completo do
braco robdtico rotativo rigido-flexivel (secdo 2.4). Depois, adiciona-se
amortecimento estrutural ao modelo usando a teoria de Rayleigh (secéo 2.5).
Por dltimo, realiza-se a validacdo do modelo completo comparando o
comportamento do modelo matematico com o comportamento da simulacao

experimental (segéo 2.6).
2.1. Método dos modos assumidos

Nesse trabalho, considera-se uma viga flexivel nas condi¢des de Euler-
Bernouilli (HAN et al., 1999):

1. O formato da viga é um prisma reto, cujo comprimento € muito maior do

gue as outras dimensoes.
2. O angulo de rotacdo (deformacéo elastica) € muito pequeno.
3. Aviga é constituida de material homogéneo.
4. A viga é constituida de um material linearmente elastico.

5. A deformacao transversal em relacdo a direcdo longitudinal de aplicacdo

da carga €é considerada nula (i.e. o Coeficiente de Poisson é

desprezivel).

6. A secao transversal é simétrica em relacdo ao plano vertical, de forma

gue a linha neutra esta contida nele.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Coeficiente_de_Poisson
http://pt.wikipedia.org/wiki/Linha_neutra

7. Planos perpendiculares a linha neutra permanecem planos e

perpendiculares depois da deformagao.
8. Os efeitos do momento de inércia de rotacao sdo desprezados.
9. A energia envolvida no cisalhamento é desprezada.
2.1.1. Equacéao geral de uma viga uniforme em vibragé&o transversal

Para modelar o deslocamento flexivel y(x,t) pode-se analisar quais sdo as
forcas que atuam em um elemento infinitesimal dx da viga. A Figura 2.3

representa essas forgas.

Q(x + dx)
M(x + dx)
y(x + dx)
y(x)
z | X

Q(x)

Figura 2.3 — Representacdo das forgas atuando sobre um elemento infinitesimal da
viga.

Na Figura 2.3, Q € a forca de cisalhamento e M é o momento fletor. E bom

lembrar uma das propriedades do célculo diferencial: seja uma funcéo f: R - R

continua e derivavel em R entdo Vx € R
df _fle+dx) - f(x)

freg =00 = T (2.1)



http://pt.wikipedia.org/wiki/Cisalhamento

Segundo a segunda lei de Newton, a resultante das forgcas aplicadas no
elemento dx é igual ao produto massa/aceleracdo desse elemento. Aplicando

essa lei em projecao no eixo Y obtém-se a equacao seguinte:

0%y
Q(x) —Q(x+dx) = —pdxm (2.2)

Em seguida, usando a Equacao (2.1) pode-se deduzir que

0Q 9%y
9Q _ 2.3
ox P oz 23)

Também, a equagéo dos torques segundo 0 eixo Z, no ponto x + dx é:
M(x+dx)—M(x)—Q(x)dx =0 (2.4)

Usando outra vez a propriedade do calculo diferencial Equacgéo (2.1) obtém-se

oM
ox

Q (2.5)

Conclui-se combinando Equacao (2.3) e Equacéao (2.5) que

0*M %y

_ 0 2.6
ax2 Pz (26)

O momento fletor pode ser descrito também em funcéo da rigidez K, da viga:

K, = EI, 2.7)

A rigidez é definida como o produto do modulo de Young E (propriedade do
material) e do momento de inércia da secdo I (funcdo das caracteristicas
geométricas da viga). Para uma viga prismatica de espessura e, largura h e
comprimento L, o momento de inércia da secdo no eixo Z da rotacdo do brago
é

he3

=— 2.8
L= 28)
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e o0 momento fletor é dado por

%y

- (2.9)

M = —EI,

Combinando as Equacfes (2.6) e (2.9) obtém-se a equacao geral de uma viga

uniforme em vibracao transversal:

a* K
y P9y

LA A 2.1
ox*  EI, 0t? (2.10)
2.1.2. Solucao da equacéao de vibragéo

Uma maneira classica de resolver a Equacgéo (2.10) é procurar uma solugéo y

gue seja o produto de uma funcéo temporal q e de uma fungéo do espaco o:

y(x,t) = P(x)q(t) (2.11)

Adotando essa forma para y, a Equacédo (2.10) pode se reescrever como

d*d(x) P

d?q(t)
ot 1Ot g

-5 =0 (2.12)

D (x)

ou ainda

1 d*o(x) p 1 d*q®)
®(x) dx* = ElLq(t) dt? (2.13)
() F16)

Como f é funcédo somente do espaco x e g é fungcdo somente do tempo ¢, a

Unica maneira de ter essa igualdade V(x,t) € R? é que

1 d*o(x)
D) dx*
p 1 d%qt) _
\ ELq(t) dtz ~

IKER/ { (2.14)

ou, reorganizando os termos
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{ d*d(x)

Kb () = 0
IKER/ {dzq(t) E, (2.15)
kw"‘ 7‘1(15)—

A Equacdo (2.15) apresenta um sistema de duas equacOes diferenciais

lineares independentes. As solugdes s&o conhecidas e sao da forma:

®(x) = Acos Bx + Bsinfx + C cosh fx + D sinh fx

5
3(4,B,C,D,B) € R /{ PR (2.16)
q(t) = E coswt + F sinwt
3(E,F,w) € R3/ , KEI, (2.17)

w
p

onde w € a pulsacdo temporal chamada de frequéncia natural de vibracdo e
€ a pulsacéo espacial. Usando as Equacbes (2.16) e (2.17), pode-se deduzir

uma relacéo entre essas duas frequéncias:

_pw?

2.18
EL (2.18)

B4

Uma vez conhecida a forma de & e de g, precisam-se determinar as

constantes A,B,C, D, E, F e § para caracterizar totalmente y(x,t).
2.1.3. Condigdes iniciais e condi¢gdes de contorno

As constantes E e F da Equacédo (2.17) dependem das condi¢@es iniciais do
movimento. Elas podem ser determinadas sabendo o deslocamento flexivel

inicial y(L,0) e a velocidade de deslocamento flexivel inicial y'(L, 0).

As constantes A,B,C e D da Equacdo (2.18) dependem das condi¢cbes de
contorno fisicas, ou seja, das condi¢cdes nas extremidades do bragco. Aqui a
viga é fixa em x =0, assim ndo existe deslocamento flexivel em posicéo e

angulo nessa extremidade. Matematicamente isso €

y(0,t) =0 a(0,t) =0 (2.19)

12



A relacéo entre a deflexdo y e a deflexdo angular a € de forma:

a(x,t) = g—i} (2.20)

Na outra extremidade, em x = L a viga € livre de qualquer esfor¢o ou torque;

matematicamente:

MLD=0 QUL1=0 (2.21)

Os resultados das Equacdes (2.5), (2.9) e (2.20) sdo resumidos na tabela

seguinte:

Tabela 2-1 - A deflexao e as suas derivadas

G ol derlvagao et Nome Simbolo Formula
deflexéo y

0 Deflex&o / Deslocamento flexivel y y
x dy
1 Deflexdo angular a =
0x

0%y

2 Momento fletor M —El,—=

dx?

. a3y

3 Forga de cisalhamento Q —EI, 3

X

Usando essa tabela podem-se reescrever as condicfes de contorno das

Equacoes (2.19) e (2.21) em funcao de y:

0
(0,£) = 0 %(o, =0
ﬁ(l,,t)=0 ﬁ(l,,t)=0

Como essas condi¢Ges sdo validas para vt € R*, usando a Equacéo (2.11)
obtém-se essas condi¢cdes em funcdo da funcdo de forma. Adotando a notagéo
®'(x) = d®/dx, obtém-se

13



{CD(O) =0 &'0)=0 (2,29

P'(L)=0 " (L)=0

Agora se podem usar essas condi¢cdes diretamente na solucédo da equacéao de

vibracéo Equacéao (2.16):

A+C=0

B+D=0
—AcosBL—BsinBL+ CcoshfL+ DsinhfL=0
AsinfL — Bcos fL + C sinh L + D cosh L =0

(2.24)

Injetando as duas primeiras nas duas segundas, obtém-se um sistema de duas
equacBes com duas variaveis. Para simplificar este calculo adota-se a notacéo
¢ =cosfL,s =sinfL,ch = coshfL e sh = sinh BL;

Clc+ch)+D(s+sh)=0
{C(—s +sh)+D(c+ch)=0 (2.25)
que da forma matricial €
c+ch s+shl[C1_10
[—s +sh c+ ch] [D] - [0] (2.26)
Esse sistema tem uma solucéo {C, D} ndo nula se e somente se
c+ch s+sh]_
det [—s +sh c+ ch] =0 (2.27)

Apoés alguns célculos basicos apresentados na Equacéo (2.28), esse sistema

se reduz a um sistema de uma equacao s6: Equacéao (2.29).

(c+ch)(c+ch)—(—s+sh)(s+sh)=0

c?+ch?+2cch— (—s?+sh?) =0 (2.28)
c?+ 52+ ch?—5sh?>+2cch=0
1 1
1+ cosfLcoshfL =0 (2.29)

14



A Equacédo (2.29) € chamada de equacdo caracteristica, ela tem um namero
infinito de solugcbes. As solugbes dessa equagdo podem ser calculadas

numericamente e sao tabeladas.

Tabela 2-2 - Primeiras solucdes da equacao caracteristica de uma viga livre-presa

Modo i 1 2 3 4 5 6 7
Solucgéo
8 1.875104 | 4.694091 | 7.854757 | 10.99554 | 14.13717 | 17.27876 | 20.42035
i

A Tabela 2-2 apresenta as sete primeiras solu¢bes da equacéo caracteristica

Equacéo (2.29) da viga em oscilacdes livres.

Para concluir basta reescrever @ usando as constates determinadas. Define-se

a constante ¢ como:

_ sinpL + sinh BL
°= cos SL + cosh L

(2.30)

Usando a Equacao (2.30) e a primeira equacao do sistema de Equacdes (2.25)

tem-se que C = —oD. Assim o sistema de Equacgdes (2.24) é equivalente a

A=—-C=o0cD
B=-D
C=-0oD

1+ cosfLcoshBL =0

(2.31)

Assim a expressdo da funcdo de forma Equacédo (2.16) pode ser escrita

eliminando as constantes determinadas:

®(x) = oD cos fx — D sin fx — oD cosh fx + D sinh fx (2.32)

Fatorando a Equacéo (2.32) obtém-se

D(x) = D(sinh Bx — sin Bx + o(cos Bx — cosh ,B’x)) (2.33)

Assim, pode-se concluir que as solucdes para a equagao diferencial Equagéo
(2.16) sao, Vi € N:
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D;(x) = Di(sinh Bix — sin B;x + o;(cos Bix — cosh ,B’l-x)) (2.34)

Os coeficientes D; da Equacao (2.34) sao geralmente escolhidos seguindo um
método de normalizacdo. Na prética, essa normalizacdo € geralmente feita de
maneira a respeitar a condicdo de ortogonalidade dos modos (HAN et al.,

1999) conforme

L
v(i,j) € Nz,f @;(x)P;(x)dx = &; (2.35)
0

onde &;; € o simbolo de Kronecker (se i=j §;;=1, se i#j §;;=0).
Introduzindo a Equacéo (2.34) nessa condicdo de ortogonalidade dos modos

obtém-se o valor da ultima constante ainda ndo determinada:

1
D

\/foL(Sinh pix — sin f;x + o;(cos B;x — cosh ﬁix))z dx (2.36)

Na Equacgéo (2.36), nota-se que o valor da constante D; depende unicamente

do comprimento da viga L.

A Figura 2.4 apresenta as cinco primeiras funcdes de forma normalizadas para
uma viga de comprimento L = 41,9 [cm] (tamanho da viga do experimento

apresentado na introducgéo do capitulo 2).
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Figura 2.4 - Cinco primeiras fungbes de forma normalizadas de tal forma que os
modos sejam ortogonais para uma viga de 41,9 cm

A Equacéo (2.11) permite calcular o deslocamento flexivel, porém, conforme a
Equacédo (2.34) sabe-se que existe um namero infinito de funcdes de forma &.
A técnica dos modos assumidos (JUNKINS et al., 1993) consiste em assumir
que o deslocamento flexivel € uma combinacéo linear dos diferentes produtos

funcdo de forma x modos:

CHEDINOTAG (2.37)
i=1

2.2. Equagédo do movimento da viga

Seja uma viga de comprimento L, densidade linear p, modulo de Young E e
momento de inércia da secédo I, rigidamente embutida a uma distancia r do
eixo de saida do um moto-redutor. A inércia de rotacdo equivalente do conjunto

moto-redutor ao redor do eixo Zy € J, ¢q-

A Figura 2.5 representa de maneira esquematica a viga em rotacdo quando um
torque I; (I do inglés load significando carga) € aplicado no eixo de saida do
moto-redutor. A posicdo angular da viga 8 e o deslocamento flexivel de um

ponto da viga y sdo também representados na Figura 2.5.
17



Motor: 7, [ eq

Figura 2.5 — Representacao esquematica do braco robético rotativo rigido-flexivel com
0S parametros e as variaveis usados na modelagem matematica.

Para obter as equacdes do movimento usa-se a abordagem Lagrangiana; para

isso precisam calcular primeiro as energias cinéticas e potenciais do sistema.
2.2.1. Cinematica

Seja P um ponto da viga. No referencial da viga R(X,Y, Z) as coordenadas de P

sao definidas como:

y (2.38)

A velocidade desse ponto € a derivada da posicdo com relacdo ao referencial
inercial Ry (X, Yo, Zo)-

_dop

Vp = 7 2, (239)

Isso pode ser calculado usando o teorema de transformacao:
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dOP] —dOP] + OQz/n. X OP| 2.40
dt lg, ~ dt lg R/ R (2.40)

Assim

x 0
vp=|y| +lo| x| y (2.41)
0 ]

R R 0 R

Neste estudo, segundo as hipdteses Euler Bernoulli adotadas, a viga €
considerada inextensivel, i.e., x =0. Isso permite concluir que o vetor

velocidade em P é

VP = (r+x)6+y (2.42)
0 R

2.2.2. Energias cinética e potencial

Neste sistema, a producdo de energia cinética T € devida ao movimento da

viga flexivel e a rotacao do motor:

T =T, +T, (2.43)

A energia cinética do moto-redutor T,, € determinada em funcdo da inércia

equivalente do moto-redutor calculado no eixo de saida, /.4, € da velocidade

de rotacéo 6:

1 .
T = E]m,quz (2.44)

A energia cinética T, (b do inglés beam significando viga) do braco é:

L

T, = —pf vivp dx (2.45)
2 0

Considerando a expressdo da velocidade estabelecida na Equacdo (2.42)

obtém-se:
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1 L. ) 2
T, =§pf0 y262 + ((r +200 + ) dx (2.46)

Assim a energia cinética total &

L

1 o1 L. L _
Tzzjm,eqez +—p(f y26? dx+f y? dx+f (r +x)2602% dx
0 0

2 0
L . (2.47)

+ 2] (r+ x)93'/dx>

0
Fatorando essa expresséo chega-se a
1. 1 L . (F
T = 592 <]m,eq +§p((r +0L)3-r3+ pj y? dx) +p9f (r+x)ydx

0 ° (2.48)

1 L
+—pf y2dx
2 0

Por outro lado, a energia potencial V de um corpo se deformando é dada por

1 L
V= —Elzf y'"? dx (2.49)
2 0

Agora, precisam-se explicitar essas energias em funcdo de x e t. Para isso
utiliza-se a teoria dos modos assumidos (veja secdo 2.1). Na pratica, como 0s
modos altos sdo de amplitude pequena, pode-se limitar a um namero finito de

modos n, assim a Equacéo (2.37) é equivalente a

Y0 = ) @:(0a:(0) (2:50)
i=1

De maneira mais compacta com ® =[®; .. ®,]T e g=[901 -~ q]" a

Equacéao (2.50) pode-se escrever

y(x,t) = @ (x)q(t) = q" () P(1) (2.51)

Nota-se que se usa 0 negrito para diferenciar os vetores e matrizes dos

escalares. Para simplificar as notagbes daqui para frente, as referencias aos
20



vetores de fungcbes de forma e dos modos sédo feitas sem a variavel
correspondente (i.e. ® = ®(x) e q = q(t)) Dessa forma podem-se deduzir

outras férmulas Uteis para o desenvolvimento futuro:

y? =q'o0"q
y=o'¢g=q"®
y2 =q"ddTq (2.52)

yr/ — d)IITq — qu)n
yllz — qT(D”(D”Tq

Usando as férmulas da Equacao (2.52), podem-se reescrever as energias das

Equacobes (2.48) e (2.49) em funcao dos vetores de funcdes de forma e modos.

1. 1 L
T =56 <]m,eq +3p(0r+1)° =73 + pf q"e®"q dx>
L L (2.53)
+ pej (r + x)®Tqdx + pr qTe®Tqdx
0 0

1 L
V=5El f q"®"d"Tqdx (2.54)
0

Para simplificar essas expressdes, adotam-se as notacées

1
Jeq = Jmeq T §p((7‘ +L)* —13) (2.55)
L
M, ;= pf (r+x)®dx (2.56)
0
L
Mgy = pf o7 dx (2.57)
0
L
Kfr =El, fo @"®"T dx (2.58)

sendo os indices: eq para equivalente, r para rigido e f para flexivel. Aplicando
essas notacoes, as Equacdes (2.53) e (2.54) se tornam

1, o1 _
T = EGZUE‘I +q"Mgpq) + OM] G + EqTMffq (2.59)
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1
V=2 a"Kyq (2.60)

Percebe-se que a expressao de M, da Equacao (2.57) pode ser simplificada
usando a propriedade de ortogonalidade dos modos da Equacgéao (2.35)

L cbl]_ q)‘l’lq)l

dx = pl, (2.61)

L
Mﬁ=[4ﬂ¢¢uh=pf ; :
0 0 [@,0; .. Dy

onde I,, é a matriz unidade de ordem n.

2.2.3. Formulacao Lagrangiana

Seja L a fun¢éo Lagrangiana definida por

L=T-V (2.62)

onde T é a energia cinética calculada na Equacdo (2.59) e V é a energia
potencial da Equacdo (2.60) As equacbes de Lagrange em funcdo das

coordenadas generalizadas p; podem ser deduzidas usando

d(aL) oL _r vie[on] (2.63)

de\op,) op;

Aqui as coordenadas generalizadas séo: p, = 6, 0 modo rigido do movimento e
[p1, -Pn] = [91,--qn] 0S modos flexiveis. F; sdo as forcas generalizadas
externas ao sistema. Como a energia potencial V (Equacgédo (2.54)) né&o
depende de derivadas de coordenadas generalizadas p,, a Equacdo (2.63)
pode ser simplificada:

dor 9T oV _

- +—=F, Viel[0,n] 2.64
aop, ap T N (2.64)

Antes de chegar as equagfes de Lagrange fatoradas, alguns calculos precisam
ser feitos; primeiro, em funcdo da primeira coordenada generalizada, o0 modo
rigido 6, depois, em funcéo das outras coordenadas generalizadas, os modos

de vibragéo q.

22



2.2.3.1. Equacéao de Lagrange do modo rigido

A equacdo de Lagrange em relacdo ao modo rigido 6 é obtida usando a

Equacéo (2.64) em funcéo das coordenadas generalizadas 6:

49T oT ov
9T _ov _ 2.65
496 o0 g o OER (2.65)

Derivar a Equacéo (2.59) em funcdo de 6 permite obter

or .
Pl 0(Jeq + 4" Mprq) + M7 ;q (2.66)

Agora, derivando a Equacéo (2.66) em relacdo ao tempo, chega-se ao primeiro

termo da Equacéao (2.65):

doT . . . 3
Ty 6(Jeq +a"Mysrq) + 209" Mppq + M7 £ (2.67)

Por outro lado, como a energia cinética T (Equacdo (2.59)) e a energia

potencial V (Equacéo (2.60)) ndo dependem de 8 tem-se

oT _ v

9r _ A 2.68
5 0 5 0 (2.68)

O torque do moto-redutor I, aplicado na viga € a unica forca externa
considerada. Como ela age no eixo Z, eixo da rotacdo 6, ela deve ser
considerada na primeira equacdo de Lagrange, pelo que Fy =TI;. Por ultimo,
usando os resultados das Equacdes (2.67) e (2.68) obtém-se a primeira
equacao de Lagrange, Equacédo (2.65), em relacdo a coordenada generalizada
0:

é(]eq + qTMff(I) + 29qTMffq + szq = Fl (269)

Nota-se que esta equacado € escalar apesar de estar composta por termos

matriciais e vetoriais.
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2.2.3.2. Equacgdes de Lagrange dos modos flexiveis

As equacOes de Lagrange em relacdo aos modos flexiveis sdo obtidas usando

a Equacao (2.64) em fungéo das coordenadas generalizadas q.

doT aT v _

S T n
263G 3 g~ Fa €W (2.70)

q

Derivar a Equacéao (2.59) em funcéo de q permite obter

oT . ,

Agora, derivando a Equacéo (2.66) em relagédo ao tempo, chega-se ao primeiro

termo da Equacéao (2.70):

d oT

Por fim, considerando as Equacdes (2.59) e (2.60) obtém-se

o _ som av
= 9 Mrr4 aq

Os parametros generalizados q ndo tém contribuicbes externas, pois ndo tem

forcas externas na dire¢do Y, assim F, = 0. Finalmente, usando os resultados
das Equac0bes (2.67) e (2.68) obtém-se as equacbes de Lagrange em relacao

as coordenadas generalizadas q:

Nota-se que esta equacdo € vetorial, ou seja, n equacdes escalares (com n

namero de modos flexiveis considerados).

A Figura 2.6 a seguir apresenta de maneira condensada os resultados desta

secdo, ou seja, o deslocamento flexivel expressado usando os modos
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assumidos e as equacles de Lagrange para as coordenadas generalizadas 6 e

q.
[;
l A T P . r.
v {9 (]ﬁq +q Mﬁq) + ?eq Mspq+ Migg =T,
QMTf+ Mffq — Qszfq + Kffq =0
q A 4
T Modos
y=%oq assumidos
l v
y 7]

Figura 2.6 — Diagrama de blocos da viga.

2.3. Equacéo de funcionamento do motor

Nesta secdo, desenvolve-se a equacdo do funcionamento do motor que
relaciona a tensdo de alimentacdo U,, com a taxa de rotacdo ;. Primeiro,
calcula-se a equacdao elétrica do motor (se¢do Equacao elétrica2.3.1) Depois,
calcula-se a equacao mecanica do motor (secéo 2.3.2). Por ultimo, obtém-se a
relacdo entrada saida do motor juntando as equacdes elétrica e mecanica
(secéo 2.3.3).

A Figura 2.7 representa de maneira esquematica o conjunto motor DC +
redutor e identifica as partes elétrica e mecanica. Todas as constantes e

variaveis aparecendo nesta figura serdo apresentadas nas secdes seguintes.
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Rm Lm
Parte mecanica
o r—v-v-\q—
AYAVAY, , -
Im Im | Qm Ny
+
/
Umn ep = kmQm M= Eixo motor
L7
~/ % y
]m,mm: 3
-0
Parte elétrica
N,
Eixo carga --—----——---1-- t——
N,

Figura 2.7 — Representacédo esquematica do moto-redutor DC.
Fonte: Adaptada do manual SRV02 modeling using QuaRC

2.3.1. Equacao elétrica

Conforme a Figura 2.7, a primeira lei de Kirshoff permite estabelecer a relacéo:

dl
Up = Ryl + Lmd—;" + e, (2.75)

A forca eletromotriz inversa do motor e, (back-emf) é proporcional a taxa de

rotacdo do motor Q,,:

e, = K0, (2.76)

A induténcia L,, < R,,, assim o termo L,dI,/dt da Equacdo (2.75) pode ser

desprezado e obtém-se:

Lp=——7— (2.77)



Por ultimo, sabe-se que a relacdo entre a corrente no motor I,, e o torque do

motor I}, € uma relacdo de proporcionalidade:

L, = nmK.l, (2.78)

onde n,, é a eficiéncia do motor e K; a constante de torque. Assim usando as

Equacdes (2.77) e (2.78) chega-se a

Um - KQO

R (2.79)

L = Kl
2.3.2. Equacao mecanica

A segunda lei de Newton para uma rotacdo em um unico eixo de rotacao é

dQ
r=j— (2.80)

onde I' é o torque resultante, J € a inércia de rotacdo do corpo e () a taxa de
rotagéo. Aplica-se essa lei nos dois eixos de rotagéo diferentes: o eixo do motor

e o0 eixo da carga (Veja Figura 2.7).

Primeiro, a equacao no eixo motor:

aq
L = ]m,mot: d_tm +bmﬂm + T (2.81)

Onde I}, e o torque motor, J,,,,c € 0 momento de inércia do rotor, b,, € 0
coeficiente de friccdo no eixo motor e I,,; 0 torque aplicado pela eixo da carga

sobre o eixo motor.

Depois, aplicando a segunda lei de Newton no eixo da carga chega-se a:

dQ
Fl :]ld_tl + lel (282)
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Como se pode ver na Figura 2.7, o redutor é composto de 4 pinhdes. Além

disso, existe uma reducéo interna K;; no motor. Seja N; o numero de dentes do

pinh&o i, entdo o coeficiente redutor K, total é

N, N,
_ g2l

K =t
7Ny Ny

. (2.83)

De maneira intuitiva, como o motor deve girar K, vezes mais rapidamente do

gue o eixo de saida deduz-se que

Om = Ky (2.84)

Por fim, a engrenagem tem uma eficiéncia n,, isso permite relacionar os

torques em entrada I,;; e saida do redutor I7:

I = Kgnglhn (2.85)

Agora, precisa-se estabelecer a relacdo entre a taxa de rotacdo no eixo da
saida ; em fung&o do torque no eixo do motor I;,. Introduzindo (2.82) na

Equacao (2.85) obtém-se a expressao de I,;:

dq
B Ti d—tl + b€
Kgng

(2.86)

ml

Reescrevendo T, (Equacdo (2.81)) e usando os resultados das Equacgbes
(2.84) e (2.86) chega-se a

dQy
df, IIW + by 287
Fm = ]m,mOtKgE +meg'Ql + W ( ' )
e fatorando por dQ,;/dt e Q;, obtém-se:
) d, 5
Kgngrm = Um,motKg Ng +/0) E + (meg Ng + bl)Q-l (2.88)
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Perceba-se que, na Equacgdo (2.88), aparecem uma inércia e uma friccdo
equivalente do conjunto motor + redutor expressas em relacdo ao eixo da
carga. Essa inercia equivalente ja foi usada na secdo anterior para determinar
a equagao mecanica: é J,, ., (Equacédo (2.44)). Adota-se a notagdo b,, para o
coeficiente de friccdo equivalente do motor. Assim as expressdes da inércia e

da friccdo equivalente séo

]m,eq = ]m,motKang +/i

5 (2.89)
beq = meg ng + bl
Com essas notagodes, a Equacao (2.88) torna-se
doy
Kgngrm = ]m,eq W + beq-Ql (2.90)

2.3.3. Relacéo entrada saida

Para concluir, basta estabelecer a relagdo entrada saida do motor, ou seja, a
relacdo entre a tenséo de alimentacado U,, e a taxa de rotacdo do motor no eixo
da carga Q;. A equacao elétrica (Equacdo (2.79)) estabeleceu uma relacéo
entre I3, e U, enquanto a equacdo mecanica (Equacédo (2.90)) estabeleceu
uma relacao entre I, e ;. Combinando essas duas Equacdes estabelece-se a

relacdo entre U, e (;:

Kgg (Kt’lm R =Jmeq gy + beq Yy (2.91)

Usando a Equacédo (2.84) e reorganizando os termos da Equacdo (2.91)

obtém-se

KtKgngnm d-Ql (KmKtngngnm

Para simplificar as expressdes definem-se as seguintes constantes:
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_ KiKgngtm

m Rm

Beq = KK Cp + beg (2.93)

Nota-se que B, € uma constante de amortecimento considerando a fricgéo

mecanica e as perdas elétricas no moto-redutor. Com as notac¢des da Equacéao
(2.93), a Equacéo (2.92) torna-se

dq,
CmUm = ]m,eq E + Bqul (294)

O de torque no eixo da saida I} pode-se escrever usando a segunda lei de
Newton da Equacédo (2.80) em funcéo da taxa de rotacdo e da inércia no eixo

de saida:

doy
I =]m,qu (2.95)

Assim, pode ser deduzido, combinando as Equacdes (2.94) e (2.95) que
I} = CuUpm — BegYy (2.96)

A Figura 2.8 a seguir resume as relacbes importantes desta secdo 2.3:
estudando as equacdes elétrica e mecéanica do moto-redutor, foi obtida a
relacdo entre a tensdo de alimentacdo do motor U,,, 0 torque em saida do

moto-redutor I; e a taxa de rotacdo no eixo de saida ;.

Nota-se que a taxa de rotacdo no eixo de saida do moto-redutor corresponde a

taxa de rotacdo da viga, i.e., Q, = 6.
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h 4

Motor L =K Un— KnQm
Moto redutor DC Parte elétrica m t’lm R,
|
I =ChU, — Beqﬂl Motor B d !
Parte mecanica Kgngrm - fl,BQE + beqﬂl
Q,
N dQ,
Inercia I :fl,eqﬁ
v
[

Figura 2.8 — Diagrama de blocos do moto-redutor DC detalhando as equagbes
elétricas e mecanicas.

2.4. EquacOes do sistema completo

Na secédo 2.2 foram desenvolvidas as equacdes da dinamica do braco flexivel,
Equacbes (2.69) e (2.74). Na secdo 2.3 a Equacdo (2.96) do motor foi
calculada. Essas equacdes sao resumidas na Figura 2.9 que representa o
sistema completo do braco rotativo flexivel. Nesta secdo precisa-se juntar os
resultados da viga e do motor para obter o modelo matematico do sistema

completo.
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Umn
Sistema completo: Braco rotativo flexivel

W
Moto redutor
DC I =ChUn Beqﬂl
[;
~ 0(Jog+a"Mpq) + 209" Mppq + Mypg =T
q GMTf+Mffii—62Mffq+Kffq:0
v
Modos
_ T
y=2'q assumidos
v v
y o

Figura 2.9 — Representacdo em diagrama de blocos do sistema “brago rotativo rigido-
flexivel” completo.

Injetando a equacédo do motor Equacgéo (2.96) na primeira Equacao (2.69) de
Lagrange e lembrando que (; =6, obtém-se o sistema de equacbes de

Lagrange completo

{é (Jog +a™M;1q) +20q" Mppq + Bogh + My = CnUp 207

. . -2

Esse sistema contém equacbes diferenciais ndo lineares; ele pode ser

colocado no formato matricial como segue:

[]eq+q Mgrq Mrf] [9] [Beq+q Mg 6q" Mff][ ] [ 01n” ]
M| lq —Mffq9 0,1 Kff

- [Onl] Um

F

(2.98)

Conforme a Equacao (2.98), a partir de agora se adotardo as notacdes

seguintes para definir vetores ou matrizes nulos:

0y, =[0 -+ O0]ER" (2.99)
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0,1 =[0 - 0]T€R"

0 .. 0
Opp =|: =~

0 .. 0

€ Rnxn

Perceba-se que a forma da Equacédo (2.98) tem uma forma conhecida: é uma
equacao diferencial de segundo ordem do tipo massa-mola-amortecedor no

formato matricial:

2] [¢] + [?] - P 2100

Para concluir, € importante notar que a Equacao diferencial (2.100) € nao
linear: as matrizes massa M e amortecimento N ndo Sdo matrizes constantes;
elas dependem de q,q e 6 e podem ser separadas em duas matrizes: My/N,

para a parte constante e M,/N, para a parte ndo constante.

M
[ ey e

N=No+Ny(q.906)= "’"

o] [ st 47 o100
nl Onn

Mfqu Onn
2.5. Amortecimento estrutural

O modelo obtido na secao anterior (Equacao (2.98)) ndo é ainda completo: nédo
foi considerada a dissipacdo de energia devida a vibracdo da viga. Uma
maneira simples de modelar esse fendbmeno é usando a teoria de Rayleigh.

2.5.1. Amortecimento de Rayleigh: teoria

Quando uma estrutura vibra, ela dissipa energia. Esse fendmeno é responsavel
do amortecimento das vibragdes. A modelagem dessa dissipagdo de energia
nao é trivial porque ela € baseada nas propriedades fisicas dos materiais da
estrutura real. Muitas vezes, é complicado ou impossivel saber com suficiente
precisao as caracteristicas dos materiais utilizados. Uma maneira mais simples

de modelar essa dissipacéo de energia € usando o amortecimento modal ou de
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Rayleigh que permite esta modelagem sem conhecimento das propriedades do
material, (WILSON, 1996): a matriz de amortecimento & proporcional a matriz
massa e a matriz rigidez. Aqui, para obter o amortecimento estrutural,
considera-se unicamente o deslocamento flexivel, sendo o movimento rigido
considerado nulo, i.e., # = 8 = 8 = 0. Nessas condi¢bes, usando a Equacio

(2.98) pode ser deduzido que:

MypG + Kppq = 01y (2.103)

Lembrando-se que My = pl,, (Equacdo (2.61)), a Equagao (2.103) se torna

.1

Também, voltando a teoria dos modos assumidos e derivando duas vezes a

Equacéo (2.17) para n modos flexiveis obtém-se

vie NP G+ w?q; =0 (2.105)

gue no formato matricial fica como

g+Ww?q =04, (2.106)

onde W? = diag(w?). Por ultimo, identificando as Equacgdes (2.104) e (2.106)

deduz-se que

1 2

Isso significa que a matriz K;; € diagonal e os termos diagonais ky; dessa

matriz sao:

vie NI kel [i] = po? (2.108)

Na Equacdo (2.108) reconhece-se a frequéncia de pulsacdo de um
amortecedor classico massa-mola para cada um dos modos: w; = \/k¢¢[i]/p .
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Para modelar o amortecimento flexivel, um termo de amortecimento Ngs deve

ser adicionado na Equacéo (2.103)

Mg+ Nppq + Kppq = 01 (2.109)

Substituindo as Equacgdes (2.61) e (2.107) na Equacao (2.109) obtém-se

1

Para conservar a condi¢éo de ortogonalidade dos modos, a matriz Nss escrita

na base modal deve ser uma matriz diagonal. Por esse motivo, usa-se uma

representacdo classica massa-mola-amortecedor para cada um dos modos:

vie NP G+ 28 w;4; + w?q; =0 (2.111)

Em seguida, comparando as Equacfes (2.110) e (2.111) identifica-se a forma

que devem ter os termos diagonais nsr da matriz de amortecimento Ny:

vie N nec[i] = 2p&0; (2.112)

Como visto na introducao desta secao 2.5, a modelagem do amortecimento do
tipo Rayleigh supde que a matriz de amortecimento € proporcional as matrizes

massa e rigidez, assim:

Ngs = aMgs + bK ¢ = p(al, + bW?) (2.113)

onde (a, b) € R%. Finalmente, combinando as duas expressées diferentes dos

termos da matriz de amortecimento N¢r que foram encontrados nas Equacdes

(2.112) e (2.113) obtém-se

vie NV 28,0, = a + bw? (2.114)

e isolando ¢,, chega-se a:
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a bwl-
) (2.115)

vi € Nltn] —(
! =P 20 T2

Os coeficientes de amortecimento ¢&; € R[> devem ser escolhidos
empiricamente. Existem métodos empiricos para determinacdo numérica
desses coeficientes (CHOWDHURY et al.,, 2003). Um método classico é
escolher o amortecimento ¢ para o primeiro modo e o Ultimo, o que permite

calcular os coeficientes a e b, resultando:

a ba)1
9= T2
! (2.116)
__a  bon
én = 2w, 2
ou no formato matricial
1 1
—
51] _ 1wy [[a
al=311 |[b] (2.117)
o, “n

n

Assim, para calcular os coeficientes de Rayleigh a e b, basta inverter esta
Equacéo (2.117), obtendo

Wn —wq f
-4 L -
Wyl Wn W1
ou ainda:
( Zwlwn

! a= (wn ) (flwn - fnwl)

2ot (El E_n) (2.119)

b =—
l (wn_w1) Wy W1

Fisicamente, o amortecimento esta diretamente relacionado com o nimero de
periodos necessarios para amortecer totalmente a oscilagdo (WILSON, 1996).

A tabela seguinte apresenta essa relagao:

36



Tabela 2-3 - Interpretacdo fisica do amortecimento em funcdo do nimero de periodo
de oscilacdo necessério para reduzir de um fator 10 as oscilacdes

. . Numero de periodos necessarios para ter
Amortecimento Constante de decaimento Ui EreR EEEr S 6 LT (e 516
em % __2m€ 1

_ Ve _ n(0.10)

S r=e np=———
Inr

1 0.9391 36.64
5 0.7301 7.32
10 0.5318 3.65
20 0.2773 1.79
30 0.1386 1.16
50 0.0266 0.63

Fonte: Adaptada de (WILSON, 1996)

A Tabela 2-3 apresenta as relagbes o amortecimento ¢ e o nUmero de periodos
nr necessarios para que as oscilagdes da viga sejam amortizadas em um fator
10.

Em conclusdo, nesta secdo 2.5 foi visto o método de Rayleigh que permite
calcular o amortecimento das vibracdes devido a dissipacao de energia quando
a estrutura vibra. Foi visto que precisa adicionar ao modelo um termo de
amortecimento Ny proporcional as matrizes de massa Mys e rigidez Ky
(Equacdo (2.113)). Os parametros de proporcionalidade a e b devem ser
calculados via as relacfes da Equacao (2.119). As frequéncias de vibracdes w;
sdo calculadas resolvendo a equacao caracteristica da viga em vibracao
(Equagéao (2.29)) e usando a relacdo entre as frequéncias naturais do sistema,
Equacéo (2.18). Os amortecimentos do primeiro modo &; e do ultimo modo &,
devem ser escolhidos de maneira empirica ajudando-se da Tabela 2-3 que

fornece uma explicacéo fisica do amortecimento em funcéo do seu valor.
2.5.2. Amortecimento de Rayleigh: adicdo ao modelo
Nesta secao o amortecimento do tipo Rayleigh é adicionado ao modelo obtido

na secédo 2.4. Define-se a matriz de amortecimento de Rayleigh N,. como

O1n ] (2.120)

0
Nr = [Onl aMff + bef

Esse termo é adicionado a matriz de amortecimento N da Equagéo (2.102)
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N = [Beq 01n] q"Mrq q"My0 [ 0 O1n
On1 Ounl " |-Mfrq6 0y, 0,1 aMys + DKy (2.121)
No N, N,

A equacéo global da dinamica resultante € a Equacéo (2.98) com a adicao do
termo N, Equacao (2.120):

Mff " —Mffqe aMff + bef q
M (2.122)

o] = Loz

Por fim, adotando a notagédo x = x/p, a Equacao (2.122) da dinamica pode ser

simplificada usando as relacdes das Equacdes (2.61) e (2.107).

]eq + q q M f [9] n % + qTq éqT [9] [ 0 Oln] [9]
M. ¢ I, |lq —qb al, + bW?|14 M 1
K

M ] [ m/p] . N (2.123)

2.6. Validacdo do modelo

Foi desenvolvido um modelo de simulacdo computacional a partir do modelo
matematico da Equacdo (2.122) (ver Figura.B.3 do APENDICE B). Para validar
este modelo de simulacdo computacional, é preciso comparar 0 Seu
comportamento com o comportamento do experimento real FlexGage. Essa
validacdo é feita conferindo a similitude entre as respostas temporais das
simulacées computacional e experimental excitadas pelo mesmo sinal (tenséo
de alimentacdo do motor U,,). Os sensores do experimento FlexGage medem
a posicao angular do braco 6 via um potenciébmetro e o deslocamento flexivel
na ponta do braco y, através um extensdbmetro (strain gage). Essas duas
grandezas séo apresentadas na Figura 2.10 para as simulagbes computacional
e experimental.
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Figura 2.10 - Resultados de simulagdo experimental e computacional do sistema
sujeito a um sinal de entrada combinando degrau, rampa e sinusoidal.

O primeiro gréafico da Figura 2.10 mostra a tensé@o de alimentagéo aplicada nas
simulacgdes. Esse sinal de entrada tem por objetivo representar diferentes tipos
de sinais que podem ser aplicados na realidade: um degrau (controle de
posicdo), uma rampa (controle de velocidade) e uma sinusoidal (sinal
alternativo). O segundo e terceiro grafico da Figura 2.10 mostram
respectivamente: a posi¢do angular do braco 6 e o deslocamento flexivel na

extremidade do bragco y,. Comparando as respostas de simulagcéo
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computacional (azul) e experimental (vermelho), observa-se que a modelagem
do sistema ndo é boa: a posicao final alcancada ndo é a mesma e as
oscilacbes na ponta da viga ndo representam a realidade. Isso acontece
porque alguns parametros sdo desconhecidos ou ndo sdo conhecidos com

suficiente precisdo; esses parametros sao:

O amortecimento equivalente B,, (definido nas Equacbes (2.93) e
(2.89)) e funcdo do amortecimento viscoso do motor b,,. Este valor €

dado na documentacdo do experimento, mas € um valor experimental e

pouco confiavel, pois ele depende muito da montagem do experimento.

¢ O modulo de Young E caracterizando o material da viga do experimento
ndo é conhecido. O valor usado foi reutilizado de outro trabalho que

estudava o mesmo experimento (CASTRO, 2005).

e A inércia equivalente /., pode ser calculada conforme as EquagGes

(2.55) e (A-1), mas o resultado fica muito aproximado.

e Os valores para & e &, precisam ser escolhidos para calcular os

coeficientes de Raleigh a e b conforme a Equagéo (2.119).

Assim, precisam-se realizar alguns ajustes nesses parametros para obter um

modelo matematico fiel a realidade.
2.6.1. Ajuste do modelo matematico

Apds vérias tentativas e erros, chega-se a dois conjuntos de parametros que
permitem uma boa aproximacdo do comportamento real do experimento. A
Tabela 2-4 mostra os valores utilizados inicialmente para obter a Figura 2.10 e
os valores de dois conjuntos de parametro que permitem obter um bom

modelo.

A Figura 2.11 apresenta as respostas de simulagdo computacional usando os

dois conjuntos de parametros definidos na Tabela 2-4.

Tabela 2-4 - Valores dos parametros utilizados para a identificagdo do sistema.
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Conjunto inicial Conjunto 1 Conjunto 2
Jeq 0,00730 0,00813 0,00813
Beq 0.0840 0,0958 0,1520
E 193 .10° 395.10° 322 .10°
& 2 % 1% 6,5 %
[ 20 % 6 % 100 %

200
150 %
100 \

0[]

y, [em]

y, [em]

Hub angular position

Experimental Simulation
Computacional Simulation1 | |
Computacional Simulation 2

r

0 5

10

Beam extremity displacement

15

y, Zoom parat e [0.9,1.7]

T J/
IR/

1 1.2 1.4
t[s]

1.6

10

15

y, Zoom parat e [10,12]

[

A

A

y, [em]

-1.5
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[ 1

10.5

11 115 12
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Figura 2.11 — Comparacao entre a resposta real do sistema e as respostas de dois

modelos com os parametros B4, E, §; € &, diferentes.

O primeiro grafico representa a posicao angular do braco 6, o segundo é o

deslocamento flexivel y; e os dois ultimos, zooms do deslocamento flexivel y,

no inicio e no final do movimento (i. e. quando o bragco comeca a se mover e no

final, quando o braco esté parado e vibrando).
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Pode-se ver que, com o primeiro conjunto de parametros (azul) obtém-se um
deslocamento flexivel muito parecido ao real em quanto o bragco esta se
deslocando, porém o deslocamento flexivel € muito diferente quando o braco
para de se movimentar: este modelo atenua as oscilacdes rapido demais. Nota-
se também que o deslocamento angular do braco esta bem modelado em

qualquer momento do movimento.

Com o segundo conjunto de parametros (verde), acontece o contrario; a
modelagem ndo € boa enquanto o braco esta-se deslocando mas é boa
quando o braco estd parado vibrando. Porém, o deslocamento angular nédo é

bem modelado em nenhum momento do movimento.
2.6.2. Adicdo de amortecimento dinamico

N&o foi possivel achar um conjunto de parametros que modelem bem o
sistema para todas as fases do movimento. Esse fendbmeno pode ser explicado
da seguinte maneira: o amortecimento do sistema é dinamico: ele é diferente
quando o braco se move e quando ele esta parado. Considerando este
fendbmeno, escolheu-se representar os termos de amortecimento como funcéo

linear do médulo da velocidade angular:

Beq = Ber + kBeq|6.|
a=ay+ky|0| (2.124)
b = by + k||

Os coeficientes de proporcionalidade (kBeq,ka, kb) € R3. Essa modelagem para
os coeficientes de Rayleigh é confirmada por (WILSON, 1996) que afirma que o
amortecimento estrutural é geralmente ndo linear e funcdo da amplitude do
deslocamento flexivel (porque é evidente que quando a velocidade angular 6
aumenta o deslocamento flexivel também). Considerando as expressfes da

Equacéo (2.124), a Equacéo (2.122) do sistema pode ser reescrita:
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[C ]eq q Mffq Mrf [9] [ Oln][ ]

F
N [Beqo + ki, 6] + qTMffq quMff ] [ 5 (2.125)
—Myrq0 (ao + ka|6])M s + (Bo + kp|6]) K s
N

Nota-se na (2.125) que a matriz de amortecimento N possui termos nao
lineares a mais. Esse termos podem ser juntados em uma matriz

representando o amortecimento dinamico: Njg| (porque ela depende do valor

absoluto de 6). Assim, N da Equacéao (2.121) é agora:

N =[P Qo] q"Myq qTMffé] A o]
On1 Opnl * [-Mfq6 0y 0n,1 aMgs + DKy
No Ng N,
kBer |9| 04, (2.126)
[ On1  kol6|Mgy +kb|9|Kff]

N,

Os parametros usados para a simulacdo sdo aqueles do segundo conjunto da
Tabela 2-4. Os coeficientes de proporcionalidade para a,b e B,,;, conforme
definidos na Equacao (2.124), que fornecem um bom resultado sédo resumidos
na tabela seguinte:

Tabela 2-5 — Valores dos coeficientes estaticos e dinamicos de amortecimento viscoso
e estrutural.

Valor do parametro quando Coeficiente de
6=0 proporcionalidade a |6|
B, 0,1520 -0,046
a -9,657 6
b 0,0207 -0,00067

A Figura 2.12 apresenta as respostas desse modelo néo linear comparando-as
com as resposta esperadas do experimento real. O resultado € muito melhor do
que qualquer uma das duas respostas da Figura 2.11. Nesta simulacdo com

s

amortecimento dindmico, a resposta da posicdo angular é muito boa e €

parecida aquela com o primeiro conjunto de parametros. Além disso, 0
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deslocamento da ponta da viga é bem representado, seja durante o movimento

ou no final deste, quando a viga esta parada e vibrando.

Hub angular position
200

150 /‘ /
100
0= Real output

50 / e Non-Linear Simulation

or
"

5 10 15

Beam extremity displacement

y, [em]

0 5 10 15

Y, Zoomfort € [0.9, 1.7] Y, Zoom fort € [10, 12]

mwA A A
o\ VVVVY

1 1.2 1.4 1.6 10.5 11 115 12
t[s] t[s]

i

y, [em]

Figura 2.12 — Resposta do sistema ndo linear com o amortecimento Vviscoso e
estrutural funcéo de |6

Pode-se concluir que somente uma modelagem néo linear do sistema permite
modelar de maneira boa o0 experimento real durante todas as etapas do

movimento.

2.6.3. Andlise da influéncia dos termos néo lineares
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Uma anélise dos valores dos coeficientes ndo lineares dos termos M e N da
Equacdo (2.126) permite saber quais destes termos sdo desprezaveis. Para
isto, comparam-se os valores constantes e os valores variaveis dos termos ndo

lineares do modelo para o movimento realizado na Figura 2.12.

Comega-se com o0s termos nao lineares da matriz de massa M que

correspondem a inércia de rotacao.

. M terms ] M
x 10° 00 x 10° a4 Mg
9 1.2
8
1
7
6 0.8
1S —_ T 1S
o 5 q Mﬁq o
=, =, 0.6
<, Jeq o
T ©
£ 3 £ 04
2
0.2
1
0 0
0 5 10 15 0 5 10 15
t[s] t[s]

Figura 2.13 — Comparacao dos termos lineares e ndo lineares relativos a inércia de
rotacdo durante o movimento.

Na Figura 2.13 € possivel ver que o termo de inércia devido aos modos
assumidos é totalmente desprezavel em comparacdo com o valor da inércia
constante: qTMffq K Jeq- Isso pode ser explicado considerando que nas
condicBes de Euler Bernoulli, o deslocamento flexivel y deve ser pequeno. Isto
faz como que os modos g tenham valores pequenos (veja Equacédo (2.51)),

assim, qTMffq de segundo grau em q pode ser desprezado.

Depois, analisam-se os termos néo lineares na matriz de amortecimento N.

Primeiro analisam-se os termos relativos ao amortecimento viscoso da rotacao
do braco, os termos q"M;q, kp.q|6| € B.qo- Os valores destes termos ao longo

do movimento aparecem na Figura 2.14.

45



T
qu terms 4 q Mﬁdq

x 10

0.25 2
g o2 g 15
B ?
£ 0.15F £
< —qTMﬁdq z !
2 ol 2
£ —— Kgeq M6/ < 05
g o005 Beq g
a 0 )
(%) I I 0
> 0 S
o o
(8] (&)
5 005 UA\/AV‘ > 00
> -U.

0.1 -1

0 5 10 15 0 5 10 15
t[s] t[s]

Figura 2.14 — Comparacdo dos termos lineares e ndo lineares relativos o

amortecimento viscoso durante o movimento.

Percebe-se na Figura 2.14 que o termo qTMffq (amortecimento viscoso devido

aos modos assumidos) € muito inferior aos outros dois. A vista disso, ele pode
ser desprezado.

aty=a_+k_*[do| b(t) = b, +k,_ *|de|
15 0.025
a( —b(®

——k_|derdt 0.02 RS K, lderd

NA e e :
AAS

JUAN
NV W T

-10 : : -0.005
0 5 10 15 0 5 10 15

t[s] t[s]

6]

0.01

o

Raigleigh, a
Raigleigh, b

Figura 2.15 — Variacdo dos coeficientes de Rayleigh a e b durante o0 movimento.

Por altimo, analisam-se outros termos néo lineares na matriz de amortecimento
N relativos ao amortecimento de Rayleigh. A Figura 2.15 representa a variacéo
dos coeficientes de Rayleigh a e b durante o movimento. No primeiro grafico se
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observa que a varia bastante, porém, olhando para o segundo grafico percebe-
se que b é quase constante com valor 0,0202. Isso significa que o termo

ky|0|K s pode ser desprezado em frente & bK

Considerando essas duas simplificagbes, a Equacdo (2.125) pode ser

simplificada:

A Fed [ R P [
0p ™™ M, f Mff 0,1 Kff
F
+ [Beqo + Kiqo |6 0q"Myy ] [9] (2.127)
N

Por fim, a Figura 2.16 mostra as respostas do modelo n&o linear completo e do
modelo ndo linear simplificado. Pode-se notar que as diferencas sdo minimas,
mesmo observando as diferencias com uma precisao de 0.5 s (terceiro e quarto
grafico). Pode-se concluir entdo que as simplificacdes feitas na Equacgdo
(2.127) sdo validas. Daqui pra frente, serd utilizado este modelo para

representar o sistema braco robaético rotativo rigido-flexivel.
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Figura 2.16 — Diferengas entre as respostas do modelo n&do linear completo e do
modelo néo linear simplificado.
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3 CONTROLE SDRE

O controle SDRE ou controle da Equacao de Riccati Dependente do Estado (do
inglés “State Dependent Riccati Equation”) € um método de controle 6timo que
permite o design de controladores ndo lineares que consideram as néao
linearidades do sistema. Uma vantagem desse método, além de conservar as
ndo linearidades do sistema, é que ele permite uma grande flexibilidade no

projeto de controle mediante o ajuste das chamadas matrizes peso.

Esse método foi proposto pela primeira vez por (PEARSON, 1962). Porém é so
no fim dos anos 90 que esse problema comecou a ser estudado mais
detalhadamente (MRACEK et al., 1998; PARRISH et al., 1997). Hoje em dia
esse método € ainda o assunto de muitos estudos; Cimen (2008, 2010, 2012)

escreveu resumos muito bons do estado atual da pesquisa sobre esse assunto.

A ideia deste método é fatorar as equacgdes diferenciais do sistema de maneira
a fazer aparecer produtos entre vetores de estado e matrizes dependentes dos
estados. Essa fatoracdo, chamada de parametrizacdo SDC (Coeficientes
Dependentes do Estado, do inglés “State Dependent Coefficient”), permite
colocar o sistema em uma forma pseudo-linear (estrutura linear e conteddo néao

linear).

7

Uma vez que o sistema é colocado em uma forma pseudo-linear, a
minimizacdo de uma funcdo de custo quadratica permite obter um controle
otimo. Como o sistema nao € linear, as matrizes dependem do estado e assim,
variam com o tempo. Por isso, a minimizacao dessa fun¢do de custo quadratica
€ realizada em tempo real, o que permite obter a cada momento um novo

controlador 6timo.

Nesta secdo é feito um resumo rapido dos conceitos tedricos do SDRE.
Primeiro, estuda-se a funcdo de custo quadratica que € minimizada pelo
controlador SDRE (secéo 3.1). Depois, desenvolve-se a equacao algébrica de
Riccati cuja solucdo permite obter o ganho de controle do SDRE (secao 3.2).

Em seguida, realiza-se a fatoracdo SDC do modelo do braco robético obtido na
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secdo 2.4 (secdo 3.3). Por ultimo, estudam-se as matrizes peso do SDRE
(secéo 3.4).

3.1. Funcao de custo quadratica

Uma das contribuicbes mais importantes do controle SDRE € o Regulador
Linear Quadratico (LQR do inglés “Linear Quadratic Regulator’). O LQR
(KWAKERNAAK et al., 1972) é um método que permite obter um controlador

mediante a minimizacdo uma funcéo de custo quadratica da forma:

(00)

1

Jior = > (xTQx + u"Ru)dt (3.1)
to

Onde x = x(t) € R™ é o vetor dos estados (n, € o numero de estados do

sistema), u = u(t) € R™ é o vetor dos sinais de controle (n,, € 0 nimero sinais

de controles do sistema), e Q e R sdo as matrizes peso. Q € R™*™ ¢ uma

matriz semi-definida positiva e R € R™*™ uma matriz e definida positiva. Isso é

equivalente a:

vx e R™"  xT(6)Qx(t) >0

3.2
Vu € R™* uT(t)Ru(t) =0 (3:2)

Em outras palavras, a forma quadratica definida por Q deve ser estritamente

positiva e a forma quadrética definida por R deve ser positiva.
A ideia desta funcédo é chegar a um compromisso entre

e O desempenho do sistema: a matriz peso Q permite regular o “tamanho”
dos estados x.
e A energia necessaria: a matriz peso R permite regular o “tamanho” dos

sinais de controle u.

A abordagem do SDRE é uma extensdo da abordagem LQR: a funcdo de custo
quadratica € a mesma, a Unica diferenca € que as matrizes peso Q e R podem

depender do estado x.
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o

1
JspRre = > (x"Q(x)x + u" R(x)w)dt (3.3)

to

O problema de otimizacao a ser resolvido € o seguinte:

k= f(0) + g(u

3.4
x(to) = xo (34

onde f:R™ - R™ e g:R™ — R™, A primeira equacdo € a definicdo do
comportamento do sistema na forma de um sistema de equagdes diferenciais.
A segunda equacdo sdo as condicdes iniciais do sistema. Essas duas
equacdes sao as restricdes da funcédo de custo da Equacéo (3.3). Resultados
relativos a existéncia da solucao e estabilidade deste problema de otimizacdo
(Equacbes (3.3) e (3.4)) podem ser encontrados em (CIMEN, 2008).

Pode ser aplicada uma fatoracdo/parametrizacdo de maneira a transformar o
sistema da Equacdo (3.4) em uma representacdo com Coeficientes

Dependentes do Estado (SDC do inglés “State Dependent Coeficient”),

x=AXx)x+ B(x)u
(x) (x) (3.5)
x(to) = %o
onde A€ R™ xR™ e B € R"™ x R"™. Detalhes sobre esta parametrizacao

encontram-se na sec¢ao 3.3.
3.2. Equacao SDARE

Resolver o problema de controle 6timo definido nas Equacgbes (3.3) e (3.5) é
equivalente a resolver uma Equacdo Algébrica de Riccati Dependente do
Estado, SDARE do inglés “State Dependent Algebric Riccati Equation”. E desta
equacao que vem o nome de controle SDRE. Nesta secao sdo detalhadas as
etapas a serem realizadas para obter a equagao SDARE.

Usando o principio minimo de Pontryagin (1987), mostra-se que uma condi¢céo

necesséaria a resolucdo deste problema de controle 6timo é que o sinal de
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controle u seja escolhido de tal maneira que a funcdo Hamiltoniana

H: R?™x*t™u 5 R definida como

H(x,u,A) = %(xTQ(x)x +uTR(x)u) + AT (A(x)x + B(x)u) (3.6)

seja minimizada. O vetor A € R™ é chamado de vetor dos co-estados. As
condi¢cdes necessérias para o controle 6timo (CIMEN, 2012; MRACEK et al.,
1998) sao

_O0H _O0H

= = H,=—=-) 3.7
' ou 0 * o ox 4 3.7)

Aplicando essas condi¢cdes a Hamiltoniana da Equacao (3.6) e lembrando que,
para duas matrizes M e N de dimensdes compativeis, (MN)T = NTMT e
(M + N)T = MT + N7, chega-se a

0=R(x)u+BT(x)A (3.8)
i 1.,.0Q 1 _0R . aAT+AT 3 aBuT/1 (3.9
R R PR L M [6x] [ax] '

Nota-se que, para simplificar as expressdes, as matrizes dependentes do
estado como A,B,Q e R estdo escritas sem fazer referéncia ao estado, i.e.,
A(x) = A.

Assumindo o co-estado A da forma A = P(x)x onde P € R™*"x e aplicando
essa forma na primeira condicdo para o controle 6timo da Equacdo (3.8),

obtém-se a lei de controle u:

u(x) = —R~'B"Px (3.10)

Agora, falta achar a expressao de P para poder determinar completamente a lei
de controle 6timo, para isso se usa a segunda condicédo para o controle 6timo
(Equacédo (3.9)(3.8)). Portanto, necessita-se conhecer a expressao do

diferencial do co-estado A:
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A= Px+ Px (3.11)

Para obter a expresséo de x substitui-se a lei de controle da Equacéo (3.10) no

sistema parametrizado da Equacéao (3.5) e chega-se a

x =Ax— BR 'B"Px (3.12)

Substituindo a Equacéo (3.12) na Equacéo (3.11) obtém-se

A= Px+ PAx — PBR'B"Px (3.13)

Por fim, inserindo esse resultado na segunda condi¢cdo para o controle 6timo
(Equagéo (3.9)) e reorganizando os termos, resulta

790Q 1 .0R 2A1" aBu
0,, —Px+2x ax+2u au+x a] Px + |——| Px

(3.14)
+(PA+ATP— PBR'BTP + Q)x

Para que a igualdade da Equacéo (3.14) seja verdadeira para qualquer estado

x do sistema, as duas equac0des seguintes devem ser respeitadas:

0, =PA+A"P—-PBR'B"P+Q (3.15)

1 .0Q 1 ,0R c’)Bu

P il —uT = R (3.16)
0,, Px+2x axx+2u 3 u+x’ ] Px

A Equacdo (3.15) € uma Equacéo Algébrica de Riccati Dependente do Estado
(SDARE). Como A,B,Q e R sao matrizes conhecidas, a resolugdo dessa
equacao permite obter a matriz P(x). Uma vez P conhecido € possivel calcular

0 ganho de controle K conforme a Equacéo (3.10), obtendo

u(x) = —K(x)x

(3.17)
K(x) = R"1(x)BT (x)P(x)

Geralmente, ndo existe solucdo analitica para a Equacéo (3.15) de Riccati; a

solucéo deve ser calculada numericamente.
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Nota-se que na SDARE, Equacéo (3.15), os coeficientes dependem do estado,
assim a solucédo P deve ser calculada em tempo real. A Figura 3.1 resume 0s

passos necessarios para obter a lei de controle u do sistema.

W
Calcularas matrizes SDC Estado x

A(x), B(x), Q(x),R(x)

Sensores

¥
Formar e resolver a SDRE Sistemaa | Condigdes iniciais
P(x)A(x)+ AT (x)P(x) — P(x)B(x)R™'BTP(x) + Q(x) = 0 controlar | %(0), x(0),u(0)

v Atuadores

Calcularo ganho de controle
K(x) = —R'B"P(x) Controle u

.| Calcularo sinal de controle
u(x) = K(x)x

Figura 3.1 — Algoritmo SDRE.

A Figura 3.1 representa o algoritmo SDRE com um diagrama de blocos: os
sensores do sistema fornecem o estado x(t) do sistema no instante t; isso
permite calcular as diferentes matrizes SDC. Com as matrizes SDC
determinadas para o instante t atual, forma-se e resolve-se a SDRE, o0 que
permite obter o sinal de controle u. Por fim, esse sinal de controle é aplicado
nos atuadores do sistema, isso faz como que o sistema troque de estado:
x(t + Asprg), €Sse novo estado é capturado pelos sensores de novo e outro
ciclo de célculo comeca. A frequéncia de realizacdo desse processo 1/Asprg €
limitada pela frequéncia de aquisicdo dos sensores: f,., € pelo tempo de

reacao dos atuadores: Ty, :

1
Asprg = max (Ta ) (3.18)

i
v fsen

Cabe lembrar que calcular o ganho K do controle SDRE resolvendo a Equagéo
(3.15) de Riccati ndo garante que o controle obtido seja Otimo. Para isso
precisa verificar também a Equacédo (3.16) (e assim verificar totalmente a

segunda condicdo de otimizacdo Equacéao (3.14)). A priori, nada assegura que
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a Equacdo (3.16) seja nula também. Porém, assumindo que o sistema e
assintoticamente estavel, i.e., lim;,, x = 0 e lim,,,, u = 0, a Equacédo (3.16) é

verificada de maneira assintética a um ritmo quadratico (MRACEK et al., 1998).

Em conclusdo, como a segunda condicdo de otimizacdo, Equacao (3.14), &
e

verificada unicamente de maneira assintotica, o controle obtido ndo é 6timo

[N

sim, sub-6timo. Isso significa que o desempenho obtido com controle SDRE

perto do desempenho 6timo.
3.3. Parametrizacdo SDC

Na secéo 2.4, as equacOes do movimento do brago robético foram colocadas
no formato matricial. E importante notar que essa parametrizacdo nio é a
Unica; de fato, existe um numero infinito de parametrizacbes quando a

dindmica do sistema é néo linear (CIMEN, 2010).

Nesta secdo, primeiro, generalizando um exemplo ilustrativo, mostra-se
matematicamente como representar as diferentes parametrizacbes dos
Coeficientes Dependentes dos Estados (SDC do inglés “State Dependent
Coeficient”) adicionando varidveis de parametrizacdo. Depois, o modelo do
braco obtido na secdo 2.4 (Equacdo (2.98)) é generalizado adicionando as
variaveis de parametrizacdo. Por Ultimo, estuda-se como varia a

controlabilidade do sistema em fungao das diferentes parametrizacgdes.
3.3.1. Parametrizacao da equacao

Para ilustrar as diferentes parametrizacbes SDC possiveis quando as
equacdes do sistema ndo sao lineares, usa-se um exemplo simples: seja uma
funcdo f: R? - R definida como

(3.19)

f(x1,x2) = 3x1%;

Existem varias maneiras de fatorizar essa expressao, por exemplo:
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O =Bx_0[]] =10 3xl[}]=2x_xul[)] (3.20)

Ay Az A3

Generalizando esse exemplo para o caso multivariavel (mais de um estado),
existem sempre no minimo duas parametrizagdes (4;,4;) € (R™ x R™)? que

satisfazem vVa € R[]

A(X) = aA;(x) + (1 — a)Ay(x) (3.21)

Assim A(x,a) representa a familia das infinitas parametrizacbes SDC
possiveis. Essa ndo unicidade da SDC oferece um grau de liberdade adicional
para o projeto do controlador. A escolha de « € feita de acordo com o sistema a
controlar, lembrando que o sistema deve ficar controlavel, ou seja, a matriz de

controlabilidade €, € R™ x R™*

C,=[B AB .. A™1B] (3.22)
deve ser de posto completo a qualquer instante.
3.3.2. Parametrizacdo SDC do modelo do brago robdético

Na secédo 2.4, as equacgOes de Lagrange (Equacao (2.97)) foram colocadas no
formato matricial (Equacdo (2.98)). Essa representacdo ndo € Unica, alguns
termos podem ser parametrizados da seguinte maneira:
. g [0
qTMffqe =aq [qTMffq 0] [q] + (1 — al)[O qTMffH] [q]
20q"Mspq = a,[2q"Mgrq O] [z] +(1—a)[0 20q"M] [Z] (3.23)

: : 0 . 0
—62M,q = as[-6Mspq 0] [q] +(1—-ay)[0 —62My] [q]
onde a = (a4, a,, a3) € R3. Definido os parametros

Ny; = 2q"Mgfq Ny = —6M
My, = qTMffq 11 q Mgrq 21 rd

Kiz = q"Mgs0 N1z =20q9"Myf Kz = —6*My;

(3.24)
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as EquacgOes de Lagrange (2.97) podem ser colocadas no formato matricial

como segue:

[]eq +a; My MZf [9] + [Beq +ayN;; (1- az)Nu] [9]

M, ¢ Mgr|lg —a3N3y 0 q

G aK ] [9] " [C (3.25)
—a1)R12 _|tm
q B Onl

0
+ U
[Onl Kgr+ (1 —a3)Ks, ] mn

Esse formato é mais genérico do que aquele obtido na Equacéo (2.98) que é
um caso especifico considerando a = [0 0,5 1].

O sistema estudado tem um Unico sinal de controle, a tensdo de alimentacdo
do moto-redutor DC, assim u =u = U,,. O sistema matricial parametrizado

descrito acima pode ser escrito de maneira compacta como:

w2+ w] 0]+ k][] = Fu (3.26)
q q q
O objetivo € colocar esse sistema no formato da Equacao (3.5). Para isso

realizam-se 0s seguintes passos.

Primeiro, multiplicando pelo inverso de M chega-se a

[g] =-M"'N [2] - MK [Z] + M~ 'Fu (3.27)

Depois, define-se o vetor dos estados x como

x=[0 q 6 4] (3.28)

Portanto, a Equacao (3.27) pode ser reescrita na forma SDC da Equacéo (3.5)

9] o

i = q :[ 0r11 Iny 114 +[0n+1><1]u (3.29)
6| =Mk —-M'NI|6| LM'F]
g A q B
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Verifica-se nas Equacdes (3.29) e (2.122) que a matriz A € funcdo dos estados

x e dos coeficientes de parametrizacdo a: A(x, ).
3.3.3. Controlabilidade das diferentes parametrizacbes SDC

Uma regra classica para a selecdo dos coeficientes de parametrizacdo a €
escolher esses parametros de maneira a aumentar a controlabilidade do
sistema (CIMEN, 2010). A controlabilidade do sistema pode ser medida
analisando o valor do det(C,) onde C, é a matriz de controlabilidade definida

na Equacao (3.22): quanto mais alto seja o valor, melhor € a controlabilidade.

O valor det(C,) representativo da controlabilidade do sistema pode ser

calculado em tempo real usando 0s seguintes passos:

1. Primeiro usa-se a Equacao (3.24) para obter M;;,K42,N;1,N12, N1 €
K, em funcéo dos estados 6,6, q e ¢

2. Depois, com a Equacao (3.25) € possivel obter M, N e K em funcéo de
M11,K12,N11,N12,N21 € K>,

3. Em seguida, a Equacéo (3.29) fornece A e B em funcéo de M,N e K

4. Por fim, a Equacéo (3.22) é utilizada para obter €, em funcdo de A e B

A Figura 3.2 é obtida fazendo variar os parametros a; € a3 e deixando a,
constante. Nota-se que, quanto menor € o valor de a;, mais alto é o valor de
det(C,) e, portanto, a controlabilidade do sistema. Por outro lado, quanto maior
€ o valor de a; mais alto é o valor de det(C,), e portanto, a controlabilidade do
sistema. Assim, a melhor controlabilidade se consegue aplicando a; =0 e
a; = 1: valor constante durante todo o movimento (curva vermelha). Nota-se
que, nesta figura a, fica constante porque foi percebido que esse parametro

nao tinha influéncia sobre a controlabilidade do sistema.
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26 Controlabilidade do sistema para oc2=0.5

1.585

1.58 r v_‘ I

N N VRV At
[ 'V \/

1.565 V al:O.S oc3:0.5

1.56

TN

0L1=0 a3=1

det(C_)

t[s]

% 102 Zoom para te[3.5, 5]
1.582 ?—\
1.58
1.576

,\O
L 1574
(0]
© 1572
v ~
1.568 V
1.566
3.5 4 45 5

t[s]

Figura 3.2 — Representacdo da controlabilidade do sistema em fung¢é@o do tempo para
diferentes valores de a; e a; e com a, = 0.5.

E possivel ver que, quando a; é grande, se produzem uns picos de “pior
controlabilidade” nos instantes t =(1, 4, 10) s. Também, quando a; é pequeno,
se produzem uns aumentos de “ndo controlabilidade” centralizados nos
instantes t =(2, 5, 8) s. A Figura 3.3 faz o paralelo entre a controlabilidade e o
comportamento do sistema da Equacgéo (2.127). Percebe-se que os picos de
“pior controlabilidade” de «a; correspondem aos instantes de picos do

deslocamento flexivel y;. Da mesma forma, nota-se que o aumento de “ndo
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controlabilidade” devido a a5 corresponde aos momentos onde o deslocamento

angular do braco 8 se aproxima dos 90°.

107 Controlabilidade do sistema para o =a,=a, = 0.5
1.585 r
1.58 //-I //\\ //\.
~, 1575 |
L
@
o V\ / '\ \
1.565 ' \/
1.56
0 5 10 15
200 4
150 — -2
= €
8, 100 0 .S,
D >‘_|
50— | -r-2
0 -4
0 5 10 15
t[s]
Figura 3.3 — Paralelo entre os instantes de perda de controlabilidade e o

comportamento do sistema.

3.4. Matrizes peso do SDREQ e R

A regulagem do controlador SDRE é feita escolhendo as duas matrizes peso Q
e R definidas na funcéo de custo quadratica a ser minimizada: Nesta secéao,
estuda-se primeiro como escolher os valores das matrizes peso. Depois,
mostra-se um metodo de normalizacdo das matrizes peso que permite obter os
valores iniciais delas em funcdo dos parametros do projeto de controle. Por fim,
evoca-se a possibilidade de usar matrizes peso dependendo do estado x do

sistema para melhorar o desempenho.
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3.4.1. Influéncia das matrizes peso

Na funcédo de custo do SDRE da Equacéo (3.3) aparecem dois termos:

f xTQ(x)xdt e f u’R(x)udt (3.30)
to to
O primeiro termo corresponde a energia dos estados do sistema x que devem
ser controlados, € o termo responsavel do bom desempenho do sistema. O
segundo termo corresponde a energia dos sinais de controle u. O SDRE
pretende minimizar essas duas energias ao mesmo tempo. Assim a escolha
dos valores das matrizes peso Q e R deve chegar a um compromisso entre o
desempenho do sistema e a energia de controle necessaria levando em conta

que:

e Quando R é grande (ou Q pequeno), a forma mais eficiente de diminuir
a funcdo de custo (Equacdo (3.3)) € de usar sinais de controle

u pequenos com estados x grandes.

e Quando Q é grande (ou R pequeno), a forma mais eficiente de diminuir
a funcdo de custo (Equacdo (3.3)) é ter os estados x pequenos com

sinais de controle u grandes.

Resumindo, Q € a matriz de pesos utilizada para penalizar qualquer estado que
toma valores altos e R é a matriz peso utilizada para penalizar os sinais de
controle “grandes”. Considerando este comportamento, podem ser deduzidas
algumas diretrizes uteis. (KATSEV, 2006):

1. Aumentar Q resulta em uma resposta do sistema mais rapida (melhor

desempenho), mas, o custo de controle é maior.

2. Aumentar R resulta em um consumo pequeno de energia para realizar o

controle, mas o desempenho do sistema é prejudicado (tempo de

estabilizacdo alto, por exemplo).
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3. Escolher Q e R com formato de matrizes diagonais garante que a
‘penalidade” sobre cada variavel (estado x ou controle u) seja

independente das outras.

4. Se tiver limitacdes de projeto ou limitagdes fisicas para um estado x ou

controle u, o peso para este parametro deve ser maior do que 0S outros.

Como consequéncia direta destas diretrizes, Bryson (1975) desenvolveu uma
regra para obter os valores das matrizes peso: selecionar Q e R matrizes

diagonais com os termos diagonais definidos como

1 1
Rjj

Qi 5 (3.31)

Maior valor aceitavel para u;

Maior valor aceitavel para x? £

onde i € N[t e j e NIt™l, Essa regra opera como uma normalizacdo das
variaveis da funcdo de custo Equacdo (3.3). E muito Util quando os valores
numeéricos das diferentes variaveis (estados x e controles u) sdo de ordem de
grandeza diferente (HESPANHA, 2005).

3.4.2. Normalizagao das matrizes peso

Como as ordens de grandeza das variaveis (estados x e controles u) da fungao
de custo Equacdo (3.3) podem ser muito diferentes, precisa-se aplicar uma
técnica de normalizacdo para que seja possivel comparar a influéncia de cada
termo das matrizes peso sobre o desempenho do sistema. Por isso aplica-se a
regra de Bryson vista na Equacdo (3.31) usando-se a notacdo Xx; =

Maior valor aceitavel para (x;):

1
|GD?

Q=0Q0Q:=|
|

Qx,
(3.32)

|

[ )

1 )
=1 .
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R=RR, = (3.33)

| (@)’

Desta maneira, as matrizes peso sdo definidas como um produto de duas
matrizes diagonais; primeiro, Q e R, matrizes diagonais de normalizagéo
contendo os valores maximos aceitaveis e segundo, Q, e R,, matrizes

diagonais contendo os termos diagonais Q,, € R,, a serem ajustados pelo

projetista em funcdo do desempenho desejado.

Por fim, para ilustrar o conceito de “maior valor aceitavel” mostram-se alguns

tipos de limitagbes usando exemplos concretos:

¢ Requisito de desempenho do sistema, por exemplo: a temperatura T do

quarto ndo deve ultrapassar 25 °C, i.e., T = 25.

e Limitacdo fisica de um atuador do sistema, por exemplo: a tensédo de

alimentac&o do motor U,, maximal € 15V, i.e., U,, = 15.

¢ Requisito de seguranca do sistema, por exemplo: a velocidade maxima
de movimento em translacdo do braco roboético na direcdo z € de 17

m/s, i.e., V, = 17.

e Limitacdo fisica de um estado do sistema, por exemplo: o limite de
deformacédo elastica da viga ndo deve ser atingido, isso implica uma
deformacéo y, da extremidade da viga maxima aceitavel de 20 cm, i.e.,

y; = 20.
3.4.3. Pesos dependentes do estado

Uma vantagem do controlador SDRE é poder usar matrizes peso Q € R
dependentes do estado x do sistema conforme definido na funcdo de custo do
SDRE (Equacéo (3.3)). Esta flexibilidade adicional aumenta a capacidade do

classico LQR de chegar a um compromisso entre a entrada e os estados. Por
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exemplo, as matrizes peso podem ser escolhidas de tal maneira que quando x
aumenta, Q aumenta e R diminuia; economizando assim energia de controle
perto da origem e garantindo que o sistema atinja o equilibrio longe da origem
(CIMEN, 2010).
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4 SIMULACAO E RESULTADOS

Os resultados desta secao sao obtidos usando o modelo da Equacéo (2.127) e
realizando a simulagéo com Simulink (ver modelagem no APENDICE B). Para
a simulacdo sao considerados apenas dois modos de vibracéo, i.e., n = 2.
Desta maneira e conforme a Equacao (3.28), o sistema tem seis estados, a
saber, x=[6 @1 9. 6 q; q,]". Consequentemente, a matriz peso Q é de
dimensédo 6 x 6. Também, como o sistema tem somente um controle (a tensao
de alimentacdo do motor U,,), o vetor dos sinais de controle é escalar: i.e.

u =u = U,,. Por isso, a matriz peso R € escalar, i.e., R = R.

Nesta sec¢do, primeiro sdo apresentados os objetivos de controle (se¢éo 4.1.1)
e as matrizes peso sdo normalizadas usando a regra de Bryson (secéo 4.1).
Depois, estuda-se a influéncia dos diferentes termos das matrizes peso no
desempenho do sistema: primeiro estudando as respostas no dominio do
tempo (secdo 4.3) e depois analisando o0 mapa de desempenho do sistema
(secéo 4.4). Em seguida, desenvolve-se uma lei matematica que permite obter
os valores das matrizes peso que fornecem um desempenho 6timo (secao
4.5). Depois, usam-se matrizes peso dependente dos estados do sistema x
para melhorar o desempenho (secéo 4.6). Por fim e para concluir, compara-se
o desempenho do SDRE com aquele do LQR para mostrar as vantagens do
controlador SDRE (sec¢éo 4.7).

4.1. Otimizacado multiobjetivo com abordagem de Pareto

Para desenhar o controlador SDRE, precisam-se escolher os valores das
matrizes peso R e Q. O fato de que todos os pesos nao influam de maneira
independente sobre os diferentes objetivos de controle do sistema dificulta a

escolha dos mesmos.

O objetivo € determinar quais sdo os valores das matrizes peso R e Q que
fornecam um desempenho 6timo ao sistema de acordo com alguns objetivos
de desempenho definidos. Toda dificuldade deste problema vem do fato de que

0 desempenho de um sistema néo se limita a um unico objetivo, mas sim, a um
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conjunto de varios objetivos de desempenho. Esses objetivos de desempenho
sdo muitas vezes conflitantes e precisa-se chegar a um compromisso entre

eles.
4.1.1. Objetivos de desempenho

Para medir o desempenho do sistema é necessario representar os objetivos de
desempenho de maneira numérica (SAWARAGI et al., 1985). Os objetivos de

desempenho escolhidos neste estudo sao:

e Minimizar o tempo de estabilizacdo do sistema para estabilizar o angulo

do braco 6 em uma faixa +5% do valor angular desejado 6..

e Minimizar a amplitude maxima em valor absoluto do deslocamento

flexivel yy..
e Minimizar a energia necessaria para realizar a manobra.

Matematicamente isto é:

Trso, = te%l&]( T | (T +t)€[0956, 1.056,]) (4.1)
Yimax = max |y, ()] (4.2)
teo
E, = UZ,t)dt (4.3)
0

De maneira intuitiva, jA se sabe que o objetivo T,5,, € conflitante com os dois
outros yimax € E,: estabilizar o sistema mais rapidamente resulta em um

deslocamento flexivel no inicio do movimento e uma energia necessaria maior.

A Figura 4.1 representa graficamente esse 3 objetivos. No primeiro gréafico, a
posi¢cdo angular do bragco 8 e o tempo de estabilizagdo T,5,,. NO segundo
grafico, o deslocamento flexivel y, e o valor absoluto maximo y;,a.. NO
terceiro grafico, a energia de alimentacdo do sistema E e a energia necessaria

para realizar a manobra E,,.
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Figura 4.1 — Representacao dos objetivos de desempenho: tempo de estabilizacdo de
6 na faixa de +5%, amplitude maxima do deslocamento flexivel e energia
necessaria para realizar a manobra.

4.1.2. Abordagem classica da otimizacao multiobjetivo

Seja n, 0 numero de objetivos de controle a otimizar. Assim para cada objetivo
i € N[l define-se uma funcédo f;: S — R onde S é o conjunto das alternativas
possiveis. O conjunto § € também chamado de espaco de design ou espaco

das solucdes.

Tipicamente, para resolver esse problema de otimizagdo multiobjetivo, os
diferentes objetivos de otimizacao f; sdo agregados em uma Unica funcdo que,

sendo minimizada, conduz a uma solucao unica (AGRAWAL et al., 2004):

Minimizar F(x) = (fl(x), s S (x)) VXES (4.4)

Aqui, neste estudo, § € o0 conjunto das matrizes peso que fornecem um
controlador estabilizando o sistema: S = { (R, Q) / sistema estavel} e tem 3
fungbes f; conforme definidas na sec¢do anterior 4.1.1. Assim, neste caso

especifico, a Equacéo (4.5) é

Minimizar  F(R, Q) = (Trs0,(R, @), Yimax (R, Q) , E, (R, Q)) (4.5)
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O problema deste método € que a solucdo obtida depende fortemente da
maneira em que é construida a funcdo F. Uma abordagem mais pratica para
tratar com problemas multiobjetivos €, em vez de achar uma Unica solugéo
dependente fortemente da agregacédo dos objetivos de otimizagéo f; realizada
(Equacédo (4.4)), achar um conjunto de solu¢des Otimas; este conjunto €&

conhecido como a fronteira de Pareto.
4.1.3. Fronteira de Pareto

O conjunto das solugdes 6timas para um problema de otimizacdo multiobjetivo
€ chamado de fronteira de Pareto ou conjunto de Pareto. Esse conceito foi
introduzido nos anos 70 por Vilfredo Pareto que estudava o bem estar de uma
sociedade (PARETO, 1971). A fronteira de Pareto representa uma
configuracdo da sociedade tal que a melhoria do bem-estar de um ou mais
individuos implica necessariamente a diminuicdo do bem-estar de pelo menos
outro individuo. De maneira mais geral, uma solucédo é dita Pareto-6tima se ela
ndo é dominada por nenhuma outra solucdo possivel (i.e. ndo existe outra
solugcdo melhorando pelo menos um objetivo sem prejudicar a um ou mais

outros objetivos).

Aplicada no contexto da teoria de controle multiobjetivo, a fronteira de Pareto
representa o conjunto dos controladores que fornecem um desempenho 6timo:
nao existe outro controlador que possa melhorar um objetivo de desempenho
do sistema sem prejudicar pelo menos outro objetivo de desempenho.

A Figura 4.2 apresenta do lado esquerdo, o espaco de design S do controlador
SDRE: as matrizes Q e R que produzem um controlador estabilizando o
sistema. O espaco de design S esta relacionado com um espaco de
desempenho que define os desempenhos atingiveis pelo sistema, sendo o0s
desempenhos 6timos aqueles situados na fronteira de Pareto. Para passar do
espaco de design até o espaco de desempenho, precisa-se calcular para cada

ponto (Q, R) de S os valores dos objetivos de controle f;.
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A Espaco de design 1 A Espaco de desempenho
Q

Fronteira de Pareto

> >

R f2

Figura 4.2 — Representagédo esquematica do espacgo de design, conjunto das matrizes
Q e R estabilizando o sistema e do espaco de desempenho,
representando os desempenhos atingiveis e os desempenhos étimos do
sistema na fronteira de Pareto.

Fonte: adaptada de Agrawal et al. (2004).

A vantagem dessa abordagem € que permite obter um conjunto de
controladores 6timos e depois escolher de maneira visual e grafica qual é o
controlador que corresponde melhor ao desempenho desejado. Quando tem
somente dois objetivos de desempenho, i.e n, = 2, 0 espaco de desempenho
se reduz a duas dimensdes (conforme representado na Figura 4.2), nesse caso

chama-se de “mapa de desempenho”.

A identificacdo grafica da fronteira de Pareto é limitada a trés objetivos, pois
nao é possivel representar graficamente mais de trés dimensfes. Porém,
existem trabalhos estendendo este conceito para otimizacdo n-objetivos
(AGRAWAL et al., 2004).

4.2. Normalizacdo das matrizes peso

Para realizar a normalizagdo das matrizes peso, aplica-se a regra de Bryson
conforme visto na secdo 3.4.2. Para isso, precisam-se definir quais sdo os

requisitos de controle e as limitacdes do sistema.

Requisitos de desempenho
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e O overshoot no posicionamento angular da viga ndo deve ultrapassar

5% do valor desejado 6., assim, 8 = 5.10724,.

e Estabelece-se como deslocamento flexivel médximo na ponta da viga o
valor de 5 cm, assim, y; =5.1072. Esse deslocamento pode ser
expresso em funcdo dos modos assumidos (Equacao (2.51)): y, =

®7(L)q, assim, escolhe-se g; = y;/®;(L) sendo i € {1, 2}.
Limitacdes
e A tensdo de alimentacdo do motor € limitada a +15 V, assim, U,, = 15.

e E considerado que uma velocidade angular da viga de uma rotac&o por

segundo é um valor alto, assim, 8 = 2.

e E considerado que uma velocidade do deslocamento flexivel da ponta
da viga de 5 cm e meio segundo é um valor alto, assim, y, = 0.1. Como

y, = ®T(L)q, escolhe-se q; = y;/®;(L) sendo i € {1,2}.

Considerando esses valores limites, os valores das matrizes peso de

normalizacdo podem ser calculados conforme as Equacdes (3.32) e (3.33)

aJQB °
|

lembrando que Q = QQ, e R = RR,:, onde Q, = diag(Qs, Qql2, Qp Q4l2) e

] 91
q s, _ [ 38191, 0028 R = 0.0044 (4.6)
; .
2. 9551,

R, sa@o os termos que devem ser ajustados no processo de projeto de controle.

A Figura 4.3 apresenta as respostas do sistema néo linear da Equacao (2.127)
controlado via SDRE usando primeiro matrizes peso unitarias e segundo as
matrizes peso normalizados. O primeiro gréfico apresenta a posicédo angular do
braco, o segundo representa o deslocamento flexivel da extremidade do braco,
o terceiro é a tensdo de alimentacéao do motor e o ultimo a energia do
controle.
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Posicao angular do braco: 0 Deslocamento flexivel da ponta: Y,
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Figura 4.3 — Comportamentos do sistema controlado via SDRE com e sem
normalizacdo das matrizes peso para uma entrada tipo degrau de 120°.

Com os pesos normalizados (curva azul), a resposta € muito mais rapida: o
braco se estabiliza rapidamente em volta da posicdo angular desejada (6, =
120°), isso com um custo de uma energia necessaria para realizar a operagao
muito maior. Também, como o movimento inicial do braco € muito brusco

produz um deslocamento flexivel grande.

Note-se que, na Figura 4.3 e seguintes, a notacdo para as matrizes

normalizadas ¢ Q, = Q e R,, = R.
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4.3. Andlise das influéncias dos termos das matrizes peso

Nesta secdo, sera realizada uma andlise de como os diferentes termos das
matrizes peso influem no comportamento do sistema. Para isso analisam-se no
dominio do tempo a posicdo angular do bragco 6, o deslocamento flexivel da
ponta da viga y;, a tensdo de alimentagdo do motor U,, e a energia do sinal de
controle u. A manobra realizada é uma mudanca da posi¢do angular do braco,

passando de 68 = 0° para 6 = 6, = 120°.

O formato das matrizes peso utilizadas em todo o capitulo 4 é

R = RR, (4.7)

cocoocood®
cocoocolo
coofl oo

oo ooo

col ocoo
cfL oo oo

Q4

onde {Q, R} sdo as matrizes peso normalizadas cujos valores sdo definidos na
Equacdo (4.6) e {Qx, R,} sd0 as matrizes contendo os termos a serem
ajustados, sendo I, a matriz unidade 2 x 2. Para este trabalho, adota-se a

nomenclatura “peso” para se referir aos termos de Q, e R, i.e.,

pesos = {Rw QB' QqJ QQ' Qq} (48)

Portanto, o ajuste do controlador SDRE é realizado mediante a escolha destes

cinco pesos.
4.3.1. Matriz peso R

Nesta secdo se analisa o efeito de uma variacdo do peso R, sobre o
desempenho do sistema, deixando os outros pesos da Equacdo (4.8)
constantes e unitarios, i.e., Q = Q. A Figura 4.4 apresenta o comportamento do
sistema para R,, = {1,10,102,103,10%}.
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Posi¢éo angular do braco: 6
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Figura 4.4 — Analise da influéncia do peso R, no comportamento do sistema com 0s
pesos { Qg, Q4 Qg Q4} = 1.

Como visto na sec¢do 3.3, a0 aumentar R penaliza-se o sinal de controle, isso

pode ser visto no grafico da energia da Figura 4.4: quanto mais aumenta R

mais baixa é a energia necessaria para realizar a manobra. Usar menos

energia para movimentar o braco resulta de maneira natural em um movimento

mais suave: o deslocamento flexivel € menor e o overshoot em 8 é limitado.

Percebe-se na Figura 4.4 que, para o valor R, =1, i.e., R =R, o sinal de

7

controle ndo é suficientemente penalizado resultando em um overshoot da

posicdo angular 6 grande que aumenta o tempo de estabilizacdo T,se.
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Conforme pode ser visto no primeiro grafico da Figura 4.4, R, = 103 permite
obter uma resposta que esteja no limite do overshoot em 6. Quando R, é
maior, i.e., R, = 10*, o tempo de estabilizacdo é bem maior, ao contrario,
quando R, é menor, i.e., R, ={1,10,10%}, o tempo de estabilizacdo é o
mesmo, mas o deslocamento flexivel maximo (em valor absoluto) e a energia
sdo maiores. Por isso, daqui para frente, para os estudos de influéncia dos

pesos da matriz Q usa se R, = 103.
4.3.2. Matriz peso Q

Nesta secao se estuda individualmente a influéncia dos termos da matriz peso

Q no comportamento do sistema. Propde-se fazer variar individualmente cada
um dos pesos {Qg, Q, Qq} (veja Equacédo (4.7)) deixando 0s outros pesos

constantes com o valor unitério. Além disso, o valor do peso associado a R é

R, = 103 (curva preta da Figura 4.4).

Comegando com a analise do peso Qgy; a Figura 4.5 apresenta o
comportamento do sistema para Qg ={0.2 05 1 2 5}. Percebe-se no
primeiro grafico que um aumento de Q4 permite estabilizar 8 mais rapidamente,
mas provoca um deslocamento flexivel y, maior (segundo grafico) e uma
energia necessaria E,, muito maior (quarto grafico). Além disso, nota-se que a
variacdo do comportamento do sistema € bem regular conforme Qo for
aumentando ou diminuindo. Variagbes de Qo de um fator dois j& produzem um
efeito consideravel, isso significa que o peso de normalizacdo relativo ao
estado 8, i.e., Qg, € um bom valor. Nota-se que com o valor Qy = 0.5 a energia
necessaria para realizar a manobra é muito grande. Ja para Q4 < 1, 0 consumo

de energia é muito menor, mas o tempo de estabilizacao T,.5,, € maior.
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Figura 4.5 - Analise da influéncia do peso Qg no comportamento do sistema com 0s

pesos { Q;,Qp,Q4} =1€ R, =1000

Depois, analisa-se a influéncia do peso Q,; a Figura 4.6 apresenta o

comportamento do sistema para Q, ={0.001 1 50 300 1000}. Nota-se

gue os valores escolhidos para este peso sdo muito maiores que 0s de Qg, iSSO

porque valores menores nao influiam de maneira suficiente no comportamento

do sistema para que fosse percebido graficamente. Por exemplo, com Q, = 50

(curva azul marino da Figura 4.6), o efeito no comportamento do sistema €

compravel a Qy = 0.5 (curva preta da Figura 4.5).
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Figura 4.6 - Analise da influéncia do peso @, no comportamento do sistema com os
pesos { Qp, Q4,Q;} =1 € R, = 1000.

De forma geral, percebe-se no segundo grafico da Figura 4.6 que um aumento

de Q4 reduz muito os valores extremos do deslocamento flexivel e a energia

necessaria: 0 movimento é mais suave. Nota-se também que diminuir o peso
Qq; ndo produz efeito significativo: para @, = 0.001, tem-se o mesmo

comportamento do que com Q, = 1.

Em seguida, analisa-se a influéncia do peso Q,; a Figura 4.7 apresenta o

comportamento do sistema para Q, = {0.001 1 100 300 1000}.
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Figura 4.7 — Analise da influéncia do peso @, no comportamento do sistema com 0s
pesos { Qg, Q4. Q4} = 1 e R, = 1000.
De forma geral, percebe-se no primeiro grafico da Figura 4.7 que um aumento
de Q, reduz o overshoot da posicdo angular 6§ e aumenta o tempo de
estabilizacdo de 6. Porém, o efeito deste peso sobre o deslocamento flexivel y,
€ muito pequeno quando comparando com os efeitos produzidos por Q4 (Figura
4.5) ou Q, (Figura 4.6). Também, percebe-se na Figura 4.7 que as curvas cyan
e vermelha sdo sobrepostas, assim, da mesma maneira do que foi percebido
com o peso @, = 0.001, nota-se que diminuir o peso @, nao produz efeito

significativo: para Q, = 0.001, tem-se o0 mesmo comportamento do que com
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Q, = 1. Variacdes significativas do comportamento do sistema sdo obtidas a

partir de um fator multiplicativo de 100.

Por ultimo, analisa-se a influéncia do peso Q,; a Figura 4.8 apresenta o

comportamento do sistema para Q; = {0.001 1 10 100 1000}.

Posic&o angular do braco: 0 Deslocamento flexivel da ponta: Y,
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Figura 4.8 - Andlise da influéncia do peso @, no comportamento do sistema com os
pesos { Qp, Q4. Qp} =1 € R, = 1000.

Pode ser apreciado na Figura 4.8 que o peso @, pode permitir uma boa

escolha do desempenho desejado ja que a mudancga dos comportamentos de 6

(primeiro gréafico) e de y; (segundo grafico) sdo grandes. Percebe-se que um
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aumento de @, reduz muito o deslocamento flexivel y, e a energia E,
necessaria, mas aumenta também muito o tempo de estabilizacdo de 6.
Também, nota-se que valores inferiores a 1 para esse peso nao sao Uteis ja
gue aumentam muito a energia E, e o deslocamento flexivel do braco y, sem
melhorar de maneira significativa a rapidez da manobra (i.e., o tempo de

estabilizacao de 0 T,5,).

Como conclusédo deste estudo comparativo, pode-se afirmar que 0s pesos Qg €

Qs sdo os pesos da matriz Q que permitem a melhor regulagem do

desempenho.
4.4. Mapa de desempenho

O conceito de mapa de desempenho foi introduzido na secdo 4.1.3. E um
gréafico tendo por eixos dois objetivos de desempenho do sistema. Cada ponto
deste mapa € obtido simulando o sistema com uma configuracdo do

controlador SDRE diferente (diferentes valores dos pesos das matrizes Q e R).

Tabela 4-1 — Valores dos pesos utilizados para a criacdo do mapa de desempenho do
braco robdético rigido-flexivel controlado por SDRE.

R=R,R Q = diag(Qg, Qq12, Q4. Q412)Q
R, Qo Qq Qé Qq
500 0.1 0.1 0.1 0.1
700 0.2 0.5 0.5 1
1000 0.3 1 1 2
1200 0.4 2 2 5
1500 0.5 10 10 10
2000 0.7 100 50
4000 0.9 200 200
7000 1 1000
10000 2 1200
1500

A Tabela 4-1 apresenta os valores dos pesos SDRE utilizados para as
simulacdes. Esses valores foram escolhidos com base na analise feita na
secdo 4.3. No total, sdo 31500 combinacOes diferentes. A Figura 4.9
representa o mapa de desempenho, para 0s objetivos Tyso, € Vimar (definidos

nas Equacoes (4.1) e (4.2)), correspondendo aos pesos da Tabela 4-1
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Figura 4.9 — Mapa de desempenho do brago robotico rotativo rigido-flexivel controlado
por SDRE obtido com os valores de desempenho de 31500 simulagbes
diferentes usando pesos de controle Q e R diferentes.

Na Figura 4.9, pode ser visto quais sdo os desempenhos que o sistema da
Equacéo (2.127) pode atingir com esse controlador SDRE. A reparticdo desses
pontos ndo € uniforme; aparecem alguns conjuntos de pontos. Em azul, é o
conjunto dos desempenhos perto da fronteira de Pareto; sdo os melhores
desempenhos atingiveis. Nessa area a densidade de pontos é muito alta, isso
significa que existem muitas combinacdes diferentes de pesos que permitem
um desempenho 6timo. A area vermelha apresenta também uma densidade de
pontos alta. Esses pontos representam os desempenhos com overshoot na
resposta 8. Tipicamente, ao tentar aumentar a rapidez do sistema, chega um
momento onde o valor de 6 a ser atingido (6,) € ultrapassado, isso faz como

que o tempo de estabilizagdo do sistema T,5, aumente de maneira brusca,
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criando uma zona de relativa baixa densidade de pontos entre 0s conjuntos

azul e vermelho.
4.4.1. Identificacdo da fronteira de Pareto

A fronteira de Pareto pode ser identificada de maneira simples graficamente,
conforme visto acima Para obter os pontos matematicamente, precisa-se
utilizar um algoritmo que permita identificar quais pontos do mapa de
desempenho ndo sdo dominados, i.e., sdo otimos; foi utilizado o algoritmo de
Polityko (2008). A fronteira de Pareto obtida pode ser observada na Figura 4.10
em vermelho. Intuitivamente se observar que esta curva tem um formato de

fungéo inversa. A curva verde confirma esta intuigéo: a lei

2.1

Yimax = f(TrS%) = 2 (4-9)

TrS%

permite obter uma aproximacao muito boa da fronteira de Pareto real.

101 1 1 r r r r r
‘ﬂ | | ¥ Mapa de desempenho SDRE

9 Fronteira de Pareto SDRE
_ 2

8 Yimax = 1/ Tr
_ 2

7 \ yLmax_z'llTr

\ e
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s
4% '

yLm ax [Cm]
N ol
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Figura 4.10 — Interpolacdo da fronteira de Pareto do brago robético rotativo rigido-
flexivel controlado via SDRE por fungdes matematicas simples.
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A faixa de validade desta interpolacdo € T,y € [0.5,]: quando T,sy < 0.5 0
deslocamento flexivel y;,,., Nd0 € tdo grande como o valor obtido com a
funcdo de interpolacédo da Equacéo (4.9). O fato do deslocamento flexivel ndo
continuar aumentando de maneira tdo rapida apos os 8 cm é fisico: sendo o
tamanho da viga de aproximadamente 40 cm esse deslocamento de 8 cm
representa mais de 20% do tamanho da viga: o sistema esta atingido a

flexibilidade maxima.
4.4.2. ldentificacéo da influéncia dos pesos no mapa de desempenho

O mapa de desempenho pode ser utilizado para identificar se existem alguns
pesos (Equacéo (4.8)) mais adequados para melhorar um determinado objetivo

de desempenho.
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b e . R,=7000
8 . 2 s
% Ru =1000.0

7 R, = 1200.0 |’
= 6 R =1500.0 -
I_lé 5 R, = 1700.0 |,
5

3
2
1
L L |
0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
T [s]

Figura 4.11 — Mapa de desempenho do braco robético rotativo rigido-flexivel
destacando os desempenhos obtidos para diferentes valores do peso R,,.

A Figura 4.11 apresenta o mesmo mapa de desempenho que a Figura 4.9 mas

identificando com diferentes cores os desempenhos obtidos para valores
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especificos do peso R,. Analisando esta figura percebe-se que
independentemente do valor do peso R,, desempenhos bons e ruins podem

ser atingidos.

Da mesma forma, usando essa mesma técnica de representacdo, é possivel

mostrar que 0s pesos Q, e @, também n&do apresentam regularidades nos

valores de desempenho obtidos.

Ao contrario, o peso Qg influi de maneira mais direta no desempenho atingido.
Na Figura 4.12 percebe-se que, com o valor Qg =2 (em amarelo), o
desempenho atingido nunca € ruim (zona de baixa densidade de pontos onde
ambos objetivos T,sy, € Vimax tem valores altos). E também esse valor que

permite obter os menores tempos de estabilizacdo do sistema.

10 r i | r I
o o] \ « Outros Qe
Qe =0.1
8
Qe =0.3
7 Q,=05
g 6 QG =09
(&)
_é 5 Qe =2.0
5 > e
> 4

3 ,,,,,,,,,,,,,,,,
2
1
1 ‘ ‘ Tl
0 r r r L L L L
0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
T [s]

Figura 4.12 - Mapa de desempenho do brago robdtico rotativo rigido-flexivel
destacando os desempenhos obtidos para diferentes valores do peso Qg.

Mesmo assim, na fronteira de Pareto da Figura 4.12, aparecem pontos de

todas as cores, isso significa que desempenhos 6timos podem ser obtidos com
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valores de Q, diferentes de Q, = 2. Nesse caso, obter um desempenho 6timo

depende do valor dos outros pesos {Ru, Q, Qs Qq.}.

Por fim, o peso @, € destacado na Figura 4.13. Aparecem diferentes zonas:
quando Q; € grande (>200) o sistema apresenta um deslocamento flexivel
MAaximo y;.,4, PEqUeno; quando @, € pequeno (<2) o sistema € muito rapido. A
grande vantagem deste peso € que ele permite uma selecdo da zona de
desempenho atingida sem influéncia dos outros pesos: a influéncia de @, no

desempenho bastante independente dos outros pesos.

10 Y — : : :

. s A i « QOutro qu/dt il
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« Quar =125}
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qu/dt ={10, 50}

E 6 Qqqqt = {200, 1000} -
% s Qqqe = (1200, 1500}
£ TR T
> 4 %

3
2
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| | \
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Figura 4.13 — Mapa de desempenho do braco robético rotativo rigido-flexivel
destacando os desempenhos obtidos para diferentes valores do peso Q.

Para concluir esta secdo, percebeu-se que basta ajustar dois pesos, Qy € Qy,

para obter um bom desempenho.

4.5. Uma lei para calcular os pesos em fungcéo do desempenho
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O objetivo desta secao é obter uma lei que permita obter as matrizes peso Q e
R em funcgé&o dos objetivos de desempenho T,so, € Yimax- Na secéo anterior foi
deduzido que usando somente dois pesos: Qg e Q4 € possivel alcancar os
desempenhos perto da fronteira de Pareto. Assim escolhem-se valores

constantes para 0s outros pesos: R, = 10%,Q, =1e Qq=1.

4.5.1. Pesos que permitem atingir a fronteira de Pareto

A Figura 4.14 representa os desempenhos obtidos para diferentes faixas de

valores do peso @y € com 0 peso Q4 variando entre [0.1  1000].

10 i ‘ r r
§ x  Mapa de desempenho SDRE
S R © Qy={0.1} '
8 : . Qy={0.2}
Q,=1{0.30.4}
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— 6 """"""
£
L,
5 57 R Vi Texy Jwes SR
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-
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0 0.5 1 15 2 2.5

T [s]

Figura 4.14 — Identificagdo do desempenho obtido por diferentes valores de Qg com
Q4 €[0.1 1000] e os outros pesos constantes: R = 1000R, Q; =1,

Q. =1.

Percebe-se que o valor Q4 = 0.2 permite obter desempenhos muito bons para
qualquer o valor de Q4. Ja, para valores mais altos de Qg, a obtencdo de um

desempenho otimo depende fortemente do valor de Q.
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Da mesma forma que foi feito para o peso Qy a Figura 4.15 representa 0s

desempenhos obtidos para diferentes faixas de valores do peso @, e com o
peso Qg variando entre [0.1 2]. Percebe-se que o peso Q; permite escolher

uma zona de desempenho especifica.

10 i I I
‘ x  Mapa de desempenho SDRE
£ 01<Quu <1 T
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9ﬁ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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¥,
% 100 < Qg < 1000

yLm ax [Cm]
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Figura 4.15 — Identificacdo do desempenho obtido por diferentes valores de @, com
Qe € [0.1 2] e os outros pesos constantes: R = 1000R, Qy = 1, Qg = 1.

Juntando as informacgdes das Figura 4.14 e Figura 4.15 podem ser deduzidas
quais sdo as combinacdes (Qg,Qq) gue permitem obter os desempenhos da
fronteira de Pareto. A Figura 4.16 representa essas combinagdes. A
combinacdo mais interessante obtida € para Qg = 0.2 € Q4 € [0.5 1000]: com
esta combinacao é possivel escolher entre uma grande faixa de desempenhos
6timos: Tysy, € [0.7 2.1] € ypmax € [0.5 5]. Os desempenhos na fronteira de
Pareto representados em vermelho ndo apresentam grande vantagem, pois
nesta area o tempo de reposta aumenta muito quando o ganho em

deslocamento flexivel & quase nulo. Mesma coisa nos desempenhos
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identificados em verde, amarelo e rosa: o deslocamento flexivel aumenta muito

sem ter um ganho consideravel no tempo de estabilizacdo do sistema.

10 . I I
3 )% x  Mapa de desempenho SDRE
S A s “ Q= 0.18&Quyy < [2801000] ||
8 « Qy=0.28&Quyq < [051000]
, Qy =03 & Qg €[04 1]
Qp = 0.5& Queyq € [0.40.9]
— 6
£
L,
% 5
S
—
> 4i— R Rl IV Sl A iy K T
3
2
1
ot
0 0.5 1 15 2 2.5

T [s]

Figura 4.16 — Combinagdes dos pesos Qg € Q4 que permitem obter desempenhos
similares a fronteira de Pareto. Os outros pesos sado constantes: R =
1000R, Qy =1eQ, = 1.

4.5.2. Peso Q; em fungao do desempenho desejado

Nesta secdo consideram-se os desempenhos da fronteira de Pareto em azul na

Figura 4.16. Neste trecho, o Unico peso que varia é Q .; 0S outros ja foram

g’

determinados:

R = 1000R Qg = 0.2 Q=1 Q=1 (4.10)

Como soO tem um peso variando € possivel obter diretamente o desempenho
em funcao do valor do peso. A Figura 4.17 representa o tempo de estabilizac&o

e o deslocamento flexivel em fungéo do valor do peso Q.
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Figura 4.17 — Valores dos objetivos de desempenho em funcdo do peso Q; com os
outros pesos constantes: R = 1000R, Qp = 0.2, Q3 =1 e Q, = 1.

Percebe-se na Figura 4.17 que os dois objetivos de desempenho sao
conflitantes: quando um deles aumenta ou outro diminui. Além disso, pode ser
notado que, conforme a Equacdo (4.9), a relacdo entre esses dois critérios

segue uma funcéo do tipo inversa.

Para obter a relacdo matematica direta entre o peso Q, e o critério de

desempenho T,sq,, USa-se uma interpolacdo polinomial com 5 pontos; assim, o

polindmio resultante é de ordem 4:

P(X) = 10%(0.38 — 1.38X + 1.96X? — 1.24X3 + 0.29X*) (4.11)

Por fim, para obter o valor do peso @, em funcdo do tempo de estabilizagao,

basta usar o polinbmio da Equacgéao (4.11):

Qg = P(Trs9%) (4.12)
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Figura 4.18 — Interpolacdo da relagéo entre o tempo de estabilizacdo T,sy, € 0 peso Q,
com polinémio de quarto grau.

A Figura 4.18 apresenta a interpolacdo polinomial da Equacédo (4.11)
comparando-a com os valores reais. A curva vermelha (interpolacdo) nao é
visivel: a curva azul (real) esta quase perfeitamente sobreposta, assim pode

ser concluido que a interpolacao realizada € boa.

Note-se que, por outro lado, usando a relagcédo entre o tempo de estabilizacao
Tys, € 0 deslocamento flexivel maximo y; .., Na fronteira de Pareto (Equagéo
(4.9)) é também possivel obter o valor do peso @; em funcédo do deslocamento

flexivel maximo y,ax:

2.1

Qs=P (4.13)

YLmax
Para concluir, foi obtida uma lei que permite obter o valor do peso Q,

fornecendo um desempenho oOtimo a partir de um Unico requisito de
89



desempenho: Equacao (4.12) para um requisito de tempo de estabilizacéo e
Equacédo (4.13) para um requisito de deslocamento flexivel maximo y;,,qx- E
importante notar que os valores do outros pesos devem ser aqueles definidos

na Equacao (4.10).
4.5.3. Verificacdo da lei de calculo das matrizes peso

Nesta secado vai ser verificada a lei de calculo das matrizes peso da Equacao
(4.12). Para isso precisa-se demonstrar que essa permite realmente obter o

peso Q,; que fornece o tempo de estabilizagdo desejado. Para isso sao
realizadas varias simulagées com o peso @, calculado conforme a Equacéo

(4.12) para 20 tempos de estabiliza¢o T,s., diferentes entre 0.5se 2 s.

A Figura 4.19 apresenta os desempenhos obtidos durante essas simulacdes.

10 - 3 [ [ L
B % Mapa de desempenho SDRE
»  Simulagdo com Qg = P(T7)

Fronteira de Pareto Yimax = 21 / Tr2 T

yLm ax [Cm]
Ul

T [s]

Figura 4.19 — Comparacdo entre os desempenhos na fronteira de Pareto e os
desempenhos obtidos usando a lei Q; = P(Tysy,).

Em amarelo sdo representados os desempenhos na fronteira de Pareto para os

tempos de resposta desejados, em vermelho os desempenhos obtidos com as
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simulagbes. Os valores exatos sao apresentados na Tabela 2-1. Essa tabela
também apresenta os erros relativos para os objetivos de desempenho. Nota-
se que, na faixa T,sq, € [1.1 2.5], 0s desempenhos obtidos sdo muito proximos
de aqueles previstos (erro no T,se, de menos de 1.2% e erro N0 Y., de
menos de 3%). Na faixa T,so € [0.8 1], 0 erro € maior, mas ainda fica

pequeno (menos de 3.1% para T,sq, € menos de 6% para ¥, max)-

Tabela 4-2 — Valores dos erros relativos do tempo de estabilizacdo e do deslocamento
flexivel maximo usando a lei Q; = P(Tysy,).

Ty 59, [S] Yimax [CM]

Objetivo Simulado Erro [%] Pareto Simulado Erro [%]
0,5 1,03 51,58 8,40 1,95 -76,76
0,6 0,82 26,90 5,83 3,06 -47,46
0,7 0,66 -5,52 4,29 5,73 33,69
0,8 0,78 -3,03 3,28 3,48 6,04
0,9 0,91 1,33 2,59 2,46 -5,17
1,0 1,02 1,92 2,10 1,99 -5,27
11 1,11 1,19 1,74 1,69 -2,52
1,2 1,20 0,26 1,46 1,46 0,32
1,3 1,30 -0,26 1,24 1,27 2,19
14 1,39 -0,39 1,07 1,10 2,97
15 1,50 -0,21 0,93 0,96 2,92
1,6 1,60 -0,07 0,82 0,84 2,44
1,7 1,70 0,04 0,73 0,74 1,79
1,8 1,80 0,15 0,65 0,66 1,16
1,9 1,90 0,19 0,58 0,59 0,62
2,0 2,00 0,15 0,53 0,53 0,22
2,1 2,10 0,06 0,48 0,48 -0,03
2,2 2,20 -0,15 0,43 0,43 -0,14
23 2,29 -0,39 0,40 0,40 -0,12
2,4 2,38 -0,69 0,36 0,36 0,03
2,5 2,47 -1,04 0,34 0,34 0,28

Ja quando T,sq < 0.8 0s valores de desempenho obtidos apresentam erros
relativos de mais de 25%, e até quase 80%, isso significa que o peso Q4 que foi
calculado ndo é adequado. Esse comportamento € normal, pois a lei Q; =

P(T,s,) foi criada se baseando na curva azul da Figura 4.16.
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Para concluir, obteve-se uma lei que permite calcular o valor das matrizes peso
que fornecam um desempenho étimo (na fronteira de Pareto) do SDRE em
funcdo de um unico requisito de desempenho. Essa lei é valida para T,so, €
[1.1 2.5] oU Vi max € [1.74 0.34] porque ela foi identificada usando somente a
trecho azul da fronteira de Pareto da Figura 4.16. Para obter diretamente as
matrizes peso permitindo obter desempenhos 6timos nas outras faixas de
funcionamento, precisaria elaborar uma lei para cada um dos trechos da

Fronteira de Pareto identificados na Figura 4.16.
4.6. Peso Qg dependente do estado

O controlador SDRE permite utilizar pesos que dependam do estado do
sistema. Essa possibilidade € uma flexibilidade adicional do SDRE que pode

permitir melhorar o desempenho do sistema.

No caso de um braco robdtico rotativo rigido-flexivel, o objetivo é limitar a
amplitude maxima das oscilacbes e obter uma resposta rapida. Como o
deslocamento flexivel de maior amplitude acontece no inicio do movimento, o
peso Qg precisa ser pequeno no inicio. Uma vez que o movimento € iniciado, o
peso Qg precisa aumentar para obter uma resposta rapida. Uma lei

proporcional permite obter este comportamento:

Kgl|0 — 65|

(4.14)
|9c - 90'

Qo(8) = Qg, +

onde, 6. é a posi¢do angular desejada e 6, € o angulo do braco a t = 0. Nota-
se que, dessa forma, se pode escolher o valor do peso Qg no inicio do

movimento: Qy(t =0) =Qp, € também o valor quando o sistema esta

estabilizado: Qy(t = tw) = Qp, + Ko-

Para verificar que este tipo de lei permite melhorar o desempenho do sistema,

escolhem-se como matrizes peso de referéncia:

R = 1000R Q (4.15)

I
S
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Para analisar a influéncia dos coeficientes Qy, € Ky do peso Qg (Equagdo
(4.14)), é feito um grande numero de simulacfes fazendo variar o valor destes
dois coeficientes. No total realizam-se mais de 4000 combinacfes diferentes:
28 valores para Qg, entre 0.01 e 6, e 151 valores para K,, entre 0 e 150. Os
desempenhos obtidos sdo apresentados na Figura 4.20. Em preto aparece o
mapa de desempenho do SDRE usando unicamente pesos constantes; em
amarelo é apresentado o mapa de desempenho do SDRE usando 0 peso Qg

dependente do estado 8 conforme a Equacéao (4.14).

Qe(e) = QGO * KG e/ec

10~ ‘ § ‘ r r [ [ [
% | Qyp €[0.01, 6] K, €0, 150]
Mapa de desempenho SDRE

Qyp €[0.1,2] Ky=0

yLm ax [Cm]
ol

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4
TIs)

Figura 4.20 — Comparacdo entre os desempenhos possiveis com 0 peso Qg
dependente do estado 8 ou constante.

Percebe-se que existem muitos pontos em amarelo que ficam do lado
esquerdo da fronteira de Pareto do SDRE, isso mostra que a utilizacdo de
pesos dependentes do estado pode melhorar o desempenho do sistema de

controle.
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Nota-se que a melhoria de desempenho € localizada na faixa T,so, € [0.6, 1].
Isso &€ normal porque foi usado @, = 1; Na secdo 4.5.1 foi visto que este peso
tem muita influéncia sobre o desempenho (veja Figura 4.16), assim repetindo
este estudo com outros valores de (@, poderiamos obter melhoria do
desempenho nas outras faixas de desempenho T,so € [0.4, 0.6] € Ty,50 €
[1, 2.4].

4.7. Comparacao SDRE - LQR

A grande vantagem do controlador SDRE em comparacdo com o controlador
LQR é poder considerar as nao linearidades do modelo (veja sec¢édo 3). Como o
modelo desenvolvido na secdo 2 € ndo linear, espera-se que 0 uso do
controlador do tipo SDRE permita atingir melhores desempenhos do que o
controlador LQR.

10 ‘7 é [ r r
e | «  SDRE

5 Pareto SDRE ||
o : e < LOR
: & Pareto LQR

yLm ax [Cm]
ol

4
3
2
1
N L
0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
TIs]

Figura 4.21 — Comparagdo do mapa de desempenho e da fronteira de Pareto dos
controladores SDRE e LQR.
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Da mesma maneira que foi obtido o mapa de desempenho do SDRE na secao
4.4, é possivel obter o mapa de desempenho do LQR obtendo os valores de

desempenho para uma grande combinacao de pesos.

s

O resultado deste estudo comparativo € apresentado na Figura 4.21. As
fronteiras de Pareto do SDRE e do LQR séao representadas em vermelho e
verde respectivamente. Percebe-se que o controlador SDRE permite atingir
melhores desempenhos que o controlador LQR porque a curva vermelha fica
em baixo da curva verde. O ganho em desempenho ndo é muito grande,
provavelmente porque o sistema modelado ndo apresenta nao linearidades
muito “grandes”. Acredita-se que esse ganho seria maior para um sistema com

nao linearidades mais altas.

10 g T I I I
g § | SDRE Q,(6)
° x  SDRE
8 < LQR
».  Melhor SDRE Qe(e) paray, . < 3[cm]
7

»  Melhor SDRE paray, .. < 3[cm]

Melhor LQR paray .. < 3[cm]

TR

G

yLm ax [Cm]
ol

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4
TIs)

Figura 4.22 - Comparacdo dos mapas de desempenho obtidos com controladores
LQR, SDRE usando pesos constantes e SDRE usando 0 peso Qg
dependente do estado 6.
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Para concluir este estudo comparativo, juntam-se o0s resultados de
desempenho do controlador LQR, do controlador SDRE usando pesos

constantes e do controlador SDRE usando pesos dependentes do estado.

A Figura 4.22 mostra as duas vantagens que o controlador SDRE tem sobre o
regular LQR: primeiro, ele permite considerar as néo linearidades do sistema a
ser controlado e segundo, é possivel usar pesos que dependam do estado do
sistema. Essas duas vantagens se traduzem em um ganho no desempenho do
sistema consideravel. Na Figura 4.22, sdo identificados trés pontos ficando
cada um na fronteira de Pareto de um mapa de desempenho e respeitando a
condicdo Yy, mqax < 3 cm. Olhando esses trés pontos, percebe-se que existe um
ganho no tempo de estabilizagdo de aproximadamente 0.1 s entre 0 LQR e 0
SDRE e entre 0 SDRE e 0 SDRE dependente do estado. No total 0.2 s entre o

LQR e o SDRE usando pesos dependentes do estado.

A Figura 4.23 apresenta as respostas no dominio do tempo dos trés pontos
identificados na Figura 4.22. Percebe-se que, além de melhorar o tempo de
estabilizacdo do sistema tendo um deslocamento flexivel maximo igual
(y, = 3[cm]), o0 SDRE consome menos de energia para realizar a manobra.
Além disso, nota-se que quando se usa o SDRE com matriz peso dependente
do estado, o segundo pico do deslocamento flexivel € maior e atinge quase o
mesmo nivel do que o primeiro (3 cm). Esse fenbmeno pode ser considerado
como positivo, pois ele permite que a deformacéo da viga durante as manobras
seja simétrica dos dois lados e assim diminui a possibilidade da viga apresentar
uma deformacdo residual (devida a histerese do material) em uma direcéo

quando a manobra é realizada sempre na mesma direcao.
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Figura 4.23 - Comparacao do melhor desempenho verificando y; . < 3 [cm] para os

controladores LQR, SDRE usando pesos constantes e SDRE usando o
peso Qg dependente do estado 6.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho estudou-se o controlador SDRE aplicando-0 a um modelo ndo
linear de um braco robdtico rotativo rigido-flexivel formado por uma haste

flexivel acoplada a um servomotor (dispositivo FlexGage).

Uma contribui¢cdo deste trabalho € a combinacdo da modelagem matematica e
experimental para modelar com precisao o dispositivo FlexGage. Primeiro foi
desenvolvido um modelo matematico nao linear (viga do tipo Euler-Bernoulli,
dois modos de vibracdo, ndo linearidades de primeira ordem) com
amortecimento estrutural dindmico (tipo Rayleigh) inerente ao movimento
flexivel do braco. Depois, este modelo foi ajustado comparando os resultados
de simulacdo com os resultados experimentais. Este modelo pode ser
adaptado para permitir a simulacdo de satélites com apéndices flexiveis como

antenas ou painéis solares.

Depois, as equagbes da dinamica do modelo foram parametrizadas para
chegar a forma SDC propria para implementacdo do controlador SDRE. O
ajuste do controlador SDRE mediante as matrizes peso Q e R foi estudado com
detalhe: foi aplicada uma técnica de normalizacdo para poder realizar
simulacfes permitindo medir a influéncia de cada termo das matrizes peso
sobre o desempenho do sistema. Depois, procurou-se obter o melhor
desempenho possivel em termo de tempo de estabilizacdo do sistema e
minimizacdo das vibracdes. Para isso foi criado o mapa de desempenho do
sistema controlado por SDRE para encontrar a fronteira de Pareto; conjunto de
pontos de desempenho 6timo. Baseando-se nos pontos da fronteira de Pareto,
foi criada com sucesso uma lei que permite obter os valores das matrizes peso

em funcéo do valor de um objetivo de desempenho.

Assim, a contribuicdo principal deste trabalho é a metodologia sistematica de
escolha dos valores das matrizes peso do controlador SDRE que visa otimizar
os objetivos de desempenho do sistema a controlar. E importante notar que

esta metodologia pode ser aplicada para calcular os ganhos de controle de
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qualquer controlador e ndo somente do SDRE (na secao 4.7, foi aplicada ao

LQR).

A Ultima contribuicdo deste trabalho foi de propor e aplicar uma lei de calculo
de um peso da matriz Q em funcdo do estado associado ao peso. Verificou-se
gue desta maneira, o desempenho do sistema pode ser melhorado. Apesar de
a lei apresentada ser especifica a um determinado peso, ela é genérica e pode
ser utilizada para qualquer outro sistema para estados que precisam atingir um
determinado valor de maneira suave, i.e. devagar no inicio da manobra e mais

rapido depois.

O estudo foi concluido mostrando que o controlador SDRE permite obter um
melhor desempenho do que o regulador LQR porque ele considera as nao
linearidades do modelo e pode usar matrizes peso adaptativas.

5.1. Trabalhos futuros

Nesta secdo sdo apresentados dois tépicos para trabalhos futuros que deem

continuidade a este trabalho.

A primeira ideia é a aplicacdo do controlador SDRE no sistema real do brago
robotico. No modelo deste trabalho os estados do sistema sdo conhecidos e
realimentados diretamente. Na pratica precisa-se adicionar um modulo ao
controlador que permita estimar o valor dos estados do sistema em fung¢ao dos
dados dos sensores: posi¢cao angular, taxa de rotacdo e deslocamento flexivel
na ponta da haste. Os resultados da simulacdo experimental poderiam ser
comprados com os resultados da simulacdo apresentados neste trabalho. A
Figura 5.1 mostra o sistema no formato de diagrama de blocos com os trés
blocos principais: o controlador SDRE, o braco robdtico experimental e o

estimador.
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> 0
> 0

> VL

8 Estimador

Figura 5.1 — Controle SDRE do braco robético FlexGage com estimador de estados.

Outro trabalho possivel seria o estudo do comportamento do controlador SDRE
quando for sujeito a incertezas de modelagem. Parametros como o modulo de
Young da viga E, a inércia do hub central do servomotor /., ou ainda 0s
coeficientes de Rayleigh a e b ndo sado conhecidos de maneira exata. Essas
incertezas paramétricas poderiam ser adicionadas ao modelo para verificar a
robustez do controlador. A Figura 5.2 apresenta o0 modelo do brago robético no
formato de planta generalizada G que permite considerar variagdes do modelo

via a matriz A.
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Figura 5.2 — Planta generalizada do braco robético com incertezas paramétricas nas
matrizes de massa, amortecimento e rigidez.
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APENDICE A- DOCUMENTACAO TECNICA DO SRV02
A.1 Calculo do momento de inércia equivalente

O momento de inércia equivalente do conjunto motor redutor no eixo de saida,
Jmeq, € @ soma das diferentes inércias do motor colocadas no eixo de saida.
Deve-se considerar a inércia propria do rotor do motor [, .0, @ inércia do
redutor, /4, € a inércia do dispositivo que permite segurar o bracgo flexivel J; ¢y .

Detalhando a Equacéo (2.89), chega-se a

]m,eq = ]m,motngng +]g +]l,ext (A-1)

A inércia J, mo¢ € um parametro do motor, a inércia J, .,, € dada pelo construtor
do experimento FlexCage. Falta calcular a inércia do redutor J, que € devida a
rotacdo dos pinhdes

Jg=hh+tL+]3+] (A-2)

Para calcular a inércia de cada pinhdo, usa-se a relacdo que relaciona a

inércia de um disco com a sua massa e raio:

2
Myiscoldisco -
Jdisco = 2 (A 3)

A.2 Valores dos parametros do moto-redutor DC

Paréametros Descricéo Valor Vel Unidade
Matlab

Motor: Parte elétrica

Forca contra eletromotriz

Kom (back EMF)

0,00768 Km [V][rad~1][s]

R, Resisténcia da armadura 2,6 Rm [Q]

Motor: Parte mecanica

[N][m][rad™" ]
[s]

b Coeficiente de friccdo equivalente
eq

do motor 0,015 beq

N Eficiéncia do motor 69 etam [%0]




K, Constante de torque 0,00768 Kt [N][m][A™1]
Jmmot Inércia do rotor do motor 3,90. 10" Jm_mot [kg][m?]
r Raio do hub do motor 5 r [ecm]

Redutor
Kyi Reduc¢éo da engrenagem interna 14 Kgi -
N, Disco 1: numero de dentes, raio, 24 N1 -
n massa e inércia: 6,35 rl [cm]
ml _ m17"12 5 ; ml [g]
1 177 1,01. 10 J1 [kg][m?]
N, N; Disco 2 e disco 3: nimero de 72 N23 -
Ty, T3 dentes, raio, massa e inércia: 19 R23 [cm]
my, ms _myrf 30 m23 [0]
o Js Ji=—— 5,41. 10° J23 [kg][m?]
N, Disco 4: niumero de dentes, raio, 120 N4 -
T massa e inércia 32 R4 [cm]
my _myry 83 ] m4 [a]
I == 4,25. 10° Ja [kg][m?]
Coeficiente redutor da engrenagem
K 2 Ny 70 Kg -
9 =K .=
K, =Ky N, N,
Mg Eficiéncia da engrenagem 90 etag [%6]
Inércia total dos pinhdes do redutor 5 5
]g ]g =h+tL+ls+] 5,34.10 J9 [kgl[m"]
Outros
Inércia do dispositivo que permite
Trext segurar o brago flexivel no eixo de 2.10* JI_ext [kg][m?]
carga do moto-redutor.
]m,eq ]m,eq = ]m,motngng + ]g +]l,ext 1197- 10_3 Jm_eq [kg][mz]
KK
C,, ”m';g# 0.1284 cm INJ[m] [271]
m
Beq CnKyKm + begq 0,084 Beq [S1]
Limitacdes
Frequéncia méaxima a ser aplicada
finax no motor para nao danificar a 50 - [s71]
engrenagem e 0 motor
Tensdo maxima a ser aplicada no
Umazx motor +15 i V]
I Intensidade maxima em regime 1 i [A]
max continuo para o motor
Lpeak Intensidade méxima de pico 3 - [A]

Referéncia motor: Faulhaber Coreless DC Motor Model 2338S00







APENDICE B - MODELAGEM SIMULINK

As simulacdes computacionais foram realizadas usando o Simulink® do
Matlab® (Matlab 2012b (8.0.0.783), 32-bit). As figuras a seguir representam o0s

blocos principais usados nas simulacdes.

A Figura B.1 apresenta o modelo geral da simulagdao SDRE. Primeiro, na
esquerda, o sinal de comanda 6.: um degrau indicando a posi¢do angular a
atingir. Depois, vem o bloco do controlador SDRE: em entrada o sinal de
comanda 6,, os estados x, e as matrizes do modelo M~1,N e K; ele fornece o
sinal de controle u = U,,. Em seguida, o modelo néo linear do sistema: atuado
via o sinal de controle u, o sistema fornece os estados x. Como o sistema é
n&o linear as matrizes do modelo M~1,N e K n&do sdo constantes e elas s&o
realimentadas na entrada do controlador SDRE para que ele seja capaz a cada
iteracdo de calcular o novo ganho de controle K. Finalmente, um bloco

observador que permite calcular as variaveis 6 e y, em fun¢céo dos estados x.

o ]
| P theta comand u[v] J—D :I
theta_c [Rad] > x . ol "2 theta [deg]
P inv M u P u yL [cm]
inv M
> N Observador —Lb |:|
M
> K model selector
g K yL [em]
Controlador SDRE
K Flexible beam Plant:
0: Linear
3 1: Modos Non linear

2: Full Non Linear (Rayleight)
3: Simpilified Non linear

Model selector

Figura B.1 - Modelo Simulink do sistema controlado completo: planta do brago robético
rotativo e controlador SDRE.

Nota-se gque existe um bloco que permite realizar a simulacdo com diferentes
modelos do braco roboético rotativo rigido-flexivel: o modelo linearizado, o

modelo n&o linear considerando apenas os modos assumidos (Equacao



(2.98)), o modelo n&o linear com amortecimento de Rayleigh (Equagéo (2.125))

e 0 modelo nao linear simplificado (Equacéo (2.127)).

A Figura B.2 representada o interior do bloco controlador SDRE apresentado
na Figura B.1. Tem 3 blocos importantes na Figura B.2. Primeiro, o bloco que
calcula as matrizes do espaco de estados A, B,C e D em funcdo das matrizes
massa, mola e amortecimento M~1,N e K conforme a Equac&o (3.29). Depois,
o bloco que calcula o valor da matriz peso Q dependente do estado x conforme
a Equacédo (4.14). Por ultimo, o bloco que resolve a equagdo de Riccati da
Equacao (3.15). Esse bloco faz uso de uma s-function desenvolvida por Campa
(2009) que permite a resolucdo da Equacao de Riccati diretamente no Simulink

sem ter que chamar o interpretador de Matlab.

inviv v A B A(X)

B
O =
N K D B(x)
( : ) Non linear _ ‘
Space State Model K(x) = inv(R)B'(x)P(x)

K > C
Creator ;
Kix) »Matrix
» D —pjlultiplf—» 7|C (1)
u
! x -Kx Saturation
Q(x) P Q(x) 1 +-15[V]
— theta comand AN T
Q) »R B
Algebric Riccati Equation (ARE)
R Solver
R
D )
(1) p K-
theta comand I/
[10..0]

Figura B.2 — Modelo Simulink do controlador SDRE.

A Figura B.2 representada o interior do modelo nédo linear apresentado na
Figura B.1. Matematicamente ele este bloco calcula a solugdo da dindmica

massa-mola-amortecedor da Equagéo (2.100).



p

h 4
0]
A

d2p > o1
F -Ndp - Kp
Model selector MM dp p
Inv ( M) Mass invi !
N dp Model selector QJ
p
G e |n -
N N Damping
(4 )4 K
K "
K Stiffness
Matrix<
— flultipl
K.p

Figura.B.3 - Modelo Simulink da planta: brago robdético rotativo rigido-flexivel.

A Figura B.4 representa o interior do bloco M~! apresentado na Figura B.2.

Nota-se que em funcdo da selecdo do modelo, a inversa da matriz M é

constante ou funcao dos estados do sistema.

D
Model selector
General
p Mn >+ Inverse
p g s - B
Mn (non-linear) (MO + Mn) (Lu)
inv(M
" (M)
MO (linear) »(2)
< invi
invM > pliatix
»—o pl uttip—>(1 )
inv (M0) g : d2p
Index Vector invM.(F - Ndp - Kp)
2D
F-Ndp - Kp

Figura B.4 - Bloco calculado o inverso da matriz massa M~! e a segunda derivada de

[0

q]”.

Por fim, a Figura B.5 representa uns dos blocos dentro do bloco N apresentado

na Figura B.2 para o modelo ndo linear com amortecimento de Rayleigh
(Equagéao (2.125)).
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Figura B.5 - Bloco permitindo calcular a parte ndo linear N, da matriz de

amortecimento N em funcéo dos valores dos estados do sistema x.
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