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RESUMO

Recentemente foram propostos métodos de otimizacao global baseados no conceito
de g¢-gradiente, tais como o método ¢-G, o método ¢-GC e os métodos g-quase-
Newton que sdo generalizagoes, respectivamente, dos algoritmos classicos do método
da maxima descida, método dos gradientes conjugados e métodos quase-Newton.
De forma analoga aos métodos baseados em gradiente, os métodos baseados em
g-gradiente, de modo geral, necessitam de pelo menos N + 1 avaliagoes da fungao
objetivo por iteracdo, onde N é a dimensdao do problema a ser otimizado. Devido
a esta caracteristica, os métodos baseados em ¢-gradiente tém o seu desempenho
deteriorado com o aumento da dimensionalidade dos problemas. Com o intuito de
solucionar problemas de otimizacao com um grande ntimero de variaveis de deci-
sao, uma versao rapida do método -G, denominada método Fq-G, é apresentada
neste trabalho. Este novo método é baseado no uso de perturbagoes simultaneas
para calcular uma aproximacao do vetor ¢-gradiente, abordagem que exige apenas
duas avaliagoes da func¢ao objetivo por iteracao, independentemente do valor de N.
Assim como nos métodos baseados em ¢-gradiente, no algoritmo do Fg-G o processo
de busca muda gradualmente de global, no inicio do procedimento iterativo, para
local no final. Além disso, sao utilizadas perturbagbes gaussianas para garantir a
convergéncia do método Fg-G para o minimo global em um sentido probabilistico.
O método Fg¢-G foi aplicado em 27 fungoes testes com 1000 variaveis de decisao
propostas na competicao para problemas de otimizacao de grande porte do IEEE
Congress on Evolutionary Computation (CEC) de 2008 e 2010. A comparacao foi
realizada, no total, com 14 Algoritmos Evolutivos participantes das duas competi-
¢oes, e o Fg-G alcancou o primeiro ou o segundo lugar dependendo da competicao e
da métrica de comparacao utilizada. Os resultados apontam para o potencial deste
novo método na resolucao de problemas de otimizacao de alta dimensionalidade.

Palavras-chave: otimizacao global de grande porte. calculo quéntico. vetor ¢-
gradiente. perturbagoes simultaneas. Método Fg-G.
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THE F¢-G METHOD FOR LARGE SCALE GLOBAL
OPTIMIZATION

ABSTRACT

Recently, global optimization methods based on the concept of the ¢g-gradient vector
have been proposed, such as the ¢-G method, the ¢-GC method and g-versions of
the quasi-Newton methods, a g-analog of the classic steepest descent, conjugate
gradient and quasi-Newton algorithms, respectively. Similar to the most gradient-
based optimization algorithms that use finite difference gradients, the ¢-gradient-
based methods require at least N + 1 function evaluations per iteration, where N
is the dimension of the function to be optimized. This feature implies that their
performance quickly deteriorates as the dimensionality of the problem increases.
Here we introduce a fast variant of the ¢-G method. Called the Fg-G method, it is
based on the use of simultaneous perturbations to compute an approximation of the
g-gradient, an approach that requires only two function evaluations per iteration,
regardless the value of N. A remarkable feature of the Fg-G algorithm is that its
search process gradually shifts from global in the beginning to local in the end of
the optimization procedure. Moreover, gaussian perturbations are used to guarantee
the convergence of the Fg-G to the global minimum in a probabilistic sense. The
Fg-G method was performed to 27 test functions of N = 1000 variables proposed
at the 2008 and 2010 IEEE Congress on Evolutionary Computation (CEC’2008
and CEC’2010) competitions on large scale global optimization. We compared the
performance of the Fg-G method with 14 evolutionary algorithms. Our approach
achieved the first or second position depending on the competition and comparison
metric applied. Results show the potential of this new method for solving high-
dimensional global optimization problems.

Keywords: large scale global optimization. quantum calculus. g-gradient vector. si-
multaneous perturbations. Fg-G method.
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1 Introducao
1.1 Contextualizagao

Otimizagao ¢ uma importante ferramenta na ciéncia da tomada de decisdes. Para
conseguir utilizd-la é preciso primeiro identificar algum objetivo, uma medida que
possa quantificar o desempenho e a qualidade da decisao. O objetivo pode ser ex-
presso, matematicamente, por meio de uma ou varias fungoes objetivo sujeitas as
variaveis de decisdo. Sao as variaveis de decisao que devem ser modificadas para que
o objetivo seja otimizado. Também é necessario verificar se as varidveis possuem
algum tipo de restrigdo (NOCEDAL; WRIGHT, 2006).

O processo de identificar o objetivo, as variaveis de decisao e as restri¢goes do pro-
blema é chamado de modelagem. Problemas nas areas de matematica, ciéncia apli-
cada, engenharia, economia, medicina e estatistica podem ser modelados como pro-
blemas de otimizagado (GILL et al., 1981). Uma vez que o problema de otimizacao é
formulado, é preciso encontrar sua solugdo. A resolucao desses problemas consiste na
busca das melhores solugoes para determinados objetivos. Existem diversas técnicas
destinadas a tarefa de resolver problemas de otimizagao. A escolha do algoritmo
deve ser feita de acordo com as caracteristicas do problema a ser otimizado, pois
nao existe nenhum método que seja ideal para solucionar todos os tipos de pro-
blemas (No Free Luch Theorem (WOLPERT; MACREADY, 1997)), mas sim métodos
mais ou menos indicados para determinados tipos de problemas. Dessa forma, o

desenvolvimento de novos algoritmos é sempre oportuno.

Recentemente, Soterroni et al. (2012) desenvolveram um novo método de otimizagao
denominado método do ¢-gradiente ou método ¢-G. Esse método é uma generali-
zacao do método da maxima descida e utiliza o conceito de ¢-derivada proveniente
do g-célculo, um dos ramos do Célculo Quéantico (CQ). O CQ também conhecido
como calculo sem limites, tem origens que remetem aos séculos XVIII e XIX, com
trabalhos de Euler, Gauss e Heine (ERNST, 2012). Em vez de considerar infinitesi-
mais e tomar o limite (para se obter uma derivada, por exemplo), o CQ se concentra
no comportamento de fung¢des ao sofrerem determinadas deformagoes finitas. Con-

fy)=1(

sidere o quociente %) Tomando y=x+ h, com h # 0, tem-se o h-calculo ou

o calculo por diferencas finitas. Esse ramo do CQ foi estudado por George Boole
(BOOLE, 1880; BOOLE, 1958), Milne-Thomson (MILNE-THOMSON, 1951) e outros,
e é util em varias areas, entre elas mecanica dos fluidos e combinatéria. Definindo
y = qx, com q # 1, tem-se o g-calculo. Foi o reverendo inglés Frank Hilton Jackson

que desenvolveu o g-clculo de forma sistemdtica (KAC; CHEUNG, 2002). Em 1909,



ele reintroduziu o conceito de g-derivada, também conhecida como derivada de Jack-
son, e propds uma g-versao da integral, que é naturalmente o operador inverso da
g-derivada (JACKSON, 1909; JACKSON, 1910a; JACKSON, 1910b). Jackson também
gerou g-versoes dos principais teoremas de calculo, tais como o teorema fundamental
do célculo e séries de Taylor. Ao longo dos ltimos cem anos, o g-calculo auxiliou no
desenvolvimento da teoria dos nimeros, analise combinatoéria, polindomios ortogonais,
fungoes basicas hiper-geométricas e aplicagbes em mecanica quantica, relatividade

e mecinica estatistica.

Soterroni et al. (2012) estenderam a aplicabilidade do g-célculo na rea de otimizagao
continua por meio da defini¢cao e do uso do vetor g-gradiente no método da maxima
descida. Logo, para fungoes continuas e irrestritas, o método ¢-G utiliza como dire¢ao
de busca a mesma dire¢ao e sentido contrario ao do vetor g-gradiente. O ¢-gradiente,
por sua vez, é o vetor das ¢-derivadas parciais de primeira ordem da fungao objetivo.
O método ¢-G retorna para a sua versao classica a medida que o pardmetro ¢ tende a
1. Quando g # 1 a direcao de busca do método ¢-G pode ser tanto de descida quanto
de subida, caracteristica que permite ao método escapar de extremos locais. Apli-
cando estratégias simples para determinar o parametro ¢, necessario para o calculo
do g-gradiente, e para o tamanho do passo dado na direcao de busca, tem-se um al-
goritmo estocastico para o método ¢-G destinado a problemas de otimizagao global.
De maneira semelhante, Gouvéa (2016) e Gouvéa et al. (2016) desenvolveram uma
g-versao do método dos gradientes conjugados de Fletcher e Reeves, denominado
¢-GC, e duas g-versoes de métodos quase-Newton, ¢-BFGS e ¢-DFP, generaliza-
¢oes dos métodos de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno e Davidon-Fletcher-Powel,
respectivamente. Os métodos baseados no vetor g-gradiente foram extensivamente
comparados com Algoritmos Evolutivos (AEs) e exibiram bons resultados, sobre-
tudo em fungoes multimodais identificadas pela existéncia de intimeros extremos
locais e com no maximo 30 dimensodes. No entanto, quando aplicados a problemas

de alta dimensionalidade, o desempenho desses métodos se deteriora rapidamente.

A resolucao de problemas de grande porte é custosa para métodos baseados em
gradiente que usam diferencas finitas. Normalmente, o cdlculo do gradiente utiliza
no minimo N + 1 avaliagoes da funcao objetivo para determinar a dire¢ao de busca,
sendo N a dimensao do problema. E quanto maior é o valor de N, mais avaliacoes da
fungao objetivo sao necessarias para o calculo dessa direcao. Isto afeta diretamente
o desempenho de algoritmos desse tipo, principalmente quando o nimero de avali-
acoes da funcao objetivo é utilizado como critério de parada. Problemas desse tipo

aparecem em muitas aplicagoes de ciéncia e engenharia, tais como o projeto 6timo



de sistemas eletronicos integrados, roteamento e programacao de recursos em redes
complexas, reconhecimento de gene em bioinformatica, mecanica estrutural, confi-
guragao molecular, e projeto de banco de dados (HAGER et al., 1994; MAHDAVT et al.,
2015). Alguns fatores dificultam a resolugao de problemas de grande porte. Primeiro,
o espaco de busca aumenta exponencialmente com o tamanho do problema, exigindo
uma estratégia de busca eficiente para explorar todas as regidoes promissoras em um
dado tempo. Segundo, as propriedades do espaco de busca podem mudar com o
aumento do nimero de varidveis de decisao. Além disso, a avaliacdo de problemas
de grande porte é usualmente custosa (OMIDVAR et al., 2015; TANG et al., 2007).

1.2 Objetivos e Contribuigoes

Dentro deste contexto, esta tese se propoe a contribuir com o desenvolvimento do
g-calculo na drea da otimizagao, gerando uma versao eficiente ou rapida (Fast) do
método ¢-G para a resolucao de problemas de otimizacao de grande porte, chamado
de método Fq¢-G.

A direcao de busca desse novo algoritmo é obtida através de uma aproximacao do
vetor g-gradiente (denotado por /V\q f), desenvolvida especialmente para o método
Fq-G, que exige apenas duas avaliagdes da fungao objetivo por iteracdo, indepen-
dente do valor de N. Esta aproximagao é inspirada no método SPSA (SPALL, 2012),
sigla de Simultaneous Perturbation Stochastic Approximation, na medida em que se
baseia no uso de perturbacoes simultaneas para estimar o vetor g-gradiente da fun-
¢ao objetivo. Com a economia no niimero de avaliagoes da funcao objetivo realizada
pelo novo método para determinar a direcao de busca, espera-se que o algoritmo do
Fg-G consiga explorar o espaco de busca de problemas de otimizagao com muitas

variaveis de decisdo.

A estratégia desenvolvida para determinar o tamanho do passo dado na diregao
indicada pelo vetor /V\q f € baseada em interpolacao parabdlica e no valor do para-
metro q. Além disso, perturbagoes gaussianas sao utilizadas em algumas iteragoes
para assegurar a convergeéncia do método Fg-G para o minimo global no sentido

probabilistico.

O principal objetivo deste trabalho é gerar um método baseado em g¢-gradiente
competitivo e eficiente na resolucao de problemas de otimizagdo de grande porte.
Para tanto, espera-se que o método Fg-G apresente um bom desempenho quando
aplicado em 27 funcoes escalaveis propostas na competicao de otimizacao de grande
porte do IEEE Congress on Evolutionary Computation de 2008 (CEC’2008) e de



2010 (CEC’2010) e comparado com 14 AEs participantes das duas competigoes.
1.3 Organizacao da Tese

Este trabalho esta estruturado em seis capitulos, sendo este o primeiro. No Capitulo
2 sao apresentados os conceitos fundamentais sobre os problemas de otimizacio e
os métodos utilizados para resolver problemas de grande porte. Os fundamentos do
g-calculo na area da otimizacao, além dos métodos baseados no vetor g-gradiente

sdo descritos no Capitulo 3.

Em seguida, no Capitulo 4 é introduzido o conceito do vetor Fg-gradiente e o al-
goritmo do método Fg-G, juntamente com a prova de convergéncia do método no
sentido probabilistico. A avaliacdo do desempenho do método Fg-G é apresentada no
Capitulo 5. No ultimo capitulo, tem-se as conclusoes desta Tese, seguido de sugestoes

para trabalhos futuros.



2 Conceitos Fundamentais de Otimizagao

Este capitulo apresenta conceitos fundamentais sobre otimizagao de problemas com
uma unica funcao objetivo e exibe algumas técnicas utilizadas para encontrar o

6timo de problemas que possuem um grande niimero de variaveis de decisao.

Por uma questao de notagao, ao longo deste texto o problema de otimizacao sera tra-
tado como um problema de minimizagao, uma vez que sempre é possivel transformar

um problema de maximizagdo em um problema de minimizacao, e vice-versa.
2.1 Problemas de Otimizacao

A formulagao matematica para um problema de otimizacao com apenas uma fungao

objetivo pode ser dada por

Minimizar: f(x),

. (2.1)
Sujeito a: x € D.

Quando D = R¥, o problema de otimizacdo ¢ dito irrestrito. No caso de D C R¥ ser
descrito por restricoes de desigualdade, igualdade e limites laterais sobre as variaveis
de decisao, isto é,

D:{X:gj(x) SO,jzl,...,J;hk(X):(),k':1,...,K;]}mini sz ernaxi;i:la"'aN}a

(2.2)
diz-se que o problema de otimizacao é restrito e sua formulacao ¢ dada por
Minimizar: f(x),
Sujeito a:  g;(x) <0, =1,...,J,
) 9;(x) < J (2.3)
hk(X):O, k?—l, ,K,
Lmin; S Z; S Lmax;; =1, 7N

Além de serem classificados como irrestritos ou restritos, os problemas de otimizagao
(2.1) também podem ser classificados de acordo com a natureza da fungao objetivo
e das fungoes de restrigcoes, com numero de variaveis de decisao, entre outros. Por
exemplo, se todas as fungoes em (2.3) sao lineares tém-se um problema linear, caso

contrario, (2.3) é chamado de problema nao linear.

Resolver o problema de otimizacao (2.3) é procurar pelo ponto x* que respeite todas
as restricoes impostas pela formulacdo do problema, enquanto minimiza a fungao
objetivo f. A solucao x* pode ser um minimo local ou um minimo global de f, de

acordo com a defini¢cao abaixo.



Definicdo 1. Seja f : D C RY — R. Se x* € D e se existe uma vizinhanca em
torno de x*, V(x*), tal que f(x*) < f(x), para cada x € D NV (x*), entdo x* é
chamado minimo local. Se f(x*) < f(x), para cada x € DNV (x*) com x* # x, 0
ponto x* é chamado minimo local estrito de f. Um ponto x* € D é minimo global
de f, se f(x*) < f(x), para cada x € D. Se f(x*) < f(x), para cada x € D com

X # x*, x* € chamado minimo global estrito.

A Figura 2.1 ilustra minimos locais e o minimo global para uma funcao f : R — R.
M; é um minimo local de f, enquanto M, e M, sdo minimos locais estritos e M3 é

o minimo global da funcao.

fla) A
M, M,y . 2
\‘. |I II'.I /
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R / /\w/
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\/’
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T

Figura 2.1 - Exemplos de minimos locais (Mj, My e My) e minimo global (M3).
Fonte : (COLLETTE; STARRY, 2003).

2.2 Condigoes de Otimalidade

Nesta secao sao apresentadas condigoes para que o ponto x* seja um minimo local
ou global de problemas de otimizacao irrestritos e com restrigoes. As demonstragoes

dos Teoremas e Proposigao abaixo podem ser encontradas em Bazaraa et al. (2013).

As condigoes de otimalidade para problemas restritos sao uma extensao das condi-

gOes para problemas sem restrigdes (BAZARAA et al., 2013).

Proposigao 1 (Condigdo Necessaria de 1* ordem). Suponha que f : RY — R ¢
diferencidvel em x*. Se x* € um minimo local, entdo
af(x*) of(x* af (x*
Viee)r = [21) 006) DRG]

0y 0xs or N




O ponto x* que cumpre a condigao V f(x*) = 0 é dito ponto critico ou estacionério da
funcao f. A Proposicao 1 utiliza a informacao do vetor gradiente, por isto é chamada
condigao necessaria de primeira ordem. Outra condigao necessaria de otimalidade

também pode ser determinada em termos da matriz Hessiana H.

Teorema 1 (Condigao Necessaria de 2* ordem). Suponha que f : RY — R ¢ duas

vezes diferencidvel em x*. Se x* é um minimo local, entao V f(x*) =0 e

Pf(x) 0*f(x) 0*f(x")

Ox? 0x10rs ~ Or10xN
Pf(x*) Pf(x¥) >’ f(x*)
H(x") = 0x201, 03 T Oxy0xN

Pf(x) Pfx) O*f(x*)

OrnOry OrnOxe 0%

¢ positiva semidefinida, isto €,
z’H(x*)z > 0,
para todo z € RY.

As condicoes dadas pela Proposicao 1 e pelo Teorema 1 sdo requisitos que todo
minimo local deve cumprir, no entanto, um ponto pode satisfazer as condigoes
acima e nao ser um minimo local da funcdo. O Teorema abaixo apresenta uma

condicao suficiente para x* ser um minimo local.

Teorema 2 (Condicdo Suficiente de 2* ordem). Suponha que f: RY — R € duas

vezes diferencidvel em x*. Se V f(x*) = 0 e H(x*) € positiva definida, isto €,
z'H(x*)z > 0,
para todo z # 0 € RN, entdo x* é um minimo local estrito de f.

Os Teoremas e a Proposicao anteriores versam sobre minimos locais. No entanto,
para problemas convexos, as condi¢oes de otimalidade garantem que o minimo local
¢ um minimo global. Em particular, se V f(x*) = 0, H(x) é positiva semidefinida

para todo x, entao, x* é um minimo global.



O conceito de convexidade ¢ importante na 4rea de otimizacdo. O conjunto D C R¥
é convexo se todo segmento de reta que liga dois pontos quaisquer de D esta com-

pletamente contido no conjunto (LUENBERGER; YE, 2008). Ou seja,
Vx,xa€DeVAe|0,1], tem-seque Ax;+ (1 —N)xg€D.

Definigao 2. Seja f : D — R, onde D C RN é um conjunto convexo ndo vazio. A

funcao f € convexa em D se
X+ (1= N)x2) < Af(x1) + (1 = N) f(x2), Vx1,x2 € D e X €[0,1].

A fungdo f : D — R € concava em D se —f é convexa em D.

f
AN . / 5 f/\ /
I L1 I | /; ~—~
! 1 1 | ] 1 1 1
1 1 1 | 1 | 1 1
l ! l 1 L 1 l l
X1 Axy + (1= N)xp X2 X1 Axi+(1=XNx2 Xo X1 X2
(@) (b) (©)

Figura 2.2 - Exemplo de fungao (a) convexa, (b) concava e (c¢) nem convexa e nem concava.
Fonte : Bazaraa et al. (2013).

Quando o problema de otimizacao possui restri¢oes laterais, de igualdade e de desi-
gualdade (2.3), um ponto de minimo devera satisfazer as condi¢oes de Karush-Kuhn-
Tucker (KKT). As condigoes de otimalidade foram desenvolvidas independentemente
por Karush (1939) e por Kuhn e Tucker (1951).

Teorema 3 (Condigoes Necessarias de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)). Sejam f :
RV R, g :RY >R, j=1,....,J eh : RY 5 R k=1,...,K. Considere o
problema de minimiza¢ao (2.3). Seja x* uma solugdo vidvel, e seja T = {j : g;(x*) =
0}. Suponha que f e g; para j € T sdo diferencidveis em x*, que cada g; para j ¢ T
¢ continuo em xX*, e que cada hy, k = 1,..., K ¢é continuamente diferencidvel em
x*. Além disso, suponha que Vg;(x*) para j € T e Vhy(x*) para k = 1,..., K
sao linearmente independentes. Se x* resolve o problema (2.3) localmente, existe

escalares unicos u;, j €L evy, k=1,..., K tais que

Vi) + > u;Vgi(x*) + > v Vh(x*) =0,

jeT k=1



u; >0 para j€T.

Ainda, se g; para j ¢ T também é diferencidvel em x*, as condigoes de KKT podem

ser escritas como

J K
Vi) 4+ uiVgi(x") + > v Vh(x*) =0,

j=1 k=1

u;gj(x*) =0 para j=1,...,J,
uj >0 para j=1,...,J.

Os escalares u;, vi, sao os multiplicadores de Lagrange.

Qualquer ponto x* para qual exista os multiplicadores de Lagrange u; e v tal que

(x*,u,v) satisfazem as condigoes de KKT é chamado ponto de KKT.
2.3 Problemas de Otimizacao de Grande Porte

Nao existe um consenso sobre quantas variaveis de decisao um problema deve ter
para ser considerado de grande porte. Bazaraa et al. (2013) considera que a dimensao
deve ser maior do que 100, enquanto Cheng et al. (2014) e Roma (2001) definem que
a funcao objetivo deve ter mais de 1000 variaveis. Ja Benson et al. (2003) consideram
que um problema é de alta dimensionalidade quando a soma do ntimero de variaveis

de decisao com o nimero de restrigoes ¢ no minimo 1000.
2.3.1 Meétodos para otimizacao de problemas de grande porte

Nesta secao sao destacados métodos destinados a resolucao de problemas com um
grande nimero de variaveis de decisao, dentre eles estao os métodos classicos, mo-
dificacoes de algoritmos ja existentes e também os que foram desenvolvidos especi-

almente para solucionar este tipo de problema.

Uma estratégia utilizada por muitos métodos de otimizacao para resolucao de pro-
blemas de pequeno, médio e grande porte é o procedimento iterativo dado por meio

da expressao
XD — x®) | o gk (2.4)

em que d® € RY é a direcdo de busca, a®) € R é o tamanho do passo dado ao longo
da direcao d® e x*) € RN representa o vetor de varidveis de decisdo do problema

na iteragao k.



Os algoritmos de otimizacao que utilizam o processo iterativo (2.4) se diferenciam
pela maneira como a direcao de busca d® e o tamanho do passo a® sdo determina-
dos. O método dos gradientes conjugados (GC), utilizado para solucionar problemas
de grande porte, obtém sua direcdo de busca através de informacoes do vetor gra-
diente. A direcdo de busca na primeira iteracdo d® é dada pela mesma direcio e
sentido oposto ao do vetor gradiente no ponto x(©,—V f(x(®), e para as iteracoes

seguintes, a direcao ¢ dada por
dD = —v f(xFHD) 4 5R gk, (2.5)

onde 6 é um pardmetro de deflexdo (BAZARAA et al., 2013). Diferentes escolhas

para o parametro §*) dao origem a diversos tipos de métodos GC.

Uma das primeiras versoes dos métodos GC foi desenvolvida por Hestenes e Stiefel
(1952) para resolver sistemas lineares, considerando a matriz é simétrica e definida
positiva. Em 1964, Fletcher e Reeves (FLETCHER; REEVES, 1964) estenderam a
aplicabilidade dos métodos GC para fung¢oes nao lineares, onde o tamanho do passo
a®) é obtido através de uma busca linear na direcdo d® e o parametro 6*) é definido

por
s _ VIEED)TV f(x)
PR )T ()

(2.6)

Entre as vantagens dos métodos GC estdao os modestos requisitos de memoéria e
sua rapida convergéncia. De fato, observe que com a definicao de 6%} da Equacéao
(2.6), o método GC de Fletcher e Reeves precisa armazenar apenas trés vetores
N-dimensionais (d®, V f(x®), ¥ f(x#+1))) para determinar a direcio d**+1). De-
vido a essas caracteristicas, varias versoes do método dos gradientes conjugados
foram propostas, considerando diferentes maneiras de determinar a®) e 5, para
solucionar problemas de alta dimensionalidade (DAI; NI, 2003; YU et al., 2007; AN-
DREI, 2013; DENG; WAN, 2015).

Os métodos GC sao tipicamente menos eficientes e robustos que os métodos quase-
Newton. No entanto, para problemas de grande porte os quase-Newton tornam-se
quase impraticéveis devido ao uso da aproximagao da matriz Hessiana (BAZARAA et
al.,, 2013). Com o intuito de tornar vidvel o uso dos métodos quase-Newton para oti-
mizacao desse tipo de problema, Nocedal (1980) desenvolveu o L-BFGS, uma versao
limitada do conhecido método quase-Newton BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno) (SHANNO, 1970). Em vez de armazenar a aproximagao da inversa matriz

Hessiana, o L-BFGS propoe a reconstrucao da matriz utilizando apenas informa-
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¢oes das tltimas m iteragoes, sendo m um nimero pequeno (NOCEDAL, 1980), o que
reduz o custo computacional do método. O método L-BFGS é considerado como
estado da arte dos métodos de otimizacao baseados em gradiente para solucionar
problemas de grande porte (LOSHCHILOV, 2014).

Assim como os métodos GC e L-BFGS, o método Barzilai-Borwein (BB) (BARZI-
LAT; BORWEIN, 1988) também utiliza a informacao do gradiente para determinar a
direcao de busca. O método BB, que foi estendido para solucionar problemas irres-
tritos de grande porte por Raydan (1997), se difere do conhecido método da maxima
descida pela maneira como o tamanho do passo é determinado. O método BB es-
colhe o tamanho do passo a® de forma que a¥'d®) se aproxime de [H(’“)]_ld(k).
Essa estratégia de passo também é utilizada em outro método destinado a solugao
de problemas de otimizagao convexa de grande porte, o método Spectral Projected
Gradient (SPG), que foi desenvolvido por Birgin et al. (2000). O SPG combina
o uso do passo de Barzilai-Borwein e da estratégia de busca linear ndo mondtona

desenvolvida por Grippo et al. (1986) com método cldssico do gradiente projetado.

Existem ainda alguns softwares baseados no método de ponto interior que sao re-
conhecidos por solucionarem problemas nao lineares com restrigoes e um grande
nimero de varidveis de decisdo, dentre eles estdao o IPOPT (WACHTER; BIEGLER,
2006), o KNITRO (BYRD et al., 2006) e o LOQO (VANDERBEI; SHANNO, 1999). E
também o pacote SNOPT (GILL et al., 1999) que implementa o método de Progra-
magao Quadrética Sequencial, o LANCELOT (CONN et al., 1992) e 0 ALGENCAN
(ANDREANT et al., 2007) que implementam o método do Lagrangiano Aumentado.

Além destes métodos tradicionais, inimeras meta-heuristicas tém sido destinadas
a resolugao de problemas de grande porte. Segundo (MAHDAVTI et al., 2015), essas
meta-heuristicas podem ser divididas em duas categorias: os métodos de coevolugao
cooperativa, que sao baseados em estratégias de decomposicao, e os algoritmos que
resolvem o problema sem decomposicao. Naturalmente existem outra maneiras de

classificar as meta-heuristicas, veja, por exemplo, (BOUSSAID et al., 2013).

Os algoritmos de coevolugao cooperativa (CC) consistem em dividir o problema
de otimizacao em subproblemas com poucas variaveis de decisao ou, até mesmo, em
subproblemas unidimensionais; evoluir a popula¢do em cada subproblema e, por fim,
unir as solugoes de todos os subproblemas para construir a solugao final. A aptidao
do individuo de um subproblema é calculada através do vetor de N dimensoes cons-
truido pela integracao do préprio individuo com individuos selecionados dos outros
subproblemas (MAHDAVT et al., 2015).
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Os primeiros métodos que utilizaram a estratégia de decomposicao CC foram propos-
tos por Potter e Jong (1994). Desenvolvidos para solucionar problemas complexos,
os métodos CCGA-1 e CCGA-2 utilizam o algoritmo genético para evoluir a popu-
lacao de cada subproblema. Cada populacao evolui independentemente, interagindo

apenas para obter o valor de aptidao dos individuos.

De forma semelhante a Potter e Jong (1994), Bergh e Engelbrecht (2004) integraram
o método CC ao otimizador PSO, sigla de Particle Swarm Optimizer. O CPSO-H,
e o CPSO-S; foram comparados ao PSO, ao algoritmo genético e ao CCGA-1, apre-
sentando desempenho superior ao desses métodos. A principal diferenca entre as
duas versoes do CPSO e as duas versdes do CCGA, além do método evolutivo, é
como a divisdo das varidveis é realizada. Enquanto nos métodos CCGA o problema
de N dimensoes ¢é dividido em N subproblemas unidimensionais, nos CPSO o vetor

de N dimensoes é decomposto em p partes, resultando em p subproblemas.

Varios autores utilizaram a estratégia de decomposi¢do com outros métodos evoluti-
vos, como por exemplo Cooperative Co-evolutionary Differential Evolution (CCDE)
(SHI et al., 2005), Cooperative Artificial Bee Colony (CABC) (EL-ABD, 2010), Coo-
perative Bacterial Foraging Optimization (CBFO) (CHEN et al., 2008), entre outros.

Nas meta-heuristicas citadas acima, a divisao em subproblemas é sempre realizada
no comego do processo de busca e as varidveis permanecem no mesmo grupo até o
fim do processo. Por esta razao, sao denominados métodos baseados em CC com
agrupamento estatico. Os resultados obtidos por esses métodos mostraram um de-
sempenho fraco em problemas cujas fun¢des objetivo sao nao separaveis. Uma fungao
de N variaveis é nao separavel se nao pode ser reescrita como a soma de N fungoes

de apenas uma varidvel (TANG et al., 2009).

Com intuito de determinar o minimo de fung¢des ndo separaveis de maneira efici-
ente, foram desenvolvidos métodos cujas divisdes em subproblemas sao realizadas
dinamicamente. Assim, as varidveis podem ser reagrupadas de acordo com a evolu-
¢do do algoritmo. Classificadas como métodos baseados em CC com agrupamento
dindmico, essas meta-heuristicas também podem ser categorizadas de acordo com a
forma que as variaveis sao agrupadas, aleatoriamente ou baseada em aprendizagem
(MAHDAVT et al., 2015).

Proposto por Yang et al. (2008a), o DECC-G é um dos métodos baseados em CC
que tem suas variaveis agrupadas dinamica e aleatoriamente. Nesse algoritmo, a cada

novo ciclo as variavéis do vetor objetivo N-dimensional sdo divididas aleatoriamente
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em grupos de tamanhos pré-definidos (s), formando p subproblemas (assumindo
N = p-s). Todos os subproblemas sdo evoluidos através do algoritmo de evolugao
diferencial autoadaptativo SaNSDE (YANG et al., 2008c). Uma estratégia de ponde-
ragao é aplicada em cada um dos subproblemas e os pesos de cada subproblema sao
otimizados. O DECC-G apresentou desempenho superior ao de dois métodos que
utilizam a estrutura original dos algoritmos de CC, principalmente para as fungoes

nao separaveis.

Como a decomposicao dindmica permite a interagdo entre as variaveis de decisao, o
bom desempenho do DECC-G na resolucao de fun¢oes nao separaveis é esperado.
Entretanto, determinar o tamanho apropriado de cada subproblema nao é uma ta-
refa facil. Subproblemas com poucas variaveis, podem ser vantajosos para fungoes
separaveis e subproblemas com tamanhos grandes sao interessantes para problemas
nao separaveis, pois permitem uma maior interagao entre as variaveis. No inicio do
processo de busca, subproblemas com poucas variaveis de decisao podem ajudar
a localizar rapidamente regioes promissoras, porém no final da busca, grupos de

tamanho grande fornecem informagoes globais (YANG et al., 2008b).

A fim de fornecer um método que conseguisse adaptar o tamanho apropriado de
cada subproblema, dependendo da fun¢ao objetivo, estagio de evolugao e caracteris-
ticas de recurso, Yang et al. (2008b) propuseram o MLCC (Multilevel Cooperative
Coevolution). O MLCC gera, de maneira aleatéria, um conjunto com variados ta-
manhos de subproblemas (s;’s), onde cada tamanho implica em diferentes niveis
de interagao entre as variaveis de decisao. No inicio de cada ciclo, um tamanho de
subproblema é selecionado no conjunto com base nos seus niveis de desempenho.
Depois, o vetor objetivo é decomposto de acordo com o tamanho selecionado e en-
tao cada subproblema é evoluido. No final de cada ciclo, o desempenho do tamanho
de grupo selecionado ¢é atualizado e salvo. Com este mecanismo, o MLCC é capaz

de se autoadaptar ao nivel da interacao adequada.

Além dos métodos de CC com agrupamento dindmico aleatdrio, existem os que sao
baseados em aprendizagem. Essas meta-heuristicas utilizam estratégias que permi-
tem identificar as interacoes entre as varidveis durante o processo de otimizacao
(MAHDAVT et al., 2015).

O método CCEA-AVP (RAY; YAO, 2009) é uma das meta-heuristicas de CC com
agrupamento dindmico baseado em aprendizagem. Nas primeiras M geragoes do
algoritmo, todas as varidveis de decisao pertencem a um mesmo grupo e evoluem

com um AE. Na (M + 1)-ésima geracao, uma matriz de correlagdo é calculada
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baseada nos 50% melhores individuos e as varidveis sao particionadas em multiplos
grupos da seguinte forma: as variaveis que tém um coeficiente de correlacao maior
do que um limiar sao agrupadas juntas, respeitando o tamanho méximo de cada
grupo. O particionamento das variaveis baseadas em correlacao é repetido a cada
geracao subsequente. Outra meta-heuristica deste tipo foi apresentada por Chen et
al. (2010), o CCVIL inicialmente considera todas as variaveis de forma independente
e coloca cada uma delas em um grupo separado. Iterativamente, o método descobre

a relagdo entre as variaveis e as agrupa de acordo com estas relagoes.

O método CC-CMA-ES (LIU; TANG, 2013) aplica a estratégia de CC ao eficiente
CMA-ES (HANSEN et al., 2003) com o propoésito de solucionar problemas de grande
porte. Com o objetivo de fazer um balanco entre busca global e local, esse método
utiliza trés diferentes estratégias de decomposigao: MiVD (Min-Variance decompo-

sition), MaVD (Maaz-Variance decomposition) e decomposicao aleatéria.

Existem ainda as meta-heuristicas que nao fazem uso de qualquer tipo de decompo-
sicao. Esses métodos utilizam versoes melhoradas de operadores classicos, aqueles
usados para problemas de baixa dimensionalidade, e desenvolvem novas estratégias

de busca.

O EPUS-PSO foi desenvolvido por Hsieh et al. (2008) para solucionar o problema
de grande parte sem utilizar decomposi¢oes. O algoritmo possui um gerenciador da
populacao responsavel pela eliminagao de particulas redundantes, entrada de novas
particulas ou manutencao do nimero do particulas na populacao de acordo com
o estado da solucdo na busca para tornar o processo mais eficiente. No DMS-PSO
(ZHAO et al., 2008), um outro método baseado no PSO, a populagao é dividida em um
grande nimero de subenxames; esses subenxames sao frequentemente reagrupados

e informacoes sao trocadas entre as particulas em todo o enxame.

Além de versdes do PSO para gerar otimizadores de problemas de grande porte,
o algoritmo de Evolugao Diferencial (ED) também se tornou muito popular para
gerar versoes que resolvem este tipo de problema devido a sua simplicidade e facil
implementagao (MAHDAVT et al., 2015). O jDEdynNP-F (BREST et al., 2008) utiliza
mecanismos de autoadaptacao para determinar os parametros de controle proprios
do ED, além de estratégias para reduzir o tamanho da populagao durante o processo
de otimizagao. Uma versao estendida do JDEdynNP-F, jDElsgo, pode ser encontrada
em Brest et al. (2010). O SDENS (WANG et al., 2010) é um algoritmo sequencial DE
reforgado com busca na vizinhanga. J& o método JADE (ZHANG; SANDERSON, 2009),

além de atualizar os parametros de controle do ED de maneira adaptativa, adota
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uma estratégia de mutagao que utiliza um arquivo externo opcional. Essas operagoes

diversificam a populacdo e melhoram o desempenho.

O EOEA (WANG; LI, 2010) ¢ uma outra alternativa para resolver problemas de
alta dimensionalidade e o seu procedimento de busca é dividido em duas etapas: a
fase de encolhimento global, que procura diminuir o espaco de busca a procura de
regides promissoras o mais rapido possivel; e a etapa de exploragao local, que tem
como objetivo explorar intensamente a area que foi limitada na primeira fase para

encontrar a melhor solucao possivel.

O MA-SW-Chain (MOLINA et al., 2010) é um algoritmo memético que utiliza o mé-
todo de Busca Local (BL) Solis Wets (SOLIS; WETS, 1981). O método foi projetado
para adaptar a intesidade do BL, com o propoésito de explorar mais a regiao dos
individuos mais promissores. Métodos de BL também sao utilizados no algoritmo
MTS (TSENG; CHEN, 2008). MTS usa miltiplos agentes para encontrar as melhores
solucoes dentro do espago de busca. Cada agente utiliza um dos trés métodos de
BL disponiveis. O BL escolhido é o que melhor se ajusta ao formato da fungao na

vizinhanga de uma solucao.

Esses sao alguns dos intimeros otimizadores de problemas de grande porte, dentre
eles ha algoritmos que utilizam a informacao do vetor gradiente, algoritmos bio-
inspirados, algoritmos populacionais, mas nao ha nenhum na area do g-célculo. Os
unicos métodos de otimizacao na area do g-calculo sao os que foram desenvolvidos
por Soterroni et al. (2011) e Gouvéa et al. (2016), que serdo descritos no préximo

capitulo, destinados a solucao de problemas com até 30 dimensoes.
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3 Métodos baseados no vetor g-gradiente

O método ¢-G foi o primeiro a utilizar conceitos do ¢-célculo na area de otimi-
zagdo. A partir da definicdo da ¢-derivada, Soterroni et al. (2011) definiu o vetor
g-gradiente e utilizou-o para determinar a direcao de busca do método. Esse método
foi destinado a resolucao de problemas de otimizagao global e demonstrou eficiéncia

e competitividade quando comparado aos AEs.

Modificagoes no método ¢-G foram realizadas por Gouvéa et al. (2016) para ob-
ter um algoritmo com prova de convergéncia no sentido probabilistico. Além disso,
foram geradas g-versoes convergentes do método dos gradientes conjugados, ¢-GC,
e de dois métodos quasi-Newton, ¢-BFGS e ¢-DFP. Essas ¢-versoes convergentes

apresentaram bom desempenho quando aplicadas em fun¢oes multimodais.

Uma introdugao sobre o g-calculo, caracteristicas do método ¢-G original e das ¢-

versoes convergentes de métodos classicos sao apresentados neste capitulo.
3.1 g-calculo

O Célculo Quéntico (CQ) é a variacao do calculo que trabalha sem o conceito de
limite, baseado principalmente na ideia de reescalonamento das diferencas finitas
(AHMAD et al., 2016). Considere a expressao

fly)—f (fv)’
y—x
quando y se aproxima de x, o limite, quando existe, é dado pela conhecida defini¢ao
de derivada de uma funcao f no ponto x. No entanto, sem tomar o limite e fazendo
y=gqxr ey =x+ h, onde ¢ ¢ um numero fixo diferente de 1 e h é um ntmero fixo
diferente de 0, tem-se, respectivamente, expressoes do g-célculo e do h-célculo (KAC;
CHEUNG, 2002).

O g¢-célculo utiliza o parametro multiplicativo ¢ para generalizar expressoes mate-
maticas. As versoes andlogas das expressoes matematicas, também conhecidas por

g-versoes, retornam a sua forma original, quando ¢ tende a 1.

A histéria do g-calculo tem origem no século XVIII, quando Euler introduziu o
pardmetro g nas séries infinitas de Newton (ERNST, 2012). Identidades de Euler
para fungoes g-exponenciais e férmula g-binomiais foram desenvolvidas por Gauss
no século XIX. Essas defini¢oes levaram a descoberta da féormula de Heine para a

funcao g-hipergeométrica como uma generalizagdo para uma série hipergeométrica
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(AHMAD et al., 2016). Mas foi no comego do século XX que F. H. Jackson desenvolveu
o g-calculo de uma maneira sistematica. Ele reintroduziu o operador ¢-derivada,
amplamente conhecido como derivada de Jackson e definiu a g-integral (JACKSON,
1909; JACKSON, 1910a; JACKSON, 1910b).

Nos ultimos anos, o g-calculo tem sido consideravelmente explorado, tendo em conta
suas numerosas aplicagoes em funcgoes especiais, analise combinatéria, mecanica
quéntica, teoria dos operadores, calculo g-variacional, relatividade, entre outros (AH-
MAD et al., 2016).

3.1.1 ¢-derivada

Dada uma fungao diferenciavel de uma tnica variavel f(z) e ¢ € R, a g-derivada de
f(z), também conhecida como derivada de Jackson, pode ser definida como (KOE-
KOEK; KOEKOEK, 1993):

flqgz) — f(x)

D,f(z) = R (3.1)

para g # 1 ex # 0. Quando ¢ = 1 ou x = 0, a ¢-derivada retorna a derivada classica.
Observe que na g-derivada (3.1) a variavel independente sofre deformagoes, ou seja,

x pode ser dilatada ou contraida dependendo do valor de q.

Para uma fungao diferencidvel de N varidveis f(x), a g-derivada de primeira ordem
de f com relagdo a variavel z; é dada por (SOTERRONI et al., 2011) :

f(z1, ey qriy s xn) — f(21, o, Ty ooy TN)

qx; — Z;

) Seg#lexi#(h

caso contrario,

seq#lex; #0,

caso contrario,

onde e ¢ a i-ésima coluna da matriz identidade Iy.
3.1.2 Vetor ¢g-gradiente

O vetor ¢-gradiente é definido como o vetor das N ¢-derivadas parciais de primeira
ordem de f (SOTERRONTI et al., 2011):

Vaf(x) = [Dg 01 f (%) - - Do, f(X) - Dy o f(X)]" (3:2)
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onde o parAmetro ¢ é um vetor q = (g1, , ¢, - ,qn) € RY. Assim como acontece
com a g-derivada, o vetor g-gradiente retorna ao gradiente classico no limite ¢; — 1,

para todoi=1,---, N.

E intuitivo considerar a dire¢do determinada pelo vetor gradiente da funcdo objetivo
no ponto atual da busca como direcao de busca de um método de otimizacao, uma
vez que esse vetor fornece a direcao e sentido de maximo crescimento da fungao no
ponto de busca e, naturalmente, a mesma dire¢ao e sentido contrario determinam
o maximo decrescimento da fun¢ao. Logo, para os métodos de otimizagao baseados
em ¢-gradiente, deve-se utilizar o vetor ¢-gradiente para determinar a direcao de
busca (SOTERRONI, 2012).

Na Figura 3.1 estd representado a mesma direcao e sentido contrario ao vetor gra-
diente cldssico, ou seja, a dire¢cdo de méaxima descida (semi-reta niimero 1 em ver-
melho), e a mesma diregdo e sentido contrario ao vetor g-gradiente (semi-retas de
2(2) a 10(10’) ) para diferentes valores do pardmetro q, juntamente com as curvas

de nivel de uma fungao bidimensional (N = 2) f: RY — R dada por!

f(x) = Z(flfi —0;)?, (3.3)

com o = (10,10) e x = (12,12). Para tracar as semi-retas numeradas de 2 a 9 na
Figura 3.1, foram tomados ¢; e ¢y simétricos em relacao a 1 (q = (q1,92)) e, res-
pectivamente, iguais a (0.97,1.03), (0.9,1.1), (0.8,1.2), (0.7,1.3), (0.6,1.4),(0.5,1.5),
(—1.2,-0.8) e (—1.4,—0.6). As semi-retas numeradas de 2’ a 9’ usam os mesmos va-
lores de ¢ e g2 , mas com posigoes invertidas q = (g2, ¢1). Conforme os valores de ¢;
se aproximam de 1 as dire¢oes determinadas pelo g-gradiente se aproximam da dire-
¢ao de maxima descida, como demonstram as semi-retas de 2(2') a 7(7"). Enquanto
que as semi-retas 8(8') e 9(9’) mostram que a dire¢do e sentido contrario ao vetor

g-gradiente pode definir uma direcao de subida.

Esse exemplo é capaz de mostrar que a utilizagdo do vetor g-gradiente (3.2) para
determinar a direcao de busca em métodos de otimizagao oferece mecanismos para

escapar de minimos locais.

N

'Fungdo quadrética f(x) = > ;_, 27 deslocada e com minimo global em o = (0,0).
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Figura 3.1 - Direc¢oes de busca definidas pelo gradiente classico (semi-reta nimero 1 em
vermelho) e pelo g-gradiente (semi-retas de 2(2’) a 9(9’) ) para diferentes
valores do parametro q.
Fonte : Soterroni et al. (2015).

3.2 Meétodo ¢-G

O método ¢-G (SOTERRONI et al., 2012) é uma g¢-versao do método da méxima
descida desenvolvida para solucionar problemas de otimizagao global, continuos e
irrestritos. Esse método utiliza o procedimento iterativo (2.4), em que a diregdo de

busca d®) € RN na iteracdo k ¢ dada por

qu(x(k))

d® — — 7
| Vqf (x®) ||

onde Vqf(x®) é o vetor g-gradiente de f no ponto x*) dado por (3.2).

Como observado na Figura 3.1 o uso do vetor ¢g-gradiente para determinar a direcao
de busca permite que os métodos baseados em ¢-gradiente escapem de minimos

locais e, para isso, uma boa escolha do parametro ¢ é fundamental.

Em Soterroni et al. (2012) os valores do pardmetro q sao obtidos por meio do sorteio
de qfk) (t=1,...,N) segundo uma distribui¢ao gaussiana com funcao de densidade

de probabilidade dada por

F(@o,p) = ——eap <—W> ,

oV 2w 202
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com média p = 1 e desvio padrdao o = ¢(®)/ |x5k)|, quando xﬁk) # 0. O desvio padrao
inicial é diferente de zero () > 0) e tende a zero ao longo do procedimento iterativo

por meio da expressao
okt = 5. k),

em que 3 € (0,1) é o fator de reducao. Quando o®) # 0 (e ndo préximo de zero), os
(k)

valores ¢,/ podem ser quaisquer nimeros reais e, associados aos valores da funcao
objetivo, permitem que a dire¢ao de busca seja tanto de subida quanto de descida.
Esta propriedade confere ao método ¢-G a capacidade de realizar uma busca global
(

(exploration). Quando ¢®) — 0, tem-se ¢

RN 1,Vi,i=1,2,..., N, dessa forma,
direcoes de busca de descida sao obtidas com maior probabilidade e o método g¢-
G realiza uma busca local (exploitation). E quando ql-(k) é numericamente igual a
1, a direcao de busca é dada exatamente pela direcao de maxima descida. Assim, a
influéncia que o desvio padrao o® tem sobre o comportamento do método ¢-G pode
ser comparada & influéncia da temperatura no Recozimento Simulado (KIRKPATRICK
et al., 1983), pois valores altos de ¢®) implicam em maior probabilidade de geracio
de direcoes de busca de subida, ou seja, probabilidade de aceitar solugdes piores
é maior. Enquanto que para valores baixos de o(®), a probabilidade de geracdo de
diregoes de busca de descida é maior, isto é, a probabilidade de aceitar solugoes

piores é menor (SOTERRONI et al., 2011; SOTERRONI, 2012).

Uma vez definida a direcao de busca é necessario determinar o tamanho do passo a
ser dado nesta direcao. Estratégias para gerar o tamanho do passo foram testadas
por Soterroni (2012) e colaboradores, e a que apresentou melhores resultados foi a
“Controle do passo por reducao”. Essa estratégia consiste no uso de uma sequéncia
decrescente de valores do comprimento do passo a®), partindo de um valor inicial

a® > 0, que é reduzido ao longo do procedimento iterativo por meio da equacio

o) = g (k)

em que € (0,1) é o fator de reducao. Por simplicidade, o fator de redugao 3 é o
mesmo utilizado no decrescimento do desvio padrao o).

O algoritmo do método ¢-G para funcoes diferencidveis f : RN — R é apresentado
a seguir. Os critérios de parada do algoritmo podem ser o nimero maximo de ava-
liagbes da funcdo objetivo ou a acuracia desejada. O ponto inicial x® € RN pode
ser obtido por meio de sorteio uniforme no espaco de busca. Note que ha apenas

0

trés parametros de ajuste 0@, a(® e 5. O desvio padrio inicial ¢(® determina o

quanto a busca é local ou global e o fator de reducao § controla a velocidade desta
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transigao.

Algoritmo 1: Método ¢-G para problemas de otimizacao irrestritos (SOTERRONI
et al., 2013)

Entradas:

(1) f: RY — R continua e diferencidvel

(2) X(O) € RY (ponto inicial)

(3) o (dev1o padrao inicial da distribui¢do gaussiana para gerar o parametro q)
(4) a® (tamanho do passo inicial)

(5) 0 < B < 1 (fator que decresce o tamanho inicial do passo e o desvio padrao de
uma distribui¢do gaussiana que gera o parametro q)

Passo 0: Faca k = 0 e Xneinor = x©

Passo 1: Parai =1 até NV, se xgk)

# 0, entao sorteie q(k)

; a partir de uma

distribuicao gaussiana com média 1 e desvio padrao o)/ |x5k)|; sendo, faga qz-(k) =1
Passo 2: d®) = v, f(x9)/ | Vo/(x®) |

Passo 3: x(*+D) = ( ) + o)

Passo 4: Se f(x*)) < f(Xmethor) €NtA0 Xpmerpor = XFFY

Passo 5: Faca o*t1) = 5. gk e qk+D) = 3. o(F)

Passo 6: Se o critério de parada é atingido, retorne Xeinor € f(Xmetnor), S€NA0
incremente k = k + 1, e v4 para o Passo 1.

O método ¢-G se mostrou competitivo em comparacao com 11 AEs participantes da
competicao do IEEE Congress on Evolutionary Computation (CEC) 2005, sobretudo
para fun¢des multimodais de 10 e 30 dimensoes. Mais detalhes sobre o método ¢-G
podem ser obtidos em Soterroni et al. (2011), Soterroni et al. (2012), Soterroni et
al. (2013), Soterroni et al. (2015).

3.3 Meétodos baseados em ¢-gradiente com perturbagoes gaussianas

Gouvéa et al. (2016) realizaram duas modificagoes no método ¢-G (Algoritmo 1)
necessarias para garantir a convergéncia do método para o minimo global no sentido
probabilistico. A primeira delas foi a insercao de restri¢oes laterais nas varidveis
de decisdao para que o espago de busca seja limitado. A segunda modificacao foi a
inclusao de perturbagoes gaussianas em algumas iteragoes do algoritmo, permitindo

assim que qualquer ponto do espaco de busca possa ser potencialmente alcangado.

O Algoritmo 2 apresenta a versao convergente do método ¢-G. Seja D um con-
junto compacto, uma funcio deterministica pp : RY — D, tal que pp(x) = x
para todo x € D, é inserida para garantir que todos os pontos de busca estejam

dentro do espaco de busca limitado. Essa func¢ao é denominada transformacao de
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absor¢ao e pode ser definida de diversas formas. Se D é um conjunto compacto
e convexo, pp(x) pode ser tomado como o ponto de D mais proximo de x, ou
seja, || x — pp(x) ||= infyep || x —y ||. No caso em que D = [a,b] € RV é
um hipercubo, pp pode ser tomado como o ponto da fronteira da seguinte maneira
pp(x) = min(max(a, x), b) (REGIS, 2010). Para os métodos baseados em g-gradiente,
a transformacao de absorcao pp utiliza o critério de reflexao sobre a fronteira de D

para cada componente da varidvel de decisao x (GOUVEA et al., 2016) .

Devido a inclusao de perturbagoes gaussianas, quatro parametros de ajuste sao acres-
cidos ao método: m, r, 8%) e f,.;,. As iteracoes gaussianas ocorrem a cada m ite-
racoes. Sao sorteados r vetores z segundo uma distribui¢do gaussiana com média O
e matriz de covaridncia (§%))2I. O ponto atual da busca x é perturbado r vezes
pelos vetores z. O novo ponto da busca é definido como sendo o melhor entre o ponto
atual e os r pontos perturbados. O desvio padrao 8% é reduzido gradativamente
toda vez que a iteragdo gaussiana nao melhora o ponto atual da busca. O menor

valor que que %) pode assumir é fixado em 6, > 0.

Além do método ¢-G com perturbagoes gaussianas, Gouvéa et al. (2016) desenvol-
veram uma g¢-versao do método dos gradientes conjugados, baseada na versao dos
método dos gradientes conjugados introduzida por Fletcher e Reeves na década de
60 (FLETCHER; REEVES, 1964). No método ¢-GC a primeira dire¢do de busca é dada
pela mesma direcao e sentido contrario ao vetor ¢g-gradiente e as outras diregoes sao
combinagoes lineares desse vetor no ponto atual da busca com as direg¢oes anteriores.
Generalizagoes dos métodos quase-Newton BFGS e DFP (Davidon-Fletcher-Powell)
também foram denvolvidas em (GOUVEA, 2016). Assim como no método ¢-G, nos
métodos ¢-GC, ¢-BFGS e ¢-DFP o ¢ é um parametro chave e, a medida que ¢ tende
a 1, a g-versao do método dos gradientes conjugados e as g-versoes dos métodos

quase-Newton retomam suas respectivas versoes classicas.

Da mesma forma que Soterroni et al. (2012), Gouvéa et al. (2016) e Gouvéa (2016)
consideraram para a geragao do parametro q o sorteio dos ¢; de acordo com uma
distribuigao gaussiana centrada em 1 com desvio padrao o/|x;|, z; # 0, e a estratégia

para determinar o tamanho do passo “Controle do passo por reducgao”.

Os métodos ¢-G, ¢-GC, ¢-BFGS e ¢-DFP com perturbacoes gaussianas foram com-
parados com as suas versoes classicas e com 5 métodos amplamente utilizados na lite-
ratura de otimizagado. As comparacoes foram realizadas para 27 fungoes testes de 10
dimensoes. Os resultados mostraram que os métodos baseados no vetor ¢g-gradiente

sdo competitivos e promissores, principalmente quando aplicados em problemas de
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Algoritmo 2: Método ¢-G com perturbagoes gaussianas para otimizagao global e
com restrigoes laterais (GOUVEA et al., 2016)

Entradas

(1) f: D — R, onde D = [Xmin, Xmax] € RY (funcio objetivo)

(2) x» € D (ponto inicial)

(3) pp : RY — D tal que pp(x) = x para todo x € D (transformagao de absor¢io
deterministica)

(4) 0(® > 0 (desvio padrao inicial de uma distribuicio gaussiana para gerar o
pardmetro q)

(5) a® > 0 (tamanho do passo inicial)

(6) 0 < B < 1 (fator que decresce o tamanho do passo e o desvio padrao de uma
distribuigao gaussiana que gera o parametro q)

(7) 09, Oin > 0 (desvio padrao inicial e minimo da perturbagio gaussiana)

(8) m > 1 e m é um inteiro (intervalo entre iteragdes gaussianas)

(9) » > 0 e r é um inteiro (nimero de perturbagdes gaussianas dentro de cada
iteragao gaussiana; valor padrao utilizado é r = N + 1)

(10) € > 0 (coeficiente para derivadas por diferengas finitas)

Passo 1: Faca k = 0, Xpenor = X0 e 80 = 90

Passo 2: Se k #0 e mod (k,m) = 0, entao va para o Passo 9 para executar a
iteracao %aussmna sendo, execute a iteragdo do vetor g-gradiente e selecione
q® = yee ,qN como segue: Para i =1 até N,

(2a) Se 2" +£ 0, entdo sorteie q( )

. a partir de uma distribui¢dao gaussiana

com média 1 e deSV1o padrdo o)/ ]xl )|, senao, faca qi(k) =1

(2b) Se ¢ M2 ¢ [Tmin,» Tmax, |, entao faga ¢ 2™ como sendo o ponto mais

préximo dentro do espago de busca e atualize o valor de qgk)
Passo 3: Para 2 =1 até N,
(3a) Se ¢ # 1, faca y ki) = x®) 4+ (¢ — 1)2Me: sendo, faca
yFi) = x(k) 4 geld), Aqul, el ¢ a j-ésima coluna da matriz identidade Iy
(3b) Avalie f(y®*?)
(3c) Se f(y®)) < f(Xmeinor), atualize Xpernor = y?)
Use f(x®), f(y® 1)) o fy® M) para calcular Vg f(x®)
Passo 4: Calcule d = —Vaof x| Vo f x®) ||
Passo 5: Calcule xt1) = x®) 4 (k) . q(*)
Passo 6: Faca x*™1) = pp(xk+1)) ¢ avalie f(x*+1)
Passo 7: Se f(x* ™)) < f(Xmeinor) faca Xpmetnor = x*+1
Passo 8: Faca o*t) = 3.0 e oft) = 3. a®) ¢ v4 para o Passo 11
Passo 9: Execute a iteragao gaussiana: Para ¢ = 1 até r
(9a) Sorteie z*¥ por uma distribuicdo gaussiana com média 0 e matriz de
covariancia (%)% 1y
(9b) Faca y&) = pp(x®) + z:9) e avalie f(y*?)
(9¢) Se f(y*)) < f(Xmeinor), atualize xmelhm =y
Passo 10: Faca i = argmin, ;. f(y k2. Se f(y*9) < f(x®), entdo
x(k+1) = y(k’?) e O*+m) = k). Sengo, xk+1) = x*) e g+ = max(0®) /2, Oin)
Passo 11: Se o critério de parada é atingido, retorne X,einor € f(Xmetnor). Caso
contrario, incremente kK = k + 1 e va para o Passo 2
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otimizacao multimodal (GOUVEA, 2016).

O bom desempenho dos métodos baseados em ¢-gradiente para resolver problemas
multimodais com até 30 dimensoes nao se repete quando os métodos sao aplicados
a problemas de grande porte. A solucdo de problemas desse tipo é custosa para
os métodos baseados em g¢-gradiente, pois para determinar a direcdo de busca sao
utilizadas N + 1 avalia¢oes da funcao objetivo, e quando N aumenta, o desempenho

desses métodos é deteriorado.

Desta forma, foi gerada uma versao do método ¢-G com o intuito de solucionar
problemas de otimizacao com um grande niimero de variaveis de decisao. Este novo
método, que é apresentado no proximo capitulo, reduz drasticamente o niimero de

avaliagoes da funcao objetivo utilizado para determinar a dire¢do de busca.
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4 Meétodo Fq-G

Este capitulo apresenta o método Fg-G, uma versao eficiente e competitiva do mé-
todo ¢-G para otimizacdo de problemas de grande porte. Para determinar a dire¢ao
de busca deste novo método foi definido o vetor Fg-gradiente, uma aproximacao do
vetor g-gradiente que perturba simultaneamente todas as coordenadas do ponto de
busca. Essa aproximagao foi inspirada na aproximacao do vetor gradiente realizada
por Spall (1992), que apresenta a vantagem de utilizar apenas duas avaliagoes da

funcao objetivo, independente da dimensao do problema.

Além da definicao e do uso do vetor Fg-gradiente foi desenvolvida uma estratégia,
apresentada neste capitulo, para determinar o tamanho do passo no método Fqg-G

baseada em interporlacao parabdlica e no valor do parametro q.

Por fim, é mostrado que com algumas modificagbes é possivel obter uma versao
do método Fg-G com perturbagoes gaussiana que possui prova de convergéncia no

sentido probabilistico.
4.1 Perturbagoes Simultaneas

O SPSA, sigla de Simultaneous Perturbation Stochastic Approximation (SPALL,
1992), é um otimizador local estocdstico criado para solucionar problemas conti-
nuos com ruido. Métodos deste tipo sao denominados aprorimacoes estocasticas e
utilizam aproximagodes do vetor gradiente da funcao objetivo com ruido. SPSA é
uma versao da classica aproximacao estocéstica baseada em diferengas finitas FDSA
(KIEFER et al., 1952), que utiliza apenas duas avaliagoes da fungio objetivo na apro-
ximacao do vetor gradiente, independente do niimero de dimensoes do problema de
otimizagao. Spall (1992) apresentou resultados que demonstraram que o algoritmo
SPSA foi mais eficiente do que o FDSA na resolucao de um problema de 20 di-
mensoes, além de condigoes para a convergéncia local do método. Posteriormente,
Maryak e Chin (2004) demonstraram que com a introdugao de ruido, o SPSA pode

convergir para o minimo global no sentido probabilistico.

Diversas versoes do método tém sido desenvolvidas, inclusive para solucionar proble-
mas com variaveis discretas, e testadas em aplicagoes como, por exemplo, sistemas
de filas (HILL; FU, 1995; BHATNAGAR, 2005; MISHRA et al., 2007), reconhecimento
de padroes, melhoria da qualidade industrial, design de aeronaves (XING; DAMO-
DARAN, 2002; XING; DAMODARAN, 2005), otimiza¢ao baseada em simulagao, trei-
namento da rede neural (ABDULSADDA; IQBAL, 2011; DONG; CHEN, 2012), controle
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de processo quimico, detecgao de falhas (ALESSANDRI; PARISINI, 1997), a interacao
homem-méquina (XU et al., 2002; VITSENTIY, 2002), configuracao de sensor, gestao

de trafego de veiculos, entre outras.

A versao basica do SPSA utiliza o procedimento iterativo definido pela Equacgao
(2.4) em que d® é dada por uma aproximacao do vetor gradiente de f no ponto x*)
através de perturbagoes simultaneas. A aproximacao do vetor gradiente calculada

através de diferencas finitas centradas é dada pela equagao (SPALL, 1998b):
f(X(k) + C(k)el) — f(x(k) — C(k)el) 7

2¢(k)
Sra®yz | fO 4 cWey) —(k{(x(’“)—c(’“)ei) : (4.1)
2c

L 2¢(k) —

em que e; denota a i-ésima coluna da matriz identidade Iy e ¢® é um escalar

positivo.

Na equacao (4.1) é possivel observar que cada coordenada da varidvel de decisao
x(*) é deslocada em duas direcoes e a funcdo é avaliada duas vezes para determinar
cada componente do vetor v f(x®) totalizando 2- N avaliacdes da funcdo objetivo

necessarias para determinar a aproximacao do vetor gradiente.

Spall (1992) propds um novo modo para o clculo da aproximagao do vetor gradiente,
que consiste em perturbar simultaneamente todas as componentes de x*) de maneira
aleatoria, exigindo apenas duas avalia¢oes da funcao objetivo. Isto permite uma sig-
nificante diminui¢do do custo computacional, especialmente em problemas com um
grande nimero de varidveis a serem otimizadas (SPALL, 1998b). Matematicamente,

a aproximacao do gradiente de f no ponto x*) por perturbacoes simultaneas ¢ dada

por
Fx® 4 M A®Y  f(x) _ ok) AR
2¢ AP
k) f(x(k) + C(k’)A(k)) _ f(x(k:) _ c(k)A(k))
Vf(x") = NG | “2)

Fx® 4 M AEY — fxF) — ok) AR)
2ck) A

em que A®) é o vetor de perturbacio aleatéria de N dimensoes e ¢*)| assim como em
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(4.1), é um escalar positivo. Observe que o numerador em todas as coordenadas é o

mesmo, enquanto o denominador varia de acordo com o valor de AE ), 1=1,...,N.

Cada uma das N componentes do vetor A®*) siao independentemente geradas a par-
tir de uma distribuicdo de probabilidade com média zero que satisfaz as seguintes
condigoes: simetria, média zero, varidncia finita, e momentos inversos finitos (SPALL,
1992). A distribuicdo de probabilidade simétrica de Bernoulli +1, onde cada com-
ponente de A®) assume os valores —1 ou +1 com probabilidade de 1 /2, é uma
distribuicdo simples que satisfaz as condicoes sobre A®). Enquanto que as distribui-
¢oes de probabilidade simétricas uniforme e normal com média zero nao satisfazem

a condicdo de momentos inversos finitos.

O desempenho do SPSA depende da correta selecao dos seus pardmetros de ajuste.
O par c¢® a®) é chamado de sequéncias de ganho, as duas sequéncias devem ser
mondtonas decrescentes para cumprir a condi¢do de convergéncia apresentada em
(SPALL, 1992; SPALL, 2005). O par ¢é alterado a cada iteracao k por meio das seguintes
expressoes sugeridas por (SPALL, 2005):

(k) — ¢
" = 1) (4.3)
*) _ a
o' = —(k 1 e (4.4)

onde ¢, v, A, a e n sdo constantes estritamente positivas. O parametro ¢ assume
um valor pequeno quando f nado apresenta ruido, quando tem-se uma fung¢ao com
ruido, pode ser tomado como o desvio padrao do ruido. A constante A é denominada
constante de estabilidade, pois permite que a assuma valores altos, sem o risco de
comportamento instavel do algoritmo nas iteragoes iniciais. E nas iteracoes finais,
o valor de A se torna insignificante em comparagao com k, enquanto o valor alto
de @ no numerador ajuda a manter um passo significativo (SPALL, 2005). Uma boa
escolha para A é 10% (ou menos) do niimero méaximo de itera¢oes (SPALL, 1998a). O
parametro a pode ser definido como a mudanga de magnitude desejada nas primeiras
iteragoes, isto é, a deve ser tomado de forma que oWV f(x®) possua a magnitude
desejada para as primeiras itera¢oes do algoritmo. Os expoentes v e n controlam a
velocidade de decrescimento das sequéncias de ganho, e possuem 1/6 e 1 como seus
valores 6timos, respectivamente. Mas os valores que se mostraram mais eficazes, e

por isso indicados por Spall (1998a) sao n = 0.602 e v = 0.101.

A Figura 4.1 ilustra as dire¢oes de busca do método SPSA para casos em que o

vetor perturbacdo A® é gerado segundo uma distribuicdo de probabilidade simé-
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trica de Bernoulli £1. A Figura 4.1 (a) exibe os quatro pontos ao redor de x*),
estes sao os tnicos pontos que x* 4 ¢*) A*) podem assumir, considerando os qua-
tro possiveis valores de A®). Além disso, esta representada a direcio de maxima
descida —V f(x*)). A Figura 4.1(b) ilustra duas possiveis aproximacées do gradi-
ente —V f(x®). Note que apesar de nao apresentarem direcoes de maxima descida,
ambas dire¢oes sao de descida. Finalmente, a Figura 4.1(c) mostra a média de duas
possiveis aproximagoes do gradiente da Figura 4.1(b). A média nao corresponde ao

gradiente classico, mas é bem préxima.

A

.
i

[ Xk
e Vf(xF)
— —V/f(x")

—+ Média do —V f(x*)

Figura 4.1 - Comparacao da direcdo de busca do gradiente classico com a aproximacao do
gradiente utilizada no SPSA com N = 2. (a) Apresenta as quatro perturba-
¢oes de x®) | x*) + ¢(®) ysando a distribuicdo de probabilidade simétrica de
Bernoulli £1; e o vetor gradiente V f(x). (b) Ilustra duas possiveis diregoes
de busca —V f(x#). (c) Exibe a média das direcdes de busca exibidas em

(b).
Fonte: Spall (2005).
O Algoritmo 3 do método SPSA é apresentado a seguir.

4.2 Vetor Fg-gradiente

Como foi visto na secao 3.2, o método ¢-G utiliza o vetor ¢g-gradiente para determinar
a direcdo de busca d®), estratégia que necessita de N + 1 avaliacoes da funcio

objetivo f a cada nova iteragao k.
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Algoritmo 3: Método SPSA (SPALL, 2005)
Entrada

(1) f: RY — R continua e diferenciavel

(2) x© e RV
(3)a>0
(4
(5

Je>0

) A >0 (constante de estabilidade; valor padrao utilizado é 10% do nimero
méaximo de iteragoes )
(6) v > 0 (expoente de controle da velocidade do descrescimento da sequéncia a
valor padrao utilizado é 0.101)
(7) n > 0 (expoente de controle da velocidade do descrescimento da sequéncia a*);
valor padrao utilizado é 0.602 )
Passo 0: Faca k=0
Passo 1: a'®) = a/(A+ k +1)"
Passo 2: c®) = ¢/(k + 1)
Passo 3: Obtenha o vetor de perturbacao aleatéria A®*)
Passo 4: d® = -V f(x®)) (Equacdo 4.2 )
Passo 5: x(F+1) = x(®) 4 ok q*)
Passo 6: Se o critério de parada é atingido, retorne x®) e f(x*)), sendo
incremente k = k + 1, e va para o Passo 1.

k)

I

Naturalmente, quanto maior a dimensao do problema, mais avalia¢oes da fun¢ao ob-
jetivo sao necessarias para determinar a dire¢ao de busca, o que afeta o desempenho
do algoritmo ¢-G. Desta forma, com o intuito de evitar a degradagao do desempenho
computacional que ocorre quando o valor de N cresce e inspirado nas perturbagoes
simultaneas realizadas por Spall (1992) no calculo da aproximacao do gradiente,

propoe-se a seguinte aproximagao para o vetor g-gradiente, chamada Fg¢-gradiente:

Vaf (%) = [Dga f(X) ... Dau, f () ... Dy f(x)]", (4.5)
onde
- f(Q1$1,an$z7>QN1‘N) _‘f(xlv'“vxi?"va)’ se Qz#]- exi#(),
quif(x) — 6f(x) qiTi — Xy

caso contrario,

aCCZ' ’

f(q(j )i)lgxf(X)v se q; 7 1ewx; #0,

- (4.6)

0f(x)
&vi ’

caso contrario.
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Nessa aproximacao, o vetor q perturba todas as coordenadas do ponto x de maneira
simultadnea. Quando x # 0 e q # 1, o calculo do vetor Fg-gradiente utiliza apenas
duas avaliagoes da funcao objetivo, por iteracao, para determinar todos os N com-
ponentes de /V\q f(x), independentemente do tamanho do problema. A estratégia de
geracdo do vetor q é a mesma utilizada por Soterroni et al. (2015), Gouvéa et al.
(2016) e descrita na segao 3.2.

As Figuras 4.2(a) e 4.2(b) mostram 100 possiveis dire¢oes do vetor Fg-gradiente
no ponto x = (11,11), para uma fungao quadratica bidimensional, geradas por
dois valores de ¢(®. A linha em vermelho representa a direcdo de méxima descida.
Note que quando ¢(® é suficientemente grande (esquerda), geralmente no inicio do
processo de busca, inimeras dire¢oes sao possiveis, inclusive diregoes de subida. Essa
caracteristica é semelhante a do vetor ¢-gradiente, e permite ao método que utiliza
o vetor Fg-gradiente realizar uma busca global (exploration). Para o® pequenos
(direita), as diregoes geradas sao todas de descida, permitindo que uma busca local

(exploitation) seja realizada. No limite k — oo, tem-se uma diregdo de descida.

(b) 0 = 5.0e-05

Figura 4.2 - Possiveis 100 dire¢bes do vetor Fg-G para uma funcdo quadratica bidimen-
sional em x = (11,11) obtidas para valores do parametro g gerados a partir
de uma distribuicdo de probabilidade gaussiana com média em 1 e desvio
padrdo (a) grande e (b) pequeno. O segmento em vermelho indica a dire¢do
de méxima descida da funcdo no ponto x.

Para gerar uma versao eficiente do método ¢-G destinada a otimizagao de problemas

de grande porte, o vetor Fg-gradiente é utilizado para determinar a dire¢ao de busca
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deste novo método. Dessa forma considerando o procedimento iterativo (2.4) tem-se

d® — §qf (x™)

__ ValXT) 47
| Vaf(x®) || 4D

4.3 Estratégia para escolha do tamanho do passo

Depois de definir como a direcdo de busca deve ser calculada é preciso determinar
qual o tamanho do passo a®) serd dado nessa direcdo. Obviamente, a primeira
técnica considerada para calcular o tamanho do passo foi a “Controle do Passo por
Reducgao” utilizada pelos métodos baseados em ¢-gradiente. No entanto, exaustivos
testes numéricos demonstraram a ineficiéncia da combinacao dessa estratégia de

determinacao do passo com a direcao de busca dada pelo vetor Fg-gradiente.

Determinar o tamanho do passo em uma direcao de busca pode ser considerado um

problema de minimizac¢ao unidimensional
min p(a®) = f(x® + a®d®), sujeito a a® > 0. (4.8)

Existem diversas técnicas utilizadas para resolver esse problema de busca em linha.
O método da se¢ao aurea considera que a funcao estd definida em um intervalo de
busca que cerca o menor valor da funcao. Pontos no interior deste intervalo sao
obtidos segundo a proporcao aurea, e substituicoes sao realizadas com o proposito
de reduzir progressivamente o comprimento do intervalo. Semelhante ao método
da secao aurea, o método da bissecao e o método de Fibonacci também realizam
sucessivas redugoes do intervalo de busca com o objetivo de cercar o minimo da
funcdo. Em geral, esses métodos que particionam o intervalo até encontrar o ponto
de minimo utilizam muitas avaliagoes da func¢ao objetivo e se tornam uma estratégia

computacionalmente custosa.

Uma técnica que precisa de um niimero bem menor de avaliagoes da fungao objetivo
¢ a Regra de Armijo, a ideia nao é determinar o minimo e sim uma boa reducao da
funcao f ao longo da direcao d®). Assim, a regra de Armijo encontra a®) > 0 tal
que

FE® 4 a®d®) < f(x®)) 4 pa® v fxE)a®), (4.9)

onde n € (0,1) (RIBEIRO; KARAS, 2013).

Os métodos citados acima exigem que d*) seja uma direcao de descida. No entanto,

as dire¢oes do vetor g-gradiente e do vetor Fg-gradiente podem ser tanto de subida
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quanto de descida, com isto s6 é possivel utilizar essas técnicas de busca em linha

depois de realizar algumas adaptagoes.

Outra estratégia utilizada para resolver o problema de minimizacao (4.8) ¢ a in-
terpolacao polinomial. A ideia é aproximar a funcao ¢ através de um polindomio
utilizando valores de . Sucessivas aproximagoes sao realizadas para que o minimo
do polinémio esteja cada vez mais proximo do minimo de ¢ (IZMAILOV; SOLODOV,
2007). Na interpolacao parabdlica por exemplo, a partir de trés pontos a < b < c,
tais que

pla) > @) e pb) <o), (4.10)

@ é aproximada por um polindomio quadratico. O ponto de minimo desta parabola
substitui um desses trés pontos e uma nova aproximacgao de ¢ ¢ realizada até que
uma determinada tolerancia seja alcangada. Uma das vantagens da interpolacao pa-
rabdlica é que o seu ponto de minimo é determinado analiticamente. A desvantagem
é o grande numero de avaliagoes da funcao objetivo utilizados para determinar o

minimo de ¢.

A estratégia escolhida para definir o tamanho do passo a® do método Fg-G combina
interpolacao parabodlica e o valor do parametro q na iteragao k, e serd denotada
“Passo Parabélico”. Dado o ponto atual da busca x*) e o vetor q'*), o tamanho do
passo a'®) serd a distancia entre x*) e o ponto de minimo da parabola que passa pela
tripla (x®) — g d®) x®) x*®) 1 §FdF) onde 6¢*) = max (e, || g®x® —x®) |,), e
¢ 6 um real positivo. Observe que nao ha garantias de que f(x® —§®d®), f(x*)) e
f(x® +5Fd®)) cumpram a condicio (4.10), desta forma quando a parabola possui
um ponto de maximo ou os pontos de avaliacao da tripla sao colineares, o tamanho

do passo a® é definido como 6.

No inicio do processo de busca, quando os valores assumidos por o® sdo grandes e
portanto, os valores de q*) estdo provavelmente bem distantes de 1, o tamanho do
passo ¥ é consideravelmente grande, caracteristica que permite ao método explorar
o espaco de busca. Quando ¢® — 0, consequentemente || q®x® — x*) |,— 0, a
aproximacao parabolica é realizada localmente, permitindo a busca local. O valor

de € é tomado como um real positivo para garantir que a¥) > 0.
4.4 Algoritmo do método Fg¢-G

A seguir, o algoritmo para o método Fg-G, desenvolvido para solucionar problemas

de otimizacgao globais e irrestritos de grande porte é apresentado.
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Algoritmo 4: Método Fg-G para otimizacao global de problemas de grande porte

irrestritos

Entradas:

(1) f: RY — R continua e diferenciavel

(2) x(@ € RN (ponto inicial)

(2) 6(® > 0 (desvio padrao inicial da distribuicio gaussiana para gerar o
parametro q)

(4) 0 < g < 1 (fator que decresce o desvio padrao de uma distribuicdo gaussiana
que gera o pardmetro q)

Passo 0: Faca k = 0 ¢ Xpetnor = x©

Passo 1: Para i =1 até N, se :cl(-k) # 0, entao sorteie qi(k)
distribuicdo gaussiana com média 1 e desvio padrio a®)/ |x§k)|; senao, faca qi(k) =1
Passo 2:: d¥) = -V f(x®))/ || Vo f(x®) |

Passo 3: Calcule a® utilizando o Passo Parabdlico
Passo 4: x*+D = x*) 4 ok d®)

Passo 5: Se f(x* 1)) < f(Xmeihor) €NtA0 Xpethor = X
Passo 6: Faca o*t1) = 5. ¢(¥)

Passo 7: Se o critério de parada é atingido, retorne X,,einor € f(Xmethor), S€N40
incremente k = k + 1, e va para o Passo 1.

a partir de uma

(k+1)

Como foi visto, o método Fg-G é uma variacdo do método ¢-G para problemas de
otimizacao global com muitas variaveis de decisao. Com o propésito de comparar o
desempenho do método Fg-G apresentado no Algoritmo 4 com a versao do Método
¢-G para problemas irrestritos, os dois métodos foram aplicados em trés fungoes
teste f : RV — R . A funcdo Elipsoidal ¢ dada por

f(x) = sz2 (4.11)

1\“\

R
RO
S
R
A

B
i

Figura 4.3 - Funcao Elipsoidal.
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A funcao Rastrigin é dada pela expressao
N
f(x) = 10N+ (27 — 10cos(2mz;)) (4.12)
i=1

e possui um envoltério parabdlico com multiplos minimos locais, como pode ser

observado na Figura 4.4.

Figura 4.4 - Funcao Rastrigin.

Por fim, a funcao multimodal Ackley, ilustrada na Figura 4.4, é dada por

1 N

1 N
Ni:1x? —exp N;cos(%mi) . (4.13)

f(x) =20+ e —20exp [ —0.2

Figura 4.5 - Fungao Ackley.
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O método ¢-G utilizado nesta comparacao é semelhante ao do Algoritmo 1, se di-
ferenciando apenas por utilizar a estratégia Passo Parabdlico para determinar o
tamanho do passo. A partir de 25 pontos iniciais distintos gerados uniformemente
no espaco de busca de cada uma das trés funcoes teste, foram realizadas 25 execugoes
independentes de ambos os algoritmos. Como as trés funcoes teste sao irrestritas,
para sortear os pontos iniciais de cada execucao considerou-se os espagos de busca
[—10, 10], [-5.12,5.12]Y e [—30, 30]¥ para a fungao Elipsoidal, Rastrigin e Ackley,
respectivamente. Trés diferentes dimensoes foram consideradas: N = 10, 100 e 1000.
Os critérios de parada foram: atingir o nimero maximo de avaliagdo da fun¢ao ob-
jetivo (NAFOyax ) de 10000 - N ou atingir a acuricia desejada de (1.0e-08), isto
é, | f (Xmethor) — f(x*)] <1.0e-08. Para as trés fungoes teste tem-se o minimo global
x* =0 com f(x*) = 0. Os dois algoritmos foram implementados em Fortran 90 para
o compilador FORTRAN (Intel Fortran Compiler) e executado em uma maquina

com processador Intel Core i5 com 8GB RAM e sistema operacional MAC OS X.

Nessa comparacao os dois parametros de ajuste dos métodos, () e 3, foram obtidos
a partir de rodadas preliminares combinando valores de ambos os parametros para
selecionar os melhores para cada método, dimensao e fungao. A Tabela 4.1 apresenta
os melhores valores de 0(® e 3, o simbolo L =|| Xmax — Xmin |2 que aparece na tabela
indica a maior distancia dentro do espago de busca de cada fungdao. A Tabela 4.2
exibe o NAFO minimo, mediano e maximo necessarios para atingir o critério de
parada, além do nimero médio de iteragoes utilizado por cada um dos métodos.
O valor médio de f(Xpmernor) €em 25 execugoes, f(Xmeinor), também é exibido. E a
tltima coluna mostra o tempo gasto (em segundos) para realizar as 25 execugoes

dos algoritmos.

Como esperado, os resultados mostram que o aumento das dimensoes influenciou
o desempenho do método ¢-G, enquanto que o método Fg-G conseguiu atingir a
acuracia desejada nas trés funcoes teste e para as trés dimensoes consideradas. Os
resultados obtidos pelo método Fg-G sao superiores aos obtidos pelo ¢-G principal-
mente para os problemas com dimensao igual a 1000, tanto em relagdo ao NAFO
utilizado quanto a0 f(Xmenor) alcancado. Para N = 1000 o ntimero iteracdes usado
pelo método Fg-G é no minimo trés vezes maior do utilizado pelo ¢-G. Essa dife-
renga € explicada pelo fato do método Fg¢-G utilizar um niimero menor de avaliagao
da funcao objetivo do que o algoritmo do método ¢-G para determinar a direcao de
busca, e com isso conseguir usar o NAFO disponivel para visitar um ntimero maior
de pontos no espago de busca. O tempo gasto na realizacao de 25 execugoes pelos

dois algoritmos nao é proporcional a diferenca de NAFO utilizado por cada um dos
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métodos.

Tabela 4.1 - Parametros usados pelos métodos ¢-G e Fg-G.

Funcao Dimensdo Método o(© B

o FeG  400e02L 0992

¢-G 1.00e-05L  0.999

. F¢-G 2.000+01L _ 0.999
Elipsoidal 100 q 1.00e-04L  0.9995
000 FaG 7.000-02L  0.99999

¢-G 1.05e+01L  0.996
o PG 6.00c100L _ 0.9999

¢G 1.80e+01L  0.992
. F¢-G 1.05c+01L  0.9995
Rastrigin 100 @ 2.00e-+00L  0.9999
o0y FaC 2.500100L  0.99999
¢-G 4.00e-01L  0.9995

o FeG 7.00e-02L 0.9

¢-G 2.00e-01L  0.99

Fq-G 1.00c-02L _ 0.999

Ackley 100 @ 2.00e-02L  0.998
I e 1.00e-03L _ 0.99995

¢G 1.00e-02L  0.999

Tabela 4.2 - Desempenho comparativo, em termos de NAFO, f(Xmeihor), nimero médio
de iteracoes e tempo gasto, entre os métodos ¢-G e Fg-G.

NAFO -

Funcao Dimensao  Método Iteragoes X Tempo(seg

Minimo Mediano Méximo FGemethor) (see)

10 Fg-G 951 1332 1622 262 8.26e-09 8.63e-03

q-G 22101 26179 31145 1543 7.76e-11 5.91e-02

. Fg-G 21231 26826 48356 5917 8.45e-09 9.35e-01
Elipsoidal 100

q-G 1000010 1000055 1000134 8954 9.15e-05 3.84e+4-00

- Fq-G 519364 846947 1527246 196366 9.04e-09 2.69e+-02

-G 10000340 10000630 10001136 7154 1.49¢-03 2.72e+02

10 Fg-G 951 1211 1386 238 7.74e-09 9.49e-03

q-G 2871 3459 4047 248 8.72e-09 1.52e-02

. Fqg-G 14021 14761 15921 2966 9.91e-09 6.92e-01
Rastrigin 100

q-G 299521 309193 322505 2985 9.91e-09 5.61e4-00

1000 Fq¢-G 158711 162350 165952 32527 9.97e-09 6.72e+401

-G 10000006 10000017 10000043 9960 2.91e+02 1.56e+-03

10 Fg-G 3129 3431 3759 683 9.43e-09 2.87e-02

-G 9804 10690 11417 759 9.12¢-09 5.07e-02

F¢-G 34921 36152 38373 6990 9.93e-09 1.63e4-00
Ackley 100

q-G 568503 591873 630982 5510 9.94e-09 1.04e+01

1000 Fq¢-G 408123 412025 418217 75423 9.99e-09 1.57e+02

-G 10000041 10000764 10001072 9878 6.60e-05 1.49e4-03

Assim como no método ¢-G, uma versao convergente para o método Fg-G foi gerada,
inserindo perturbacoes gaussiana em algumas iteragoes do algoritmo além de limites

laterais para o problema de otimizagdo. Aqui, o pardmetro r (ver Algoritmo 2) é
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fixado com valor 1 e por isto, nao aparece no Algoritmo 5.

Algoritmo 5: Método Fg-G para otimizacao global de grande escala com restrigoes

laterais
Entradas

(1) f: D — R, onde D = [Xmin, Xmax] € RY (fungio objetivo)
(2) x(©) € D (ponto inicial)

(3) pp : RNV — D tal que pp(x) = x para todo x € D (transformacao de absorcio
deterministica)
(4) 0@ > 0 (desvio padrio inicial de uma distribuicio gaussiana para gerar o parametro
q)
(5) 0 < 8 < 1 (fator que decresce o desvio padrao de uma distribuigdo gaussiana que gera
o parametro q)
(7) ), 6,in > 0 (desvio padrio inicial e minimo da perturbacio gaussiana)
(8) m > 1 e m é um inteiro (intervalo entre iteracoes gaussianas)
Passo 0: Faca k = 0, Xpmeihor = X0 e 6™ = 0(9); avalie a funcio objetivo f(x(9)) e faca
f Rmetnor) = f(x9).
Passo 1: Se k #0 e mod (k,m) = 0, entdo va para o Passo 9; sendo, selecione
qk) = (qgk), e ,qg\];)) como segue: Para i =1 até N,

(1a) Se xgk) # 0, entdo sorteie qgk) a partir de uma distribuicdo gaussiana com
média 1 e desvio padrao a(k)/\mgk)]; senao, faca qZ(k) =1.
(k) (k)

;'x; ' como sendo o ponto mais

(k)

i

(1b) Se qfk)xz(k) Z [Tmin, s Tmax, |, entao faca ¢
préximo dentro do espago de busca e atualize o valor de ¢, .
Passo 2: Calcule s¥) = q*) © x(®) onde ® denota a multiplicacao vetorial; faca
st = pp(s¥) e avalie f(s®)).

Passo 3: A partir de f(s®) e f(x*)), calcule @qf(x(k)) e faca
d®) =~V f(x®)/ || Vqf (x®) .

Passo 4: Calcule o®) usando o Passo Parabélico.

Passo 5: Calcule x**t1) = x(*¥) 4 (k) g(k),

Passo 6: Faca x(*t1) = pp(x(F*tD) ¢ avalie f(xF+D).

Passo 7: Se f(x"1) < f(Xmethor) faca Xmethor = x5+,
Passo 8: Faca (")) = 5. o) ¢ v4 para o Passo 11.

Passo 9: Execute a iteracdo gaussiana:

(9a) Sorteie z%) a partir da distribuicio gaussiana com média 0 e matriz de
covariancia ()21,

(9b) Calcule wk+1) = x(*) 4 z(k)

(9¢) Faca y*+t1) = pp(wk+1)) e avalie f(y*+D).

(9d) Se f(y* V) < f(Xmetnor), atualize Xpernor = yF Y.

Passo 10: Se f(yt1)) < f(x(®), entao x(k+1) = y(k+1) ¢ glktm) — g(k). sengo,

xk+1) = x(®B) o gktm) — max () /2, 0,in).

Passo 11: Se o critério de parada é atingido (acurdcia desejada ou o nimero méaximo de
avaliacdo da funcao objetivo), retorne xmelhgg e f(Xmelhor); caso contrario, incremente

k=k+ 1 e va para o Passo 1.




Para comparar o desempenho dos métodos ¢-G e Fg-G com perturbacoes gaussianas
ambos os algoritmos foram aplicados na funcao teste Rastrigin Deslocada, descrita

em Tang et al. (2007), dada pela expressao

N
f(x) = (2 — 10cos(2mz;) + 10) — 330, (4.14)

i=1
onde z = x — o0 e x € [—5,5". O minimo global é x* = o0 com f(x*) = —330. O

grafico da funcao Rastrigin Deslocada ¢ ilustrado na Figura 4.4.

Figura 4.6 - Ilustracao da funcao Rastrigin Deslocada para o caso bidimensional.

Fonte: Tang et al. (2007).

Foram realizadas 25 execucoes independentes de ambos os algoritmos a partir de 25
pontos iniciais uniformemente gerados dentro do espago de busca dessa fun¢ao. Além
disso, considerou-se as dimensoes N = 10, N = 100 e N = 1000 e os seguintes crité-
rios de parada: atingir o NAFO méximo de 5000 N ou | f(Xpmetnor) — f(x*)| <1.0e-02.
Nessa comparagao, ambos os métodos utilizaram a estratégia de passo baseada em
interpolagdo parabdlica descrita na Secao 4.3. Os pardmetros de ajuste utilizados
pelo método ¢-G foram selecionados com base na heuristica descrita por Soterroni
et al. (2015), e os pardmetros utilizados pelo método Fg-G baseados na heuristica
que sera explicada no Capitulo 5. Assim como na comparac¢ao anterior, os dois al-
goritmos foram implementados em Fortran 90 para o compilador FORTRAN ([Intel
Fortran Compiler) e executado em uma maquina com processador Intel Core i5 com
8GB RAM e sistema operacional MAC OS X.

Na Figura 4.7 o ntimero médio de avaliagdo da fungao objetivo (NAFOysqi0) neces-
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sario para que ambos os métodos atinjam um dos critérios de parada é apresentado.
A Tabela 4.4 mostra o NAFO e o ntmero de iteragoes médios usados por cada
um dos métodos, além do tempo gasto (em segundos) nas 25 execugoes dos algo-
ritmos. Observe que para N = 10, o método ¢-G atinge a acuracia desejada com
um nimero menor de avaliagdes da fungdo objetivo em comparacao com o Fg¢-G,
comportamento que nao se mantém para N = 100 e N = 1000. O desempenho do

Fq-G supera rapidamente o do método ¢-G quando N aumenta.

5x10
—a— Método ¢ -G
4l —o— Método Fg -G _
o
29t '
E
o
= oof 1
Z
1_ .
/l
10

1 2 3

Dimensao do Problema

Figura 4.7 - Ntimero médio de avalia¢do da fungéo objetivo (NAFOyeqi0) necesséarios para
atingir o critério de parada pelos métodos ¢-G e Fg-G ao solucionarem a
funcao Rastrigin Deslocada para as dimensoes N = 10, 100 e 1000.

Tabela 4.3 - Desempenho comparativo, em termos de NAFO, nimero médio de iteracoes
e tempo gasto, entre os métodos ¢-G e Fg-G com perturbacoes gaussianas.

Método Dimensao NAFOppaio Iteragoes Tempo (seg)

10 9833 666 6.43e-02
¢-G 100 460733 4400 1.69¢+4-01
1000 5000571 4746 1.73e+03

10 36509 7098 3.70e-01

Fg¢-G 100 39069 7797 2.58¢-+00
1000 710637 142081 4.47e402
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4.5 Convergéncia do método F¢-G para otimizacao global

Esta secdo apresenta a prova de convergéncia do algoritmo Fg-G para um minimo
global no sentido probabilistico. Em geral, encontrar um minimo global de uma fun-
¢ao de alta dimensionalidade envolvendo milhares de varidveis de decisao ¢ impossivel
a menos que o problema tenha uma estrutura especial. Por exemplo, encontrar o
minimo global de uma fungao com 1000 variaveis de decisdo sujeita apenas as res-
tricoes laterais, o espaco de busca tem 2'°%° ~ 1.07 x 103°! pontos de canto. Assim,
mesmo com um or¢amento computacional de bilhdes de avaliagoes da fungao, o mé-
todo nao pode examinar mais de uma fracao destes pontos de canto, e muito menos
determinar o minimo global. Contudo, continua a ser matematicamente interessante
determinar se o algoritmo ird4 convergir para o minimo global, caso pudesse ser exe-
cutado indefinidamente. Além disso, o método proposto pode também ser aplicado
a problemas de baixa dimensionalidade, onde o minimo global pode ser encontrado

dentro de um tempo razoavel.
4.5.1 Prova de convergéncia

Suponha que o algoritmo Fg¢-G ¢ aplicado a uma funcao objetivo deterministica e
mensuravel f definida sobre o conjunto D = [Xpin, Xmax] € RY. Além disso, assuma
que f é continua sobre o conjunto compacto D para garantir a existéncia do seu
minimo global sobre D. Uma vez que Fg-G é um algoritmo estocéstico e a fun-
¢ao objetivo f é deterministica, sua convergéncia serd estabelecida mostrando que
segue a estrutura de Busca Aleatoria Adaptativa Generalizada, do inglés, Genera-
lized Adaptive Random Search (GARS) (REGIS, 2010) assim como foi feito para os
métodos ¢-G e ¢-GC (GOUVEA et al., 2016).

Antes de fornecer a prova de convergéncia do algoritmo Fg-G com perturbagoes
gaussianas e com restrigoes laterais, a estrutura do GARS serd apresentada. Além
disso serao reproduzidos alguns teoremas presentes em (REGIS, 2010) que facilitam a
compreensao da prova de convergéncia do Fg-G. Algumas defini¢oes utilizadas nesta

secao sao apresentadas no Apéndice A.

Considere um algoritmo estocastico cuja sequéncia de vetores aleatérios {Y 0},
sdo definidos no espago de probabilidade (2,8, P), onde o vetor aleatdrio
Y®) . (Q,B) = (D, B(D)) representa o k-ésimo ponto de avaliagio da funcio. Aqui,
Q2 é 0 espago amostral, B é uma o-dlgebra dos subconjuntos de Q, B(D) sao conjun-
tos de Borel em D, e P é uma medida de probabilidade, isto é, P : B — [0,1] tal
que: (i) P(B) > 0 para todo B € B; (ii) P é o-aditivo: Se { By, k > 1} sao eventos

42



em B que sao disjuntos, entao P (U2, By) = Y12 P(Byg); e (iii) P(2) = 1. Diz-se
que esse algoritmo segue a estrutura de GARS para otimizacao global se apresentar

a seguinte forma:

Algoritmo 6: Estrutura GARS (REGIS, 2010)

Entradas:

(1) Uma funcdo objetivo f : D — R, onde D C R¥,

(2) Uma transformacdo de absorcio deterministica pp : RN — D, isto é pp(x) = x
para todo x € D.

(3) Uma colecao de elementos aleatérios intermediarios

{A;;: (,B) = (;,B:;) : ¢ > 0and j =0,1,...,7r;} que sao usados para
determinar os vetores aleatérios experimentais. Esses A; ;’s podem ser varidveis
aleatérias, vetores aleatorios ou outros tipos de elementos aleatérios definidos no
mesmo espaco de probabilidade (€2, B, P).

Passo 0. Faca k = 0.

Passo 1. Gere uma realizagio de Y®) : (Q, B) — (RY, B(R")) como segue:

(1a) Para cada j =0,...,r, gere uma realizagao de elementos aleatérios
intermediarios Ay : (2, B) — (., Bk,;) de acordo com alguma distribuicao de
probabilidade .

(1b) Faca Y*) = @ (&) para alguma funcio deterministica @, onde
Er={N;;:1=0,1,....k; j=0,1,...,r;} é acolecio de todos os elementos
aleatorios intermediarios até a iteracao atual.

Passo 2. Faca X = pp(Y*)) e avalie f(X®).
Passo 3. Incremente k = k + 1 e volte para o Passo 1.

Nos algoritmos que seguem a estrutura GARS, a sequéncia de pontos de avaliacao da
funcdo ¢ dada por { X*},~;. Se a realizagio de Y*) pertence a D, entao X*) = Yy,
E, {X (k)*}k21 é sequéncia dos melhores pontos encontrados pelo algoritmo, onde
XWx = XM e para k > 1, XF* = X®) ge f(XH®)) < f(XED*) enquanto X *F* =

X *&=D* caso contrario.

Regis (2010) afirma que os algoritmos que seguem a estrutura de GARS convergem
para o minimo global de f sobre D quase certamente se {f(X®**)},>; converge
para f* := infyep f(x) quase certamente. Segundo Resnick (1999) a sequéncia de

varigveis aleatérias { X ¥)},5, converge para X* quase certamente se
P{w : lim X®(w) = X*(w)} = 1.

k—o0

A seguir sao reproduzidos alguns dos teoremas apresentados por Regis (2010), que
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fornecem as condig¢oes necessarias para a prova de convergéncia de algoritmos que

seguem a estrutura GARS para o minimo global no sentido probabilistico.

Para cada k > 0, Regis (2010) define o(&) sendo a o-dlgebra gerada por elementos
aleatorios em &.. Pode-se pensar que o (&) como representando todas as informagoes

que podem ser derivadas a partir dos elementos aleatérios &.

Teorema 4. (REGIS, 2010) Seja f wuma fungio em D C RN tal que
f*:=1infyep f(x) > —00. Suponha que o algoritmo GARS satisfaca a sequinte pro-
priedade. Para todo € > 0, existe 0 < L(e) < 1 tal que

PIX*) e D f(X*)) < f* + €| o(Ewyy-1)] > Lle) (4.15)

para alguma subsequéncia {k;}>1. Entdo, f(X®*) — f* quase certamente (q.c.).

Demonstragio. Fixe € > 0 e defina S, := {x € D : f(x) < f* + €}. Por hip6tese,
PIX*) € S, | 0(Emw,)-1)] > L(e), para algum ¢ > 1.
Para cada t > 1, tem-se

P[X(kl) ¢ SeyX(kQ) ¢ 867"'7X(kt) ¢ 86] =

t
H P[X(ki) ¢ SE|X(k1) ¢ 567X(k2) ¢S, ... 7X(k(i71)) ¢S

i=1
Pelo condicionamento dos elementos aleatérios em &x,)—1, € possivel verificar que
para cada € > 0, tem-se P[X*) ¢ S|X*) ¢ S, X*k2) ¢ S Xkin) ¢ S] >
L(e). Entao,

Px*) ¢S x®) ¢S . Xk ¢S]

t
= [[PIX™ ¢ s|x* ¢ s, x*) ¢ 5., XTen) ¢ 5]
=1

¢ t
P[A|B}—1:—P[A |B]) H(l . P[X(ki) c S€|X(l€1) §é SG,X(kz) ¢ Se. ... ’X(k(zel)) §é 86])

i=1

< (1— L(e))". (4.16)

Observe que se i é o menor indice tal que X® € S, segue que X®* = X ¢
X®)* ¢ S, para todo k > i. Consequentemente, se X*)* ¢ S_ entdao X*1) ¢
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S, Xk ¢ S, ... Xk) ¢ S, Portanto, para cada t > 1, tem-se

P[f(X®7) = f* > e] = P[f(X")") > f* + ¢

Eq. (4.16)
—PX*r g S]< PIXM) ¢ S, x®) ¢S, XM ¢S] < (1— L),
entao,

lim P[f(X#)) — f* > € =0,

=00
isto é, f(X*)*) — f* em probabilidade. Pelo Teorema 3.2.1b' de (RESNICK, 1999)
segue que f(X (kt“))*) — f* quase certamente (q. c.) quando i — oo para alguma
subsequéncia {k;, }i>1.

Como f* > —oco e {f(X®™*)},>; é monotonicamente ndo crescente, segue que existe
limy_,oo f(X®*(w)) para cada ponto de amostragem w. Finalmente, visto que a
subsequéncia f(X(kt(i>)*) — f* q.c., segue que f(X®*) = f* q.c. O

No Teorema 4, a condigao da Equacao (4.15) é exigida apenas para uma subsequéncia
de iteragOes para garantir a convergéncia ¢. c. para o minimo global. O teorema
seguinte diz que se para um ponto qualquer do espago de busca D, a probabilidade de
Y (%) ser préxima deste ponto for positiva, entdo existe uma subsequéncia f (X ®)*) —
fr

Teorema 5. (REGIS, 2010) Seja f uma funcio sobre D C RY tal que f* :=
infyep f(x) > —o0. Além disso, suponha que exista x*, um minimo global de f
sobre D e que f € continua em x*. Suponha também que o algoritmo que seque a
estrutura GARS satisfaca a sequinte propriedade:

Para todow € D e d >0, existe 0 < v(w,d) < 1 tal que

PlY*™ € B(w,8)ND | 0(Epyy-1)] > v(w,d), (4.17)

para alguma subsequéncia {ki}i>1. B(w,0) € a bola aberta centrada em w com raio
§. Entdo, f(X™)*) — f* quase certamente (q.c.).

Demonstragio. Fixe € > 0 et > 1. Como f é continua em x*, existe d(e) > 0 tal

que |f(x) — f(x*)] < e sempre que || x — x* ||< d(€). Entdo, o evento

X0 € D2 fX0)) < f(x) + ¢ = [XH) €D f(XH) — f(x7) <

!Suponha que {X (k)}k21 sejam varidveis aleatérias reais. X(*) — X em probabilidade se e so-

AL p A ke,
mente se cada subsequéncia X (k) contém uma subsequéncia X (keiy) que converge quase certamente
para X.
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> [X*) € Do X0 —x* || < 5(e),

e assim,
P[X(k:t) cD: f(X(kt)) < f(x*) + € | O'(g(kt)fl)]

> PIX#) € D || X0 x* ||< 5(e) | o(Euy 1)
— PIX®) € BX',3(0) 1D | o(Ey-1)] = PIV™) € Bx',8(6)) N D | o(Egey 1)
> v(x*,d(e)) =: L(e).
Claramente, L(¢) > 0 desde que d(€) > 0. Pelo Teorema 4, segue que f(X®*) — f*
q.c. O
Teorema 6. (REGIS, 2010) Seja D um subconjunto de RN tal que

Yp(0) = Vyéfpu(B(w, §)ND) >0

para cada § > 0, onde p é a medida de Lebesque em RY. Seja f uma fungdo real
em D tal que f* := infyep f(xX) > —o0. Além disso, suponha que ezista x*, um
minimo global, em f continua sobre D. Considere o algoritmo GARS e suponha que
existe uma subsequéncia {k;}i>1 tal que para cada t > 1, Yy, tem uma densidade

condicional gy, (y| 0(Ex,-1)) satisfazendo a sequinte condigdo:
(ly € < hy) = 01) = 0, onde hly) = o g (y]o(€is 1)

Entio f(X®*) — f* q. c.

Demonstragio. Fixe § >0 e w € D. Para todo t > 1, tem-se

PIY® & Blw.0) 1D | o(€g-)] = [ o (vl o(Ewy-1))dy
> [ byl )y = [ hly)dy = v(w,0)
B(w,6)ND B(w,5)ND

Como h(y) é uma fun¢do nao negativa em D, p({y € D : h(y) = 0}) =0 e
w(B(w,8) N'D) > p(8) > 0, segue que v(w,d) > 0. Pelo Teorema 5, f(X®)*) — f*
q.c. O

Como em Gouvéa et al. (2016), um dos teoremas usados em (REGIS, 2010) é usado
para provar a convergéncia do algoritmo F¢-G que usa perturbagoes gaussianas. A

seguir estd um caso especial do Teorema 6 em Regis (2010) que p,ode ser aplicado
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em um algoritmo que usa distribuicao gaussiana para gerar alguns dos seus vetores

aleatérios de N dimensoes.

Teorema 7. Suponha que D é um subconjunto limitado de RN tal que
Yp(0) == irelfD,u(B(w, d)ND) >0, para todo § > 0, (4.18)

onde B(w,d) é a bola aberta centrada em w com raio 6 e p € a medida de
Lebesque em RYN. Seja f wma funcdo mensurdvel real definida em D tal que
f*i=infyep f(z) > —00 e assuma que exista um minimo global x* de f sobre D
e que f € continua em x*. Considere o algoritmo GARS cujos vetores aleatorios sdo
{Y® . k> 0} e cuja sequéncia de melhores vetores aleatérios sio {Y®* : k > 0}.
Suponha que exista uma subsequéncia {ki}i>1 tal que para cada t > 1, tenha-se
Yk = U® 4 2O onde U = Qi (Ey)—1) para alguma funcdo deterministica P,
e ZW ¢ um vetor aleatério cuja distribuicio condicional é dada por o(Ex,y-1) (a
o-dlgebra gerada por Ex,)—1) € uma distribuicio gaussiana com média Onx1 e matriz

de covariancia Vi, i.e., sua densidade condicional € dada por
_ _ 1 _
9:(2 | 0(Egny—1)) = (2m) 2 [det(V;)]71/* exp (—2ZTV; 1z> ) z € RY. (4.19)

Para cada t > 1, sejam A\ e N\, respectivamente, o menor e o maior autovalor da
matriz de covaridancia Vy. Além disso, suponha que infi>1 Ay > 0 e sup;5; Af < oo.
Entio f(X®*) — f* quase certamente (q.c.).

Observe que na pratica tem-se U® = Qi (Eyy-1) = X ((k)=1)* "que é o vetor aleatério

representando a melhor solu¢ao encontrada depois de (k;) — 1 avaliagbes da fungao.

Demonstracio. Para cada t > 1, observe que a distribuicdo condicional de Y ()

dada por o(&,)—1) ¢ uma distribuicdo gaussiana com densidade condicional

1
9y | 7(Ee-1)) = @) V2det (V)] 2 exp (=5 (y = u®) TV y —u®)) , y € RY,

onde V, é uma matriz definida positiva e simétrica e u® = O, ({Ni; : 1 =
1,2,...,(k) —1;5 = 1,2,...,t;}) e os \;; sdo as realizacbes dos elementos alea-

toérios em &E,)—1. Agora, para cadat > 1ey € D, tem-se
(y —u)V  y =) <[ly —u® o |V y —u®) [ls
<|ly —u® [V, [l2,
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como V;~' é uma matriz simétrica, entdo || V; ! ||;= )\it, logo

diam(D)?

(v =)V, y —u) <y —a® 3] Vi o< N

(4.20)
onde diam(D) = sup, yep || X —y ||. Como D ¢ limitado, segue que diam(D) < oo.
Além disso, como exp¥/? é monotonicamente nio crescente, entio

1

exp (=51 =V y — u) 2 exp (-

diamW) . (4.21)

20\

Como o determinante de uma matriz é o produto dos seus autovalores, segue que
det(V;) < (A", (4.22)

onde A; é o maior autovalor de V;. Das Eq. (4.20), (4.21) e (4.22) resulta que para
caday € D,

Gy | 0(Ey1)) = (2m) V2 (1) N2 eXp(

—N/2 . 2
> (2m) "N/ (sup AZ‘) exp (—dlam@> > 0.

t>1 inf;>1 A

B diam(D)?
2\

Consequentemente, tem-se

~N/2 . 9
: _ . diam(D
) = oy | 0(Ea-0) = 20 (supai) o (=B

t>1 infy>1 A

Pelo Teorema 6, segue que f(X®)*) — £, O

A convergéncia do método Fg-G serd provada no teorema a seguir.

Teorema 8. Suponha que Fq-G € aplicado a uma funcao real mensurdvel f sobre
D = [Xumin, Xmax] C RY tal que f* = infyep f(x) > —oo. Além disso, suponha
que exista um minimo global x* de f sobre D e que f é continua em x*. Entdo

f(Xmelhor) — f* q.c.

Demonstracao. 1D possivel verificar que o espago de busca D = [Xmin, Xmax] ¢ um
subconjunto limitado de RY que satisfaz a condicdo ¥p(d) > 0 para todo § > 0 no

Teorema 7 (Proposicao 1? em Regis (2010)).

2Seja D = [a,b] € RY um hipercubo fechado e ¢(D) o comprimento de um dos lados de
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A mesma notagao na descricao do algoritmo Fg¢-G com perturbagoes gaussianas
(Algoritmo 5) é utilizada, exceto pelas letras maitusculas utilizados em alguns vetores
para enfatizar que eles sdo vetores aleatérios (por exemplo, X*) e S*) em vez de
x*) e s(k)). Lembrando que depois de avaliar f em X©, Fg-G realiza uma série
de iteragoes onde o ¢-gradiente aproximado /V\q f(X®)) & usado para determinar a

(k+1) e depois da m-ésima iteracio uma iteracdo gaussiana é

proxima iteragao X
gerada. Em particular, na Iteracdo 1, k = 0, S© e XM sao gerados e a funcao é
avaliada nestes pontos. Na Iteracdo 2, k = 1, S e X® sgo gerados e a funcéo
é avaliada nestes pontos, e assim por diante até k = m — 1 (Iteragdo m). Quando
k =m, Z™ é gerado usando uma distribuicdo gaussiana com média 0 e matriz de
covariancia (9(’“))21 e entdo WD ¢ computado. Depois deste passo gaussiano, o
algoritmo volta a usar a aproximacao ¢-gradiente para gerar os vetores aleatorios
N-dimensionais. Em geral, para qualquer iteragao t > 1 tal que k =t — 1 ndo é um
multiplo de m, S e X® sio gerados e a funcio é avaliada nestes pontos. Além
disso, para qualquer iteracao t > 1 tal que k = t— 1 é mltiplo de m, Z(¢~1 é gerado

usando a distribuicao gaussiana e entdo W® ¢ calculado.

Por conveniéncia, define-se {U()} ;5 como sendo a sequéncia de pontos de avaliacio
da fungao gerados pelo algoritmo antes da fungao absorcdo pp ser aplicada (por
exemplo, UY) = S*) = q®) © X*) para algum k ou UV = X+ = X *) 1 o qk)

para algum k). Isto é,

U0 = xO0 gyl =50 @ =xO yd =0 gy = x@
U(Qm—l) — 5’(771—1)7 U(Qm) — )((m)7 U(2m+1) — ‘/I/(m—‘rl)7

U(2m+2) — S(erl), U(2m+3) — X(m+2), o

e assim por diante. Note que {pp(U)};5¢ é o conjunto de todos os pontos onde
a funcao objetivo é avaliada se o algoritmo for executado indefinidamente. Além
disso, seja &; o conjunto de todos os vetores aleatdrios que foram gerados até U (7)
(isto inclui os vetores aleatérios da forma q¥, e os vetores aleatérios gaussianos

anteriores).

Seja {UUM}),5, uma subsequéncia {UW};5 que consiste de todos os passos gaussi-
anos. £ possivel verificar que j, = (2m +1) + (b —1)(2m — 1) = 2+ h(2m — 1) para

D.Se 0 < § < 1{(D), entdo p(d) = (%)N '/ Aqui, T é a fungdo Gama definida por

L(5+1)°
L(k):= [y a* e "da.

49



todo h > 1. A partir da descricdo do algoritmo,
UgUn) = yythmtl) — x(hm) o 7(m) = para todo h > 1, (4.23)

onde Z"™) & um vetor aleatério cuja distribuicio condicional é dada por (&, 1)
(a o-algebra é gerada pelo vetor aleatério em &;, 1) é uma distribuicdo gaussiana
com média no vetor Oyy; e matriz de covaridncia V;, = (#"")%Iy. Na Equacio
(4.23), note que X" = &,(€;, 1) para alguma fungio deterministica ®;. Além
disso, note que (#"™)? ¢ o tinico autovalor de Vj, (e tem multiplicidade N). Como
infy> 0™ > 6, > 0 e sup,s, 0" < 0© < oo, segue da Proposicdo 7 que
f Kmethor) — f* q.c. L
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5 Resultados Numéricos

Experimentos numéricos foram realizados com o objetivo de avaliar a eficiéncia do
método Fg-G na resolucdo de problemas de otimizacao de grande porte. Esses ex-
perimentos consistem na resolucao de 27 fungoes teste com até 1000 dimensoes.
Os principais resultados desses experimentos sao apresentados nesse capitulo, junta-
mente com a comparagao entre o Fg-G e 14 algoritmos evolutivos desenvolvidos para
solucionar problemas com um grande niimero de variaveis. Além disto, sdo exibidos
os valores fixos dos parametros de ajuste definidos a partir de rodadas preliminares

do algoritmo do Fg¢-G.
5.1 Configuracao dos Parametros de Ajuste

Os dois principais pardmetros do método Fg-G sdo 0(®) and 3, pois é através deles
que o algoritmo consegue determinar a direcao de busca e o tamanho do passo. A
configuragao ideal desses parametros dependente do problema. Rodados preliminares
demonstraram que ¢(®) = 1.5L, onde L =|| Xmax — Xmin |2 é @ maior distancia dentro
do espago de busca, fornece uma heuristica simples para configurar este parametro.
O valor de 3, que controla a velocidade com que o algoritmo muda de busca global
para busca local, depende da dimensao do problema N. Como uma regra, para N =
100, 500 e 1000, pode-se assumir S = 0.9999, 0.99995 e 0.99999, respectivamente.
Naturalmente, a configuracao final de 5 pode ser balanceada com o nimero maximo
de avaliagdo da funcao objetivo disponivel. O algoritmo Fg-G é mais robusto com
relacdo aos parametros 09, 6,,,, e m. Em todas as simulacoes foram usados m = N,

0 =0.2L, e 0, = 0.0125L.
5.2 Comparagoes com Algoritmos Evolutivos

Nesta secao sao apresentadas comparacoes entre o método Fg-G e alguns AEs na
resolucao de dois conjuntos de fungoes teste utilizados nas competigoes organizadas
no IEEE Congress on Evolutionary Computation de 2008 (TANG et al., 2007) ¢ de
2010 (TANG et al., 2009) (CEC’2008 e CEC’2010). Uma breve descri¢ao desses AEs
pode ser vista no Apéndice B. Assim como em Tang et al. (2007) e em Tang et al.
(2009), para ambos os conjuntos de problemas, os pontos iniciais foram gerados por
uma distribuicao uniforme dentro do espago de busca, além disso, todas as fungoes
tém os seus respectivos minimos deslocados do zero a fim de evitar a exploragao das
simetrias do espaco de busca pelos algoritmos. O critério de parada utilizado foi o
nimero méaximo de avaliagdo da fungdo objetivo (NAFO,,.y) igual a 5000 - NV, para
as fungoes do CEC’2008, e 3000- NV, para os problemas do CEC’2010. O algoritmo do
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F¢-G foi implementado em Fortran 90 para o compilador FORTRAN (Intel Fortran
Compiler) e executado em uma maquina com processador Intel Core i5 com 8GB

RAM e sistema operacional MAC OS X.
5.2.1 Primeiro conjunto de funcoes teste

O CEC’2008 (TANG et al., 2007) consiste de 7 fung¢oes para as dimensoes 100, 500 e
1000, cujas expressoes matematicas sao apresentadas a seguir. O caso bidimensional
da fungao Rastrigin Deslocada foi mostrado na Se¢do 4.4, o caso bidimensional das
outras 6 funcoes sao ilustrados na Figura 5.2.1. O minimo global da F1 a F6 é
x* = o com f(x*) diferente para cada uma das fungoes teste e o minimo global da

F7 é desconhecido.

e Unimodal

— F1 - Sphere Deslocada
N
f(x)=> 2z — 450,
=1

z=X—o0,x € [—100, 100]N e f(x*) = —450.
— F2 - Problema Schwefel 2.21

f(x) = max{|z|,1 <i < N} — 450,
z=x—o0,x € [—100,100]" e f(x*) = —450.
e Multimodal

— F3 - Rosenbrock Deslocada
N-1
f(x) =3 (100(z7 — zi41)* + (2 + 1)%) + 390,
i=1
z=x—o0,x € [—100,100/" e f(x*) = 390.
— F4 - Rastrigin Deslocada
N
f(x) = (2 — 10cos(2m2;) + 10) — 330,
i=1

z=x—o0,x €[5 5" e f(x*) = —330.
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— F5 - Griewank Deslocada

2

%
X):Z4000—H008< >+1 180,

=1 =1

z=x— 0, x € [—600,600]" e f(x*) = —180.

— F6 - Ackley Deslocada

1 X,
f(x) = —20exp (—0.2 N ;zl)

1 N
—exp (N Z cos(27rzi)> +20+e— 140

=1

z=x—o0,x € [-32,32]V e f(x*) = —140.
— F7 - FastFractal “DoubleDip”
N
=Y fractallD(z; + twist(T(; mod N)+1)), (5.1)
i=1

onde
twist(y) = 4(y* — 2¢° +*),

3 2k—1ran2(o) 1

fractallD(z Z Z Z doubledip(x, ranl(o), 26=1(2 — ranl(o))’

: —6144(z — )% + 3088(z — ¢)* — 392(z — )2 + 1)s, —0.5 < = < 0.5,
doubledlp(x,c,s):{( (@ — )% + 3088(z — <) @=o)?+1) <a<

0, caso contrario

€ [-1,1]N e f(x*) = desconhecido.

O método Fg-G foi comparado com sete dos oito AEs que participaram da compe-
ticdo promovida pelo CEC’2008: MLCC (YANG et al., 2008b), EPUS-PSO (HSIEH
et al., 2008), jDEdynNP-F (BREST et al., 2008), MTS (TSENG; CHEN, 2008), DEw-
SAcc (ZAMUDA et al., 2008), DMS-PSO (ZHAO et al., 2008) e LSEDA-gl (WANG; LI,
2008). O algoritmo evolutivo UEP (MACNISH; YAO, 2008) participou da competi¢ao
do CEC’2008, mas seus autores nao disponibilizaram os dados obtidos, por esta ra-
zao nao foi utilizado nesta comparacao. Os resultados para N = 100, N = 500 e
N = 1000 sao apresentados nas Tabelas 5.1, 5.2 e 5.3, respectivamente, e represen-
tam os valores médios de f(Xpmemnor) — f(X*) ap6s 25 execugoes independentes para
cada um dos 8 algoritmos e das 7 fungoes teste. Os melhores resultados estao em

negrito.
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Figura 5.1 - Tlustracao das fungoes teste do CEC’2008 para o caso bidimensional.
Fonte: Tang et al. (2007).

Observe que para N = 100 o algoritmo F¢-G encontra o minimo em quatro fungoes
do conjunto teste, duas unimodais e duas multimodais. E para a F6 consegue atingir
a bacia de atragao do minimo global. Em uma comparagao direta com os AEs, o F¢-G

apresenta resultados levemente inferiores apenas em relacdo ao MTS. E importante
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Tabela 5.1 - CEC’2008: f(Xmeihor) — f(x*) para F1 a F6, e f(Xpeinor) para F7, média de
25 execugoes independentes, para todos os algoritmos; os melhores resultados
estdo em negrito; N = 100.

LSEDA- | jDEdyn- DMS- | DewSA- | EPUS-
MTS JuEayn MLCC ew F¢-G
gl NP-F PSO cc PSO
F1 | 0.0400 | 5.68¢14 | 568c14 | 6.8214 | 0.00e+00 | 5.68¢-14 | 7.47e-01 | 0.00e+00

F2 1.44e-11 2.21e-13 4.28e-01 2.53e+01 3.65e+00 8.25e+00 1.86e+01 0.00e+-00
F3 5.17e-08 2.81e+02 1.12e+02 1.50e+-02 2.83e+02 1.45e+-02 4.99e+03 5.71e+09

F4 | 0.00e+00 1.03e+02 5.46e-14 4.39e-13 1.83e+02 4.38e+4-00 4.71e+02 | 0.00e+4-00
F5 | 0.00e+00 2.84e-14 2.84e-14 3.41e-14 0.00e+00 3.07e-14 3.72e-01 0.00e+-00
F6 | 0.00e+00 9.77e-14 5.68e-14 1.11e-13 0.00e+00 1.13e-13 2.06e+00 9.09e-15

F7 | -1.48¢+03 | -1.46e+403 | -1.48e+03 | -1.54e+403 | -1.14e+03 | -1.37e4+03 | -8.55e402 | -1.38e+03

Tabela 5.2 - CEC’2008: f(Xmeinor) — f(x*) para F1 a F6, e f(Xmeinor) para F7, média de
25 execugoes independentes, para todos os algoritmos; os melhores resultados
estdo em negrito; N = 500.

LSEDA- | jDEdyn- DMS- | DewSA- | EPUS-
MTS Jumayn MLCC ew F¢-G
gl NP-F PSO cc PSO
F1 | 0.00e+00 | 227e-13 | 9.32¢14 | 4.30e-13 | 0.00e+00 | 2.10e-09 | 8.45¢+01 | 0.00e+00

F2 7.32e-06 2.71e-10 8.46e+00 6.67e+01 6.89e+01 7.5Te+01 4.35e+01 | 0.00e4-00
F3 5.04e-03 8.67e+02 6.61e+02 9.25e+02 4.67e+07 1.81e+03 5.77e+04 1.48e+10

F4 | 0.00e+00 | 8.56e+02 1.47e-12 1.79e-11 1.61e+03 3.64e+02 3.49e+03 2.08e+-00
F5 | 0.00e+00 1.14e-13 4.21e-14 2.13e-13 0.00e+-00 6.90e-04 1.64e+00 | 0.00e+4-00
F6 2.80e-13 3.13e-13 1.49e-13 5.34e-13 2.00e+00 4.80e-01 6.64e+00 5.68e-14

F7 | -7.08¢+03 | -6.83e4+03 | -6.88e+03 | -7.43e+4+03 | -4.20e+03 | -5.75e4+03 | -3.51e4+03 | -6.51le+03

notar também que para a fungdo multimodal Rosenbrock (F3), o método baseado

em ¢-gradiente apresentou o pior resultado entre os algoritmos comparados.

Quando N = 500, o algoritmo Fg-G encontrando os melhores resultados em quatro
das sete fungoes teste. E continua sendo eficiente na resolucao das fungoes F1, F2,

F5 e F6; e ineficiente para resolver a F3.

Finalmente, para N = 1000, o Fg-G atinge a bacia de atracdo do minimo global
em todas as fungoes, exceto para Rosenbrock Deslocada. Para F2 e F6, o método
proposto supera o desempenho de todos os outros algoritmos, enquanto para F1 e
F4, sua performance é igual aos melhores encontrados, MTS e DMS-PSO, atingindo
o menor valor médio da funcao objetivo. Para a fungdo F7, ndo é possivel analisar
se 0os métodos atingiram o minimo da fung¢ao, ja que o mesmo ¢é desconhecido. No
entanto, pode-se observar nas Tabelas 5.1, 5.2 e 5.3, que o Fg-G conseguiu um

desempenho razoavel para cada uma das dimensoes.
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Tabela 5.3 - CEC’2008: f(Xmethor) —

f(x*) para F1 a F6, e f(Xmeinor) para F7, média de
25 execugoes independentes, para todos os algoritmos; os melhores resultados

estdo em negrito; N = 1000.

MTS LSEDA- | jDEdyn- | DMS- DewSA- | EPUS- FeG
gl NP-F PSO cc PSO
F1 | 0.00e+00 3.22e-13 1.14e-13 8.46e-13 0.00e+00 8.79e-03 5.53e+02 | 0.00e+00
F2 4.72e-02 1.04e-05 1.95e+01 1.09e+02 9.15e4-01 9.61e+01 | 4.66e+01 | 5.46e-14
F3 | 3.41e-04 1.73e+03 1.31e+03 1.80e+03 8.98e+09 9.15e4+03 | 8.37e+05 1.84e+10
F4 | 0.00e+00 | 5.45e402 2.17e-04 1.37e-10 3.84e+403 1.82e+03 | 7.58e+03 | 0.00e+400
F5 | 0.00e+00 1.71e-13 3.98e-14 4.18e-13 0.00e+00 3.58e-03 5.89e+00 2.39e-14
Fe6 1.24e-11 4.26e-13 1.47e-11 1.06e-12 7.76e+00 2.30e+00 1.89e+01 1.42e-13
F7 -1.40e+4 -1.35e+4 -1.35e+4 -1.47e+4 -7.51e+3 -1.06e+4 -6.62e+3 -1.20e+4

De maneira geral, os resultados apresentados pelo método Fg-G no conjunto de
funcoes teste do CEC’2008 demonstram que este novo algoritmo é eficiente e com-
petitivo em relacao aos métodos que participaram da competicao. Além disso, o
algoritmo F¢-G é ineficaz para determinar o minino da fun¢ao nao separavel Rosen-

brock Deslocada.

Todos os algoritmos participantes do CEC’2008 armazenaram, para cada uma das
fungoes o 1° (melhor), o 7°, 0 13° (mediana), o 19° e o 25° (pior) valores do erro
f Kmetnor) — f(x*), média e desvio padrao de 25 execugoes, depois de 50- N, 500 - N
e 5000- N NAFO. Os resultados obtidos pelos AEs estao reproduzidos no Anexo A e
os obtidos pelo método Fq-G para as fungoes F1 a F7 sao apresentados nas Tabelas
5.4, 5.5 e 5.6 para as dimensoes N = 100, N = 500 e N = 1000, respectivamente.

Esses resultados demonstram o excelente desempenho do método Fg-G na resolugao
da func¢do Sphere Deslocada (F1), para as trés dimensoes testadas, pois com 500 - N
NAFO o Fg-G é capaz de terminar o minimo global da func¢ao. Este comportamente
¢ semelhante para F4 quando N = 100 e N = 1000, e para F5 quando N = 100 e
N = 500. Na resolucao da fungao Ackley Deslocada (F6), o Fg-G precisa de mais de
500 - N NAFO para atingir a bacia de atracdo no minimo global. Na resolucao do
Problema Schwefel 2.21, o algoritmo do método Fq-G consegue atingir a bacia de
atracao com 500 - N NAFO e determinar o minimo com 5000 - N, quando N = 500.
O fraco desempenho do método para solucionar a funcdo Rosenbrock Deslocada
também pode ser observado nas Tabelas 5.4, 5.5 e 5.6, onde fica evidente que nao ha
diminuigao significativa dos valores do f(Xmeinor) — f(x*) em nenhuma das dimensoes

testadas.
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Tabela 5.4 - CEC’2008: Valores do erro f(Xmeihor) — f(x*) para F1 a F6, e f(Xmeinor) Para

F7; N = 100.

T0+9LTF | FI-96E°T | 00+200°0 | 00+200°0 | 80+°L9°S | 00+200°0 | 00+200°0 | OvIPRJ OlASA(]
€0+98¢'T- | ST-960'6 | 00+°00°0 | 00+200°0 | 60+2T1L°S | 00+200°0 | 00+200°0 RIPOIN
€0+9LZ'T- | FI-9F8'C | 00+200°0 | 00+200°0 | 60+290°L | 0042000 | 00+200°0 |  (I01d) oG
€04+99¢°T- | FI-9F8'C | 0020070 | 00+200°0 | 60+°€€°9 | 00+200°0 | 0042000 61 Gog
€0+96€ T~ | 00+200°0 | 00+200°0 | 00+200°0 | 60+°8L°G | 00+200°0 | 00+200°0 | (BURIPAIN) €1
€0+207 T- | 00+200°0 | 00+200°0 | 00+200°0 | 60+°€2°S | 00+200°0 | 00+200°0 ol.
€0+oFF T~ | 00+200°0 | 00+200°0 | 00+200°0 | 60+°¢0°F | 004+200°0 | 00+200°0 | (OYP) oI
T0+9GCT | TOTZ'€ | 00+200°0 | 0042000 | 60+0LET | 00496 | 00+200°0 | OvIPEd O1ASd(]
€04962°8- | TO+2L9'T | 0020070 | 00+200°0 | 60+°€8°9 | T0+99L°€ | 0042000 RIPIIN
€0+o70°8- | T0+H9ZL°T | 00+200°0 | 00+200°0 | 60+9GS°6 | T0+980F | 00+200°0 |  (101d) oG
€0+96T°'8- | T0+269°T | 00+200°0 | 00+200°0 | 60+°8L°L | T0+9G6°€ | 00+200°0 o6T 1og
€0499Z°8- | TO+2L9'T | 0020070 | 00+200°0 | 60+°€9°9 | T04+°08°€ | 0042000 | (BUeIPLIN) o£T
€049LE'8- | TO+9G9'T | 0020070 | 00+200°0 | 60+°16°G | T0+98G°€ | 0042000 ol
€04+965°'8- | T0+965°T | 00420070 | 00-+200°0 | 60+9€TF | T0+9FZ°€ | 00420070 | (10UPIN) oI
T0+H09G'T | TO9ETH | T09GC'T | 20-969°C | 60+9VC T | 0049861 | 10-0¢S'g | oraped-oraso(
20+966'L- | TO+HOLL'T | 10-08°€ | 00+9€€°T | OTH3LT'T | T0+9ZE€F | 10-016'C RIPOIN
20+0LL L~ | TOHOES'T | T00GGL | 00+OLLT | OTH20C'T | TO+96SF | 00+072'T | (101d) 5T
20+998°L- | T0+208'T | T0-968F | 00+9GC'T | 0T+9€ET | T0+98F'F | 10-9%0'S 6T €og
2049108~ | TOHFOLLT | TO9ZF'E | 00+90€'T | OTHOIZT | TO+H9¢F | T09F0°G | (BuerpoN)o£1
20+940°8- | T0+o¥L°T | T0-0TLC | 00+98T'T | OT+3F0°'T | T0+°STH | 10T ¥ ol.
20+o£E'8- | TOHO0L'T | T0086'T | T09GLL | 604+9CF 9 | T0+988°¢ | T0-06¢°C | (10U@N) oI

LA 94 ¢ 7 ed & Td OAVN
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Tabela 5.5 - CEC’2008: Valores do erro f(Xmeihor) — f(x*) para F1 a F6, e f(Xmeinor) Para

F7; N = 500.

¢0+9€0°T | 00+200°0 | 00+200°0 | TO=9LT | 60+9¢0°C | 00+200°0 | 00+200°0 | OvIPRd OIASO(
€0+9TS9- | $I989°G | 00+200°0 | 00+°80°C | OT+28F'T | 00+200°0 | 00+200°0 BIPIIN
€01+9€€9- | ¥1-989°G | 00+200°0 | 00+9¢¥'C | OT+F8'T | 00+200°0 | 00+200°0 (101d) oG
€0+C¥9- | PI°89'G | 00120070 | 00+3LT'C | OT+2€9'T | 00+200°0 | 00+200°0 o061 99G°C
€0+9gG°9- | $T1-989°G | 00+°00°0 | 00+9ZT'G | 0T+9GF T | 00+200°0 | 00+°00°0 | (BURIPOIN) o€T
€0+°19°9- | ¥1989°G | 00+200°0 | 00+9S6'T | OT+2CE'T | 00+200°0 | 00+200°0 ol
€0+999°9- | F1-089'G | 00+200°0 | 00+29L T | OT+ICT'T | 00+200°0 | 00+200°0 | (1OUPIN) oI
T0+90T°¢ | T09E8'C | 00+200°0 | TORGLT | 60+920°C | ¢0-°¢C'C | 00+200°0 | O¥Iped OIASI(]
€01+297°¢- | T0+989°T | 00+200°0 | 00+°80°C | OT+28¥'T | ¢0°I6'¢ | 00+200°0 BIP9IN
€0+9Cy ¢~ | TOH9CLT | 00+200°0 | 00+9¢F'C | OT+F8'T | T0O980°T | 00+200°0 (101d) 62
€0+97F '€~ | TO+20L°T | 00+200°0 | 00+9LT'C | OT+H2E9'T | T0-9GT'S | 00+°200°0 6T GogC
€0+99%°¢- | T0+289'T | 00+200°0 | 00+9CT'G | OT+IGT'T | €09CH'€ | 00+200°0 | (PUBIPIN) &1
€01+967°¢- | T0+299°T | 00+200°0 | 00+9G6°T | OT+9CET | ¢0°SE'C | 00+200°0 ol
€0+97G€- | T0+RT9'T | 00+200°0 | 00+29L°T | OT+3GT'T | €0-209'8 | 00+200°0 | (1OYPIN) oI
T0+9GZT | T0-96L'C | €09F0F | T0-9L8'T | 60+9GTF | 00+9ZLT | T0-9¢LT | oeiped-orasoq
COHOTY'E- | TOHOCL'T | T0R9F'T | 00+9LT°C | OT+OGL'C | TOHOPT'S | 109759 BIPIIN
€01+9GEE~ | TOHALLT | TO9EV'C | 00+°99°C | OT+26¥°€ | TOHFF'S | 00+980°T (101d) ST
€0+98C ¢~ | TOH9FLT | T0°C9'T | 00+°9¢°C | OT+RT0°¢C | TO+9GE'S | T09GT 'L o061 794°C
€0+00%°¢- | TOHOEL'T | T0-09F'T | 00+9C€C | 0T+99L'E | TO+9GT'G | T0-0LL9 | (BURIPOIN).ET
€0+oCY'¢- | TOHOZL'T | TOOIC'T | 00+°0T°C | OT+9%S°C | T0+9¢0°G | T0-°0%'C ol
€0+91rG'€- | TO+299°T | €092¢¢9 | 00+216°T | OT+2€R'T | T0+948'F | T0°VE'E (109N oT

| 94 G| 7d €d ¢cd Td OdVN
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Tabela 5.6 - CEC’2008: Valores do erro f(Xmeihor) — f(x*) para F1 a F6, e f(Xmeinor) Para

F7; N = 1000.

20+20€'T | 0042000 | FT-090°T | 00+200°0 | 60+9GC'T | FI-0FT'T | 00+200°0 | OBIPRJ OTASS(]
PO+90°T- | €1-9¢F'T | F1-968°¢ | 00490070 | OT+HFS'T | $T1-99%°C | 0042000 RIPOIN
PO+OLT T | €1-9CF'T | F1-9F8°C | 00+200°0 | 0T+962°C | $T989°C | 0042000 |  (I01d) oG
F0+20¢'T- | €1-0¢F'T | #1-978°C | 00+200°0 | OT+OT6'T | ¥1-989°C | 0042000 6T 906
FO+9TZ'T- | €1-9CF'T | FI-9F8°C | 00420070 | 0T+9G8T | $T-989°C | 004+200°0 | (PURIPSIN) &1
PO+OTE T~ | €1-9¢F'T | FI-0F8°C | 00490070 | OT+OGL'T | $1-989°C | 0042000 ol.
PO+9€Z T~ | €1-9CF'T | 00+200°0 | 0042000 | 0T+98GT | 00+200°0 | 00+200°0 | (IOYPN) oI
TOHOZF'T | T0-986°T | 00+200°0 | 00+200°0 | 60+0LT°E | 00+9€6°T | 0042000 | OvIPRJ O1ASe(]
€0+0L5°9- | T0+9G9'T | F1-9F8'C | 00+200°0 | 0T+90G°Z | T0+0L8F | 00420070 RIPO
€0+92G°9- | TO+269'T | FI-0F8°C | 00+200°0 | 0T+96T°€ | T0+9LT°C | 0042000 |  (I01d) oG
€0+9GG°9- | T0+299'T | F1-078°C | 00+200°0 | 0T+299°C | T0+9€0°C | 0042000 61 oG
€0+0L5°9- | T0+9G9°'T | $1-0F8'C | 00+200°0 | 0T+98C'Z | T0+9G8F | 000000 | (BUeIPOIN) €T
€0+085°9- | T0+9€9'T | FI-9F8'C | 00+200°0 | 0T+96€°Z | T0+H96LF | 00+200°0 ol
€0+929°9- | T0+R19'T | FI-9F8'C | 00+200°0 | 0T+989°T | T0+99LF | 00+200°0 | (10UPIN) oI
T0+968°F | G0-998'9 | 209681 | 2009 | 60+9CEV | 00+9GF T | 20-969'] | ovIped-orasa(
€0-967°9- | T0+200°C | 20-0TT'S | 00+9GE'T | 0T+9gZT | T0+oFEC | T0-097°9 RIPIIN
€0+07F'9- | 10+200°C | 1009Z°T | 00+°9%'T | OT+0LT°G | TO+09G°G | T0-0LE'8 |  (101d) 62
€0+0GF'9- | 10+200°C | 20926 | 00+20F T | OT+OICT | T0+HOFF'G | 10-966°9 6T 79G
€0+98F°9- | T0+200°C | 20-965°L | 00+9GET | OTHO6TF | 104+°9¢°G | T0°TH9 | (BURIPOIN).ET
€0+92S°9- | T0+200°C | 200722 | 00+20€'T | 0T+9G6'¢ | T0+9CZ'C | T0-976°C ol
€0+965°9- | T0+200°C | 20°G6'F | 00+°9Z'T | OT+OTEE | T0+H0LOC | T0-09T°G | (10UPIN) oI

Ld 94 cd 7d ed ed T4 OdVN
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As Figuras 5.2 e 5.3 exibem as curvas de convergéncia dos AEs participantes da com-
peticao do CEC’2008 e do método Fg-G para as 7 fungoes teste quando N = 1000.
Para F1 a F6 tem-se graficos do tipo semi-log, que representam o logaritmo dos
valores medianos (f(x) — f(x*)) em 25 execugoes versus o NAFO. No caso da F7,
como f(x*) é desconhecido e pode assumir valores negativos, os graficos representam
os valores medianos de f(x*) em 25 execugoes versus o NAFO. As curvas dos AEs
foram extraidas dos artigos que descrevem cada um dos métodos, nao foi possivel
retirar a curva de convergéncia da F7 para o método DMS-PSO, por esse motivo a

Figura 5.3 possui apenas 7 curvas.

As curvas de convergéncia demonstram que o método Fg-G tem desempenho superior
ao dos outros AEs para as fungoes F1, F2 e F4. Além disto, o método baseado em
g-gradiente converge rapidamente quando aplicado na fungao Griewank Deslocada
(F5), apresentando desempenho similar aos algoritmos evolutivos MTS e LSEDA-
gl. Para as funcoes F6 e F7, sua convergéncia é mais lenta, utilizando o nimero
maximo de avaliagoes da funcao objetivo disponivel para atingir a bacia de atragao
do minimo global. Para a Rosenbrock Deslocada, o algoritmo do Fg-G apresenta o

pior desempenho dentre os oito algoritmos.
5.2.2 Segundo conjunto de fungoes teste

O conjunto de fungoes teste proposto no CEC’2010 (TANG et al., 2009), uma versao
melhorada do conjunto do CEC’2008, foi desenvolvido para investigar o compor-
tamento de algoritmos em problemas de grande porte em diferentes cenarios. As
20 fungoes que compoe o CEC’2010, cujas expressoes matematicas sao descritas a
seguir, foram divididas em quatro grupos: fungoes separaveis; fungdes parcialmente
separaveis, em que um niumero pequeno de varidveis sao dependentes, enquanto
todas as outras sao independentes; fungoes parcialmente separaveis que consistem
em varios subgrupos independentes, cada um dos quais sao p nao separaveis; e, as
fungoes totalmente separaveis. Uma fungdo nao separavel f(x) é chamada p nao
separavel se no maximo p dos seus componentes x; nao sao independentes (TANG et

al., 2009).

e Funcoes separaveis

— G1 - Funcgao Eliptica Deslocada

N )
i—1

f(X) = feliptz'ca,(z) - 2(106) N-1 Z?, (52)

i=1
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- MTS LSEDA-gI - MLCC — DEwSAcc

- Fg-G — |DEdynNp-F — DMS-PSO EPUS-PSO
1015 1015
10 1010

(c) F3 (d) F4
10" 10
1010 1010 L
= 5 = 5
10 1 *. 10
x x
= —__— =
| 0 | 0
810 1 810
g .5
210 ] 107
—10 -10
107 ] 107 |
\ \& s
10_15 1 10—15 L L L L
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
NAFO < 10° NAFO <10°
(e) F5 (f) F6

Figura 5.2 - Gréfico de convergéncia para as fungoes teste F1 a F6 do CEC’2008 e dife-
rentes métodos.
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MTS

Fo-G
LSEDA-gl
= JDEdynNp-F
MLCC
DEwSAcC
EPUS

! ! !
3.5 4 4.5 5

25 3
NAFO x10°
(a) F7

“o 0.5 1 15 2

Figura 5.3 - Gréfico de convergéncia para a funcdo teste Rosenbrock Deslocada (F7) do

CEC’2008 e diferentes métodos.

z=x— o0, x € [—100,100]".
— G2 - Funcgao Rastrigin Deslocada

f(X> = frastrigin(z) = %[23 - 10COS<27TZZ') -+ 10],
i=1

z=x—o0,x € [-5,5]",

— G3 - Funcao Ackley Deslocada

=1

f(X) = fackiey(z) = —20exp (—0.2 ;fﬁ:zf)

1 N
—exp < > cos(27rzi)> +20 +e,
NiH
z=x—0,x € [—32,32]".

e Funcoes p nao separaveis em grupo tnico

(5.3)

(5.4)

— G4 - Eliptica Deslocada e p-rotacionada em grupo tnico

f(X> - frot—eliptica[Z<P1 : PP)] ’ 106 + feliptica[z(Pp-‘rl : PN)]

z = X — o, P é uma permutagdo aleatérica de {1,2,---

(5.5)

7N}7

frot—etiptica(X) = fetiptica(z) = x- M, M é uma matriz ortogonal N x N

e x € [—100, 100]".
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— G5 - Rastrigin Deslocada e p-rotacionada em grupo dnico

f(X) - frot—rastrigin[Z<P1 : Pp)] : 106 + frastrigin[Z(Pp+1 : PN)] (56)

z = X — o, P é uma permutagdo aleatérica de {1,2,--- N},
frot—rastrigin(x) - frastrigin(z) = X M’ M ¢é uma matriz ortogonal

N x Nexe[-55".
— G6 - Ackley Deslocada e p-rotacionada em grupo tnico
f(X> = frot—ackley[Z(Pl : Pp)] : 106 + fack’ley[z(Pp—i-l . PN)] (57)

z = X — o, P é uma permutagdo aleatérica de {1,2,--- N},
frot—ackiey(X) = fackiey(2z) = x - M, M é uma matriz ortogonal N x N
ex € [—32,32".

— G7 - Prob. 1.2 Schwefel Deslocada e p-dimensional em grupo

Gnico
f(X) = fschwefel[Z(Pl : Pp)] : 106 + fsphere[Z(Perl . PN)] (58)

z = X — o, P é uma permutagdo aleatérica de {1,2,---, N},

. 2
fschwefel(x> = Elj\;l (2.27 'Tj) ) fsphere(x) - Zz]il ZE? ex e [—100, 1OO]N

— G8 - Rosenbrock Deslocada e p-dimensional em grupo tnico

f(X) = frosenbrock[Z(Pl . Pp)] . 106 + fsphere[Z(Pp—s—l . PN)] (59)

z = X — o, P é uma permutagdo aleatérica de {1,2,---, N},
Frosentrock(X) = SN H100(2? — 22,) + (2, + 1)%] e x € [—100, 100]V.

e Fungoes p ndo separaveis em N/2p grupos

— G9 - Eliptica Deslocada e p-rotacionada em N/2p grupos

N

2
f(X) = Z frot—eliptica[Z(P(k—l)-p—i-l : Pkp)] + feliptica[Z<P%+1 : PN)]
k=1
(5.10)
z = x — o0, P é uma permutacao aleatérica de {1,2,---,N} e

x € [~100, 100]V.
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— G10 - Rastrigin Deslocada e p-rotacionada em N/2p grupos

N

g(x) = Z frotfrastrigm[Z(P(k—l)-p+1 : Pk-p)] + frastrigin[z(P%Jrl : Py)]

o (5.11)
z = X — o0, P é uma permutacdo aleatérica de {1,2,---,N} e
x € [-5,5]V.

— G11 - Ackley Deslocada e p-rotacionada em N/2p grupos

N
F(X) =" frot—ackiey|Z(Pk—1)p+1 : Pep)] + fackley[z(P%+1 : Py)]
= (5.12)
z = X — o0, P é uma permutacao aleatérica de {1,2,---,N} e
x € [—32,32)V.

— G12 - Prob. 1.2 Schwefel Deslocada e p-dimensional em N/2p

grupos
o

f(X) - Z fschwefel[Z<P(k—1)~p+1 . Pk-p)]‘i‘fsphere[Z(P%Jrl : PN)] (513>
k=1

z = X — o0, P é uma permutacdo aleatérica de {1,2,---,N} e

x € [—100, 100]".
— G13 - Rosenbrock Deslocada e p-dimensional em N/2p gru-

pos
2
f(x) = Z Jrosenbrock | Z(Pl—1)-p+1 * Pep)] + fsphere[Z(PgH : Py)]
= (5.14)
z = X — o0, P é uma permutacdo aleatérica de {1,2,---,N} e

x € [—100, 100]".
e Funcgodes p nao separaveis em N/p grupos

— G14 - Eliptica Deslocada e p-rotacionada em N/p grupos

[M]=1=

f(x) =) frot—etipticalZ(Pe—1)p+1 : Prp)] (5.15)

k=1

z = x — o0, P é uma permutacao aleatérica de {1,2,---,N} e

x € [~100, 100].
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— G15 - Rastrigin Deslocada e p-rotacionada em N/p grupos

NEE

f(x) = Jrot—rastrigin[Z(P-1)-p+1  Prp)] (5.16)

k=1

z = X — o0, P é uma permutacao aleatérica de {1,2,---,N} e
x € [-5,5]V.

— G16 - Ackley Deslocada e p-rotacionada em N/p grupos

[M]~1=

f(X) = frotfackley[Z<P(k71)-p+1 : Pkp)] (517)

k=1

z = X — o0, P é uma permutacdo aleatérica de {1,2,---,N} e
x € [—32,32)V.

— G17 - Prob. 1.2 Schwefel Deslocada e p-dimensional em N/p

grupos

Mw\z

f(X) = fschwefel [Z(P(kfl)-erl . Pk:p)] (518)

k=1

z = x — o, P é uma permutagdo aleatérica de {1,2,--- N} e

x € [—100, 100].

— G18 - Rosenbrock Deslocada e p-dimensional em N/2p gru-

pos
N
f(X) - Z frosenbrock[z<P(k—1)'P+1 : Pkp)} (519>
k=1
z = X — o0, P é uma permutacdo aleatérica de {1,2,---,N} e

x € [—100, 100]".
e Funcoes nao separaveis

— G19 - Prob. 1.2 Schwefel Deslocado

f(X) = fschwefel(z> = Z (zz: m]’) (520)

i=1 \j=1

z = x — o0, P é uma permutacdo aleatérica de {1,2,---,N} e

x € [~100, 100]V.
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— G20 - Rosenbrock Deslocada

N-1

f(X) = frosenbrock = Z [100(212 - Zi+1)2 + (zz - 1)2] (521)
i=1
z = X — o0, P é uma permutacdo aleatérica de {1,2,---,N} e
x € [—100, 100]".
O minimo global das fungbes é x* = o0, exceto para G8 que tem

x*(P: P) =0(P: P,)+ 1, x*(Pyt1 : Py) = 0(FPp41 : Py), G13 com o minimo glo-
bal em x*(P; : Pnj2) = o(Py : Pyja) +1, X*(Pnja41 : Pn) = o(Pnyj241 0 Py), e G18 e
G20 com x* = 0+ 1, com f(x*) = 0 para todas as fungoes teste. Para a competicao
do CEC’2010, todas as funcoes foram resolvidas para 1000 dimensoes e o parametro
p, que define o grau de separabilidade, foi sugerido em (TANG et al., 2009) como 50.
Os resultados obtidos pelo Fg-G neste conjunto de fungoes teste foram comparados
com todos os AEs que participaram competicdo organizada pelo CEC’2010 e pu-
blicaram seus resultados: jDElsgo (BREST et al., 2010), DECC-DML (OMIDVAR et
al., 2010), DMS-PSO-SHS (ZHAO et al., 2010), MA-SW-Chain (MOLINA et al., 2010),
DASA (KOROSEC et al., 2010), SDENS (WANG et al., 2010) e EOEA (WANG; LI, 2010).

Assim como os resultados do CEC’2008, a média de 25 execucoes independentes,
para todos os algoritmos e todas fungoes teste do CEC’2010 sdo apresentados na

Tabela 5.7. Os melhores resultados estao em negrito.

Os organizadores da competicao de otimizadores de problemas de grande porte do
CEC’2010 solicitaram para que os participantes da competicao exibissem as curvas
de convergéncia de 8 das 20 fungoes teste: G2, G5, G8, G10, G13,G15, G18 e G20. As
curvas apresentadas nas Figuras 5.4 e 5.5 foram retiradas dos artigos que descrevem
os AEs participantes do CEC’2010, juntamente com as obtidas pelo Fg-G. Essas
curvas representam os valores médios de f(x) em 25 execugbes de cada algoritmo.
Devido a falta de nitidez nas imagens disponibilizadas pelos autores do método
DMS-PSO-SHO, nao foi possivel extrair as curvas de convergéncia de (ZHAO et al.,
2010). Além disso, como os graficos com as curvas de convergéncia das 8 fungoes
obtidas pelo método DECC-DML e as curvas das fungoes G18 e G20 para o método
MA-SW-Chains nao consideraram o NAFO,,,, igual a 3.0e+06, decidiu-se rejeitar
estes dados. Desta forma, as Figuras 5.4 e 5.5 apresentam 6 curvas de convergéncia,
exceto pelos graficos que ilustram as curvas para as funcoes G18 e G20, que possuem

apenas 5.
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Tabela 5.7 - CEC’2010: f(Xpmelnor), média de 25 execugdes independentes, para todos os
algoritmos e todas as fungoes teste; f(x*) = 0 é o minimo global para G1 a
G20; os melhores resultados estdo em negrito.

jDElsgo DECC- | DMS-PSO | MA-SW- |, ga SDENS EOEA F¢-G
DML -SHS Chains
G1 | 8.86e-20 1.93e-25 | 5.51e-15 2.10e-14 1.52e-21 5.73e-06 2.20e-23 1.88e+01
G2 | 1.25e-01 2.17e+02 | 8.51e+01 8.10e+02 | 8.48¢+00 | 2.21e+03 | 3.62¢-01 3.59e-13
G3 | 3.8le-12 1.18e-13 | 5.52¢-11 7.28¢-13 7.20e-11 2.70e-05 1.67e-13 1.96e+00
G4 | 8.06e+10 | 3.58¢+12 | 2.46e+11 3.53e+11 | 5.05e+11 | 5.11e+12 | 3.09e+12 | 7.93e+11
G5 | 9.72e+07 | 2.99e+08 | 8.36e+07 1.68¢+08 | 6.20e+08 | 1.18¢4+08 | 2.24e+07 | 9.92e+03
G6 | 1.70e-08 | 7.93¢+05 | 8.28¢-02 8.14e+04 | 1.97e+07 | 2.02e-04 3.85e+06 | 3.17e+05
G7 | 1.31e-02 | 1.39e+08 | 1.95¢+03 1.03e4+02 | 7.78¢400 | 1.20e+08 | 1.24e+02 | 1.11e+04
G8 | 3.15e+06 | 3.46e+07 | 1.29e+07 1.41e+07 | 4.98¢4+07 | 5.12e+07 | 1.0l1e+07 | 5.09e+11
G9 | 3.11e+07 | 5.92e+07 | 8.72e+06 1.41e+07 | 3.60e+07 | 5.63e4+08 | 4.63e+07 | 4.09e+04
G10| 2.64e+03 | 1.25e+04 | 5.53e+03 2.07e+03 | 7.29e+03 | 6.87e+03 | 1.08¢+03 | 3.60e-13
G11| 2.20e+01 | 1.80e-13 | 3.25¢+01 3.80e+01 | 1.98e+02 | 2.21e4+02 | 3.86e+01 | 1.78e+02
G12| 1.21e+04 | 3.80e+06 | 6.13e+02 3.62¢-06 1.78¢+03 | 4.13e+05 | 1.37e+04 | 1.02e-06
G13| 7.11e+02 | 1.14e+03 | 1.12e+03 1.25e+03 | 1.21e+03 | 2.19e+03 | 1.24e+03 | 1.19e+10
G14| 1.69e+08 | 1.89e+08 | 1.76e+07 3.11e+07 | 1.0e+08 1.88¢+09 | 1.65¢+08 | 1.07e+05
G15| 5.84e+03 | 1.54e+04 | 4.08¢+03 2.74e+03 | 1.45e+04 | 7.32e+03 | 2.14e+03 | 3.67e-13
G16| 1.44e+02 | 5.08e-02 | 6.98¢+01 9.98¢+01 | 3.97e+02 | 4.08¢+02 | 8.26e+01 | 3.27e+02
G17| 1.02e+05 | 6.54e+06 | 3.83e+03 1.246400 | 1.03e4+04 | 1.08e+06 | 7.93e+04 | 7.91e-03
G18| 1.85e+03 | 2.47e+03 | 2.26e+03 1.30e+03 | 4.92e+03 | 3.08¢+04 | 2.94e4+03 | 1.78e+10
G19| 2.74e+05 | 1.59e+07 | 1.17e+06 2.85e+05 | 8.34e+05 | 8.80e+05 | 1.84e+06 | 7.78e+02
G20 | 1.53e+03 | 9.91e+02 | 3.52e+02 | 1.07e+03 | 1.13e+03 | 9.90e+02 | 1.97e+03 | 1.81e+10

Considerando os valores médios de f(x), o Fg-G supera o desempenho dos outros
sete algoritmos em 9 das 20 funcoes teste. Contudo, sua performance deteriora-se
significantemente para todas as fungoes Rosenbrock (G8, G13, G18, G20), como
pode ser observado na Figura 5.5. Claramente o algoritmo baseado em Fg-gradiente
consegue alcancar a bacia de atracdo do minimo global para as fungoes Rastrigin
(G2, G10, G15) e os Problemas Schwefel (G12 e G17). Na Figura 5.5 é possivel
observar que o método Fg-G converge rapidamente quando aplicados as fungoes
Rastrigin. E apesar de nao ter encontrado o minimo nas fungées G5, G9, G14 e G19,
o resultado determinado pelo algoritmo Fg-G é o melhor entre os AEs participantes
do CEC’2010.

De maneira semelhante ao CEC’2008, os algoritmos participantes das competicoes do
CEC’2010 armazenaram, para cada uma das fung¢oes o 1° (melhor), o 13° (mediana)
e o 25° (pior) valores da fungao, média e desvio padrao de 25 execugoes, depois
de 1.2e405, 6.0e+05 e 3.0e+06 NAFO. Os resultados dos AEs estao reproduzidos
no Anexo A e os do método Fg-G sao apresentados nas Tabelas 5.8 e 5.9. Para as
fungoes G2, G10 e G15, o método Fg-G atinge a bacia de atracdo do minimo global
com 6.0e+05 NAFO, e para G12 e G17 utiliza as 3.0e+06 avaliagoes da funcao
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Figura 5.4 - Grafico de convergéncia para as fungoes teste G2, G5, G10 e G15 do CEC’2010
e diferentes métodos.

objetivo disponiveis. Assim como no CEC’2008, fica evidente que nao ha diminuigao
significativa dos valores da fungao para as variagoes da fun¢ao Rosenbrock (G8, G13,
G18 e G20).

5.3 Classificacao

Como os algoritmos participantes das competi¢coes do CEC’2008 e CEC’2010 arma-
zenaram, para cada uma das fungdes o melhor, a mediana e o pior valor do erro
f Kmetnhor) — f(x*), média e desvio padrao de 25 execugoes em trés estdgios de ava-
liacao, uma pontuacao foi dada para cada método seguindo o sistema de pontuagao
aplicado na competicdo do CEC’2010, que é igual ao utilizado pelos organizadores

do Campeonato de Férmula 1! no ano de 2010. Classificacoes dos métodos baseados

!No Grande Prémio de Férmula 1,0s pontos sio concedidos para os dez primeiros colocados de
acordo com o seguinte sistema de pontuagao: 1° - 25 pontos; 2° - 18 pontos; 3° - 15 pontos; 4° -
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Tabela 5.8 - CEC’2010: f(Xmeihor) para as fungdes G1 a G10 com N = 1000.

GT-9GZ'G | €OTOTT9 | TT+960°C | €0+9L6'T | FO+O6L'G | COTOIRT | TTHOTYT | 20-9C9'¢ | GI9¢9¥ | TO+96G'C | OvIpRd OIASO(J
€1-909°¢ | 7O+960°F% | TT+960°C | FO+OTIT'T | SO+HOLT'E | €0+9¢6°6 | TT+9¢6°L | 00+996°T | €1-96G°¢ | TO+988'T BIPIIN
€1-969°¢ | POTOEY'G | TT+9CT'6 | FO+O8F'T | SO0+980°F | PO+9C0'T | CT+ICT'T | 00+9L0°C | €1-989°¢ | CO+ALE'T 101 990°¢
€1-919°¢ | PO+90T'Y | TT+9CLT | PO+R0T'T | O+90€°€ | €0+206°6 | TTH+9ZT'8 | 00+996°T | €1-919°¢ | T0+9CT'T BURIPIIN
€1-9¢S°¢ | 70+900°¢ | TT+9GE'C | €0+980°L | SO+9€0°C | €0+99G°6 | TT+986°¢ | 00+906'T | €1-°0G°¢ | 00+9FT¥ TOY[PIN
GT-9TE9 | POOET'E | PTIHO9T'C | $O+9GG'C | SO+968°C | COTOLRT | TTH9CF'T | T096LT | GI-9¢LT | VO+98G'T | OBIPR] OIAsSO(J
€1-989°¢ | G0+9L9°C | GT+989°C | GO+O0T'C | L0+OGS'T | €0+966'6 | TT+98€'8 | TOTOF9'T | €1-9L9°¢ | ¥0+960°G BIPIIN
€I-9LL°€ | GO+O0F'¢ | GT+HOF8'E | GO+OLG'T | L0+969°T | ¥O+o€0'T | ¢I+9CT'T | TO+9LI'T | €T1-9LL'E | ¥O+OT0'6 1o G209
€1-969°¢ | G0+OT9'C | GT+9G9'C | G0+9¢0°C | LO+9GG' T | FO+O00°T | TT+OCT'8 | TO+HIFI'T | €1-989°¢C | #0+°99'F BURIPSIN
€1-9¢9°¢ | GOTOET'E | GT+9G9'T | G0+208'T | LO+96¥'T | €0+98G°6 | TT+9L9°C | TO+209'T | €1-96G°¢ | F0+9L8'C T0T[PIN
20-9¢C’T | G0+996°C | GT+OGT'T | FO+9€0°¢ | GO+OF9'C | COTOG8'T | TT+996'T | G0-20G°9 | $0-9C9'9 | GO+9L9'T | OvIpRJ OIASO(
20009°G | 90+9F€°C | ST+989F | GO+OLY'C | LOHOTI9T | #O+9C0'T | I+H3TT'T | T0+900°¢ | #0759 | 90+9¢H'T BIPIIN
L0-9%6°L | 90+°0T°¢ | GT+98E°L | GO+9L0°E | LOHOLIT | #O+9F0'T | ¢I+96S°T | T0+900°C | €0-9L9°C | 90+98L°T I01d GoC'T
L0-9€L°G | 90+9LL'C | STHOT6F | G0+96EC | LO+9CY'T | PO+9CO'T | CT+HOGT'T | T0+200°C | ¥09E8°€ | 90+9EF'T BURIPI]N
L0-9G%°¢ | 90+9G6°'T | GT+9CET | GO+960°C | LOTOES'T | €0+918°6 | TT+99%°L | T0+900°¢ | #0-9CF' T | 90+9€T'T TOT[PIN

0T 60 80 LD 90 o 7O €0 (43 |9 O4dVN
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Tabela 5.9 - CEC’2010: f (Xmeinor) para as fungoes G11 a G20 com N = 1000.

60+9LE°C | TO+9G9°G | 60+96L°T | €0°FC'T | 00+909°C | ST9¢C L | €0+90L°6 | 60+9FCT | L0-9F9'¢ | 00+98T'C | OBIPRJ OIAsd(]
OT+9T8'T | ¢0+98L°L | OT+98L'T | €0°T6°L | ¢0+OLT'E | €19L9°C | GO+OLO'T | OT+HO6T'T | 90-9¢0°'T | ¢O+98L'T BIPIIN
0T+91Z'C | ¢0+970°6 | 0T+99T'¢ | ¢0°60°'T | ¢0+9CE€ | €1-9LL°¢ | GO+99C'T | OT+HOTF'T | 90-9FS'T | ¢0+9C8'T 101 990°€
OT+9L8'T | €0+909°L | OT+99L°T | €0-°98°L | ¢0+98C'€ | €1-969°C | G0+°90°T | OT+90C'T | L0-9696 | ¢O+98L'T BURIPIIN
O0T+98¢'T | ¢0+9TL9 | OT+98C'T | €09¢0°9 | ¢0+9CC'¢ | €I9¢F'¢ | FO+OT0°6 | 60+99T°6 | L09FE'S | ¢O+OgLT TOYPPIN
60+98T°C | ¢O+9€L°C | 60+9LG°C | 00+96TL | 00+9GF'C | S1-9C9'8 | FO+38F'F | 60+9L0°C | T09G0F | 00+906'T | OBIPRJ OlAsd(]
0T+99T°C | €0+9%C"G | OT+RLT'C | CO+980'T | CO+O8C'E | €1-9CL'E¢ | GOTOT8G | OT+O9LT | 00+°ST¥ | CO+208°T BIPIIN
O0T+9LL'C | €0+906°G | OT+OT9¢ | C0+P9Z'T | ¢0+9CE ¢ | €1-9¢8°¢ | G0+96G°9 | 0T+980°C | 00+°00°G | ¢0+9¢8'T Told G909
OT+9FT'C | €0+9C€°G | OT+96T'C | ¢0+260°T | ¢0+98C'€ | €1-9¢L°¢ | GO+99L°G | OT+OCL'T | 00+98TF | ¢0+208°'T BURTPIN
OT+96L'T | €0+9TLF | OT+90LT | T0O+919°6 | ¢0+9CT'€ | €1-9¢T'C | G0+980°G | OT+OGE'T | 00+96T°€ | CO+OLLT I07[PIN
60+90LF | €0+9CS°T | 60+90LF | ¢0+OE0'T | 00+966°¢ | 80-9GG'9 | GO+9ET'C | 60+90S°C | TOTO6LC | 00+99G'T | OBIPRJ OIASd(]
O0T+9¢L’E | PO+OT9°C | 0T+9GG'E | €0+98G'C | ¢0+98E'E | L09EC6'C | 90+9GG°¢ | OT+HOTLC | COT998°F | ¢0+988'T BIP9IN
0T+9GG'¥ | ¥0+906°C | OT+9¢Y'¥ | €0+9LL'T | COHREV'E | L0909F | 90+96TF | 0T+960°¢ | CO+O8T'SG | ¢0+206'T 101 GoC'T
0T+90L°€ | $O+OLG'C | O0T+9C9°¢ | €0+9LG'C | COTO8EE | L09G6'C | 90+9FG°€ | OT+20L'C | ¢0+968°F | CO+988'T BURTPSN
O0T+98L°C | FO+9€ET | 0T+90EC | €0+OEHF'C | ¢0+96C°¢ | L0OL6'T | 90+9T1Z°¢ | 0T+99¢°C | CO+9CEy | ¢0+9¢8'T IOU[PIN
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Figura 5.5 - Grafico de convergéncia para a funcao teste Rosenbrock e suas variacoes e
diferentes métodos.

nessas 15 estatisticas para o CEC’2008 e CEC’2010 estao nas Tabelas 5.10 e 5.11.
No caso do CEC’2008 foram considerados apenas os dados das fung¢oes com 1000
dimensoes. Nas Tabelas 5.12 e 5.13 sao exibidas as classificacoes baseadas apenas
nos valores médios das funcoes objetivos. Comparando com os algoritmos que par-

ticiparam da competicao, o método F¢-G fica em segundo lugar no CEC’2008 e em
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102 L L L
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(b) G13
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3 0 05 1 15 2 25 3
; NAFO x10°
(d) G20

primeiro e segundo lugar no CEC’2010.

12 pontos; 5° - 10 pontos; 6° - 8 pontos; 7° - 6 pontos; 8° - 4 pontos; 9° - 2 pontos; 10° - 1 ponto.
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Tabela 5.10 - CEC’2008:  classificacdo Tabela 5.11 - CEC’2010:  classificacao

baseada em 15 estatisti- baseada em 15 estatisti-
cas. cas.
Posicao Algoritmo Pontos Posicao Algoritmo Pontos
1 MTS 2002 1 F¢-G 4842
2 F¢-G 1871 2 MA-SSW-Chains 4666
3 LSEDA-gl 1680 3 EOEA 3919
4 MLCC 1202 4 DASA 3864
5 DMS-PSO 1144 5 DMS-PSO-SHS 3815
6 jDEdynNP-F 1015 6 DECC-DML 3022
9 EPUS-PSO 859 7 jDElsgo 3016
7 DEwSAcc 790 8 SDENS 2278
Tabela 5.12 - CEC’2008:  classificagdo Tabela 5.13 - CEC’2010:  classificacio
baseada nos resultados da baseada nos resultados da
Tabela 5.3 . Tabela 5.7.
Posicao Algoritmo Pontos Posigao Algoritmo Pontos
1 MTS 145 1 jDElsgo 311
2 Fq-G 129 2 F¢-G 293
3 LSEDA-gl 93 3 DMS-PSO-SHS 290
4 jDEdynNP-F 91 4 MA-SSW-Chains 271
5 MLCC 87 5 EOEA 242
6 DMS-PSO 82 6 DECC-DML 216
9 DEwSAcc 52 7 DASA 193
7 EPUS-PSO 38 8 SDENS 144
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6 Conclusodes

Problemas reais que utilizam um grande ntimero de variaveis de decisao tém sur-
gido com muita frequéncia nos ultimos anos e por isto o interesse em resolvé-los
tem aumentado significativamente. Neste trabalho, apresentou-se o método Fg-G,
desenvolvido especialmente para resolver problemas de otimizacao de grande porte.
O método Fg-G é uma versao rapida do método ¢-G proposto por (SOTERRONT et al.,
2011; SOTERRONTI, 2012; SOTERRONI et al., 2012; SOTERRONI et al., 2013; SOTERRONI
et al., 2015). E rapida no sentido que se baseia em perturbacoes simultineas para
calcular uma aproximacao do vetor g-gradiente, vetor Fg-gradiente, que necessita
de apenas duas avaliacoes da funcao objetivo por iteracao, independentemente da
dimensionalidade do problema a ser resolvido. Além de definir o vetor Fg-gradiente,
desenvolveu-se uma nova estratégia de passo baseada na combinacao da interpolagao
parabdlica com o valor do parametro ¢ na iteracao k. Como esperado, a comparagao
entre os dois métodos mostrou o ganho do método Fg¢-G em relagdo ao método ¢-G.
Além disso o novo método, segue a estrutura de GARS, desenvolvido por (REGIS,
2010), e portanto converge no sentido probabilistico para o étimo global da funcao

a ser otimizada.

O desempenho do algoritmo Fg¢-G foi avaliado em 27 fungoes teste de N dimensoes,
propostas na competicdo do IEEE Congress on Evolutionary Computation de 2008
e 2010. Os valores dos parametros de ajuste foram fixados segundo a heuristica
desenvolvida para o método Fg-G, assim para cada dimensao apenas um conjunto de
parametros é utilizado na resolucao de todas as fungoes. Os resultados obtidos pelo
método Fg-G foram comparados com os obtidos por 14 AEs participantes das duas
competicoes. Quando os algoritmos sao ordenados segundo os resultados alcancados
em determinadas etapas do processo de busca, o método Fg-G fica em segundo
lugar no CEC’2008 e em primeiro lugar no CEC’2010. Como desejado, os resultados
mostraram que o Fg-G é promissor e competitivo para solucionar problemas de

grande porte.

Por outro lado, o método F¢g-G apresentou um fraco desempenho na resolugao da
fungdo Rosenbrock e suas variagoes. A topologia da fun¢do de Rosenbrock, com o
minimo global localizado dentro de um vale estreito em forma parabdlica, geralmente
requer muitas iteracoes de algoritmos de primeira ordem que dependem apenas
de informagoes de descida do ponto de iteracdo atual. A solucdo usual para esta
dificuldade consiste em introduzir informacoes obtidas a partir da iteracdo anterior

ou da curvatura local (métodos de segunda ordem) no processo de busca.
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Desta forma, como trabalho futuro estd o desenvolvimento de uma versao rapida
do ¢-Gradientes Conjugados (¢-GC) e das g-versoes dos métodos quase-Newton (g-
BFGS e ¢-DFP) recentemente propostas (GOUVEA et al., 2016; GOUVEA, 2016).
Sugere-se, igualmente, o desenvolvimento de uma versao do método Fg-G que re-
solva problemas que além de restri¢oes laterais possuam restricoes de igualdade e
de desigualdade, inclusive nao lineares. Por fim, a elaboragao de uma estratégia de
passo que consiga adaptar-se dependendo de caracteristicas da fung¢ao objetivo e

estagio do processo de busca seria desejavel.
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APENDICE A - Definic¢ées

Neste apéndice secao sao apresentadas algumas defini¢oes utilizadas na secao 4.5.

Definigao A.1. (ROYDEN, 1988) O conjunto E é mensurdvel se para cada A tem-se
WA= p(ANE)+ p (AN EY), onde u* é uma medida exterior.

Definicdo A.2. (ROYDEN, 1988) Uma fungio f : E — R = R U
{—00,0} é mensudvel se E é mensurdvel e f satisfaz uma das condigoes abaizo:

i. VyeR, {xeFE: f(x)>~}¢é mensurdvel

it. VyeR, {zxe€ E: f(x) >~} é mensurdvel,

z)
iti. YVyeR, {x € FE: f(x) <~} é mensurdvel;
z)

iv. YyeR, {ze€E: f(x) <y} é mensurdvel.

Definicao A.3. (RESNICK, 1999) Uma o-dlgebra B sobre Q é uma cole¢io nao vazia
de subconjuntos de 2 que € fechado sobre operagoes contdveis de unido, intersecdo
e complemento de conjuntos. O conjunto minimo de postulados para B ser uma o-
algebra é:

1. QeB.

ii. B € B, implica que B¢ € B.
wi. B; € B, 1> 1, implica que U2, B; € B.
Além disto, se B; € B, para i > 1, entao N2, B; € B.

Na Teoria da probabilidade, o espaco amostral é uma o-algebra. Isto permite flexi-
bilidade suficiente para construir novos eventos a partir de velhos eventos (fechados)
(RESNICK, 1999).

Defini¢ao A.4. (FELLER, 1968) Dada uma familia F de conjuntos de 2, a menor
o-adlgebra contendo todos os conjuntos de F é chamada de o-dlgebra gerada por F.

Em particular, os conjuntos gerados por intervalos do RY sdo chamados conjuntos

de Borel do RN .
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APENDICE B - Breve descri¢io dos Algoritmos Evolutivos que partici-
param do CEC’2008 e do CEC’2010

Neste apéndice ¢ apresentado uma breve descricao dos algoritmos evolutivos que
participaram das competicoes do CEC de 2008 e 2010, e que foram comparados com
o Fq-G.

B.1 CEC’2008

e MLCC Multilevel Cooperative Coevolution (YANG et al., 2008b)
Algoritmo baseado em coevolugao cooperativa, o MLCC inicialmente cria
um conjunto com diversos tamanhos possiveis de grupos. O algoritmo se
autoadapta para selecionar os tamanhos dos subproblemas mais apropria-

dos com base nos registros do desempenho.

e EPUS-PSO Efficient Population Utilization Strategy for Particle Swarm
Optimizer (HSIEH et al., 2008)
Baseado em Otimizacao por Enxame de Particula, o EPUS-PSO utiliza um
gerenciador de populacao para aumentar a capacidade de busca e direcio-
nar as particulas no enxame de forma mais eficiente. Além disso, estratégias
de compartilhamento sao utilizadas para impedir que as solugoes fiquem
presas no minimo local e para que o método consiga encontrar a soluc¢ao

global de maneira mais facil.

e ijDEdynNP-F (BREST et al., 2008)
E um algoritmo de Evolucio Diferencial (ED) que possui mecanismos de
autoajuste dos pardmetros de controle F (controle da mutacao) e CR (con-
trole do crossover), e de mudanga do sinal do parametro F. O jDEdynNP-F
também utiliza uma estratégia de reducao do tamanho da populagao du-

rante o processo de otimizacao.

e MTS Multiple Trajectory Search (TSENG; CHEN, 2008)
MTS utiliza multiplos agentes para encontrar as melhores solugoes dentro
do espaco de busca. Cada agente é aplicado a um dos trés métodos de
busca local disponiveis. O algoritmo também utiliza o conceito de solugoes
de “primeiro plano”, que sao solugoes de alta qualidade encontradas na
iteracoes anteriores e usadas como base para encontrar novas e melhores

solugoes nas novas iteracoes do algoritmo.

e DEwSAcc Differential FEvolution with Self-Adaptive cooperative co-
evolution (ZAMUDA et al., 2008)

89



Baseado em ED, o DEwSAcc inclui uma autoadaptagao dos dois principais
parametros de controle F' e CR, e a utilizacao da coevolugao cooperativa

para decompor o problema.

e DMS-PSO Dynamic Multi-Swarm Particle Swarm Optimizer (ZHAO et
al., 2008)
No DMS-PSO a populagao ¢ dividida em um grande niimero de subenxa-
mes; esses subenxames sao frequentemente reagrupados e informacoes sao
trocadas entre as particulas em todo o enxame. O método quase-Newton
é combinado ao DMS-PSO para melhorar a habilidade de busca local do

algoritmo.

e LSEDA-gl (WANG:; LI, 2008)
Este método é uma versao do Algoritmo de Estimacao de Distribuicao
(AED) desenvolvida para problemas de grande porte. LSEDA-gl utiliza
trés estratégias: amostragem sob distribuicao de probablidade de Gauss e

Lévy, estratégia de controle do desvio padrao e de reinicializacao.

B.2 CEC’2010

e jDElsgo (BREST et al., 2010)
jDElsgo, é uma extensao do algoritmo jDEdynNP-F desenvolvido pelos
mesmos autores. Esse algoritmo usa um valor pequeno para o parametro
de controle F, com o objetivo de aprimorar o melhor individuo conhecido
depois que metade do niimero maximo de avaliagoes da fungao objetivo é

atingido.

e DECC-DML (OMIDVAR et al., 2010)
Um algoritmo de evolugao diferencial que adota a coevolucao cooperativa.
DECC-DML utiliza um método para identificar a interagao entre as va-

riaveis de decisao e também uma decomposicao semelhante a usada no

MLCC.

¢ DMS-PSO-SHS Dynamic Multi-Swarm Particle Swarm Optimizer with
Sub-regional Harmony Search (ZHAO et al., 2010)
O DMS-PSO-SHS é a hibridizagdo do DMS-PSO com o SHS (Sub-regional
Harmony Search). O SHS é aplicado aos subenxames e gera novas harmo-
nias de acordo com o melhor individuo conhecido, a harmonia com melhor

aptidao substituird o melhor individuo dentre os mais proximos.
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e MA-SW-Chain Memetic Algorithm Based on Local Search Chains (MO-
LINA et al., 2010)
O MA-SW-Chain (MOLINA et al., 2010) ¢ um algoritmo memético que uti-
liza o método de busca local Solis Wets (SOLIS; WETS, 1981). O método
foi projetado para adaptar a intesidade do algoritmo de busca local, com
o propésito de explorar mais a regiao que tem os individuos mais promis-

sores.

e DASA Differential Ant-Stigmergy Algorithm (KOROSEC et al., 2010)
DASA é uma adaptacgao do algoritmo da otimizagao por colonia de formi-
gas para problemas de otimizacao continua. Esse algoritmo usa uma nova
maneira de transformar um problema de otimizagao continuo em um pro-
blema de busca em grafo. Os parametros atribuidos aos vértices grafo sao

usados como um meio para mover-se através do espago de busca.

e SDENS Sequential Differential Evolution Enhanced by Neighborhood Se-
arch (WANG et al., 2010)
O SDENS é um algoritmo sequencial DE reforcado com busca na vizi-
nhanca que consiste basicamente de dois passos: primeiro, para cada in-
dividuo, é criado dois individuos experimentais através de estratégias de
busca em vizinhanca local e global; segundo, seleciona o individuo mais
apto entre o individuo atual e os dois individuos experimentais para fazer

parte da nova geragao.

e EOEA Two-stage based ensemble optimization evolutionary algo-
rithm(WANG; LI, 2010)
No EOEA o procedimento de pesquisa é dividido em duas etapas. A fase
de encolhimento global procura encolher o espago de busca a procura de
regides promissoras o mais rapido possivel. A etapa de exploracao local tem
como objetivo explorar intensamente a area que foi limitada na primeira

fase para encontrar a melhor solucao possivel.
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ANEXO A - Resultados obtidos pelos Algoritmos Evolutivos que parti-

do CEC’2008 e do CEC’2010

Clparam

Neste anexo sao reproduzidos os resultados obtidos AEs participantes do CEC’2008

e do CEC’2010 e utilizados na classificagdo realizada no Capitulo 5.

Tabela A.1 - DEwSAcc (ZAMUDA et al., 2008); CEC’2008; f(x)— f(x*) para F1 a F6; f(x)

para F7; N = 1000.

CO+OST'F | T0986'C | €09FL°G | GO+O8E'T | €0+99Z°T | 6181 €0-0L7°C | oviped omse(
PO+990'T- | 9G62°C | €0-98G'€ | €0+9C8'T | €0+9GT'6 | T0+9T96 | €0-96L'S RIPII[ 990G
PO0+0L0T- | GFLT 20-9€0°C | €0+°0T'C | FO+HO9T'T | T0+926'6 | 20999°C (101d) -5
POHOL0'T- | 669€C | F096L°9 | €04+9Z8°T | €0+OT0°6 | TO+oF9'6 | €0090°8 | (BueIpaly) €T
PO+OCT'T- | C09G'T | $09CET | €0+98C'T | €0+9€6'9 | 1049626 | €0-0L1°€ | (I0UPIN) oI
T0+960°G | T0-969°'C | C0+OTIEE | C0+oV6'T | OT+20T'T | SILV'E | $0+92G€ | oviped omsa(
€0-+9G8°L- | TO+98L'T | €0+99LF | FO+90T'T | TI+9GG'T | €0+98¢'T | G0+99¢°G RIPOI Gog
€0+99L°L- | TO+OGS'T | €0+9F9°G | PO+IGT'T | TT+9L8'T | G0+29E'T | G0-+9CT'9 (101d) +ST
€0+9G8L- | TO+O8L'T | €0+9CLT | PO+20T'T | TT+9€C'T | G0+96T'T | G0+07g'G | (RURIPAIN) €T
€0-Ho16°L- | TO+HOEL'T | €0+0ETH | FO+0L0T | TI+00¥'T | G0+0Ce’T | G0+096F | (10UPIN) oI
T0+9T6'C | 0-098°C | C0+O8€'8 | CO+OFP'e | TT+09G°T | ¥502°€ | $0+oLL'S | oviped-omaso(
€0+96L°9- | TO+9CT'C | P0+9L6°C | PO+OIRT | CT+9I6'T | G0+RI9T | 90-+oF€'E RIPOI\[ oG
€0+912°9- | TO+OZT'C | FO+HOFT'E | P0+998'T | CT+982°C | T0+299'T | 90-+o%G'E (101d) -5
€0+96L°9- | TO+9ZT'C | F0+9L6°C | ¥0+208'T | CTI+9I6'T | 20+929'T | 90+0¢g'e | (RURIPOIN).£T
€0+968°9- | TO+HOTIT'C | FO+9€8°C | FO+09L°T | CT+HS9'T | C0+HEST | 90+HSTE |  (10UPIN) oI
LA 94 ol vd ed ed T4 OdVYN

93



Tabela A.2 - DMS-PSO (ZHAO et al., 2008); CEC’2008; f(x) — f(x*) para F1 a F6; f(x)

para F7; N = 1000.
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Tabela A.3 - MLCC (YANG et al., 2008b); CEC’2008; f(x)— f(x*) para F1 a F6; f(x) para

F7; N = 1000.
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Tabela A.4 - jDEdynNP-F (BREST et al., 2008); CEC’2008; f(x) — f(x*) para F1 a F6;
f(x) para F7; N = 1000.
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Tabela A.5 - LSEDA-lg (WANG; LI, 2008); CEC’2008; f(x) — f(x*) para F1 a F6; f(x)

para F7; N = 1000.
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Tabela A.6 - MTS (TSENG; CHEN, 2008); CEC’2008; f(x)— f(x*) para F1 a F6; f(x) para

F7; N = 1000.
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Tabela A.7 - EPUS-PSO (HSIEH et al., 2008); CEC’2008; f(x) — f(x*) para F1 a F6; f(x)

para F7; N = 1000.
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Tabela A.8 - jDEIlsgo (BREST et al., 2010)
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Tabela A.9 - jDEIsgo (BREST et al., 2010)
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Tabela A.10 - DECC-DML (OMIDVAR et al., 2010)
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Tabela A.11 - DECC-DML (OMIDVAR et al., 2010)
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Tabela A.12 - DMS-PSO-SHS (ZHAO et al., 2010)
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Tabela A.13 - DMS-PSO-SHS (ZHAO et al., 2010)
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L0+9G0°C | L0+°80°'% | LO+99L'T | 90+96€°L | TO+OV6'L | PO+OVO'T | OT+9CH'T | 90+9L9'8 | 90+9F%F'G | CO+HOLY'T Jo1d GoC'1
L0+9%C°T | L0+90%°€ | LOHOST'T | 90+°0C% | TO+oCH'L | €0+9€C'8 | OT+9T0°T | 90+°€T’L | 90+°€L'€ | TO+°9T'T BURIPSIN
90+9¢T'6 | L0+°8T'¢ | 90+°86'8 | 90+°8T'¢ | ¢0+°92'9 | €0+°%0°9 | 60+9CT'9 | 90+°9TF | 90+9GG°€ | TO+9G0'T I0Y[PIN

02O 61D 81D LTD 91O a1o [489] (489} [459) 1889) OdVN
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; f(x) para G1 a G10.

CEC’2010

9

Tabela A.14 - MA-SW-Chain (MOLINA et al., 2010)

TOHoFF'T | 90+°GT'T | L0+°89°¢ | T0+P0L'8 | SO+°F8C | 80+°F0°'T | OT+9CI'¢ €1-°0V'¢ 10+988°G V1-°66'1 oriped orase(
€0+°L0°C | L0H+RTIV'T | LOHRIV'T | 20+9¢0'T | #O+9PT'8 | 80+989'T | TI+9€G'E €1-98C"L ¢0+°0T1°8 ¥1°01°¢ CIP9IN
€0+98Z°C | LO+9C9'T | 80+°08°T | ¢O+989'C | 90+°9T'T | 80+906°C | TI+9L6'E CT1-98G°1T TO+9LE'6 V1961’8 Jo1d 990°€
€0+9L0°C | LO+P0V'T | 90+°€¥'€ | T0+970°6 | 00+°09°T | 80+°T€C | TI+9FS'¢ €I°1T'9 ¢0+°06"L V12061 BURIPSIN
€0+°TI8'T | L0+°6T°'T | 90+°%S'T €0-96¢'¢ L0-9€T'8 | L0+°68°C | TT+9%0°¢ €1-97¢'¢ 2042704 GI-98T°¢ I0Y[PIN
TO+°G8°T | 90+°9¢'8 | 80+°LZ'T | G0+°80°6 | SO+°F8C | L0+°95'8 | OT+°9%°9 T02€1°¢ C0+9¢9'T | €0+°TL'T | orIPR] Olase(]
€0+92Z°¢ | L0+98T'8 | LO+PET'9 | G0+°GE'8 | FO+HOPT'8 | 80+9LT'C | TI+96L'G | 00+978'¢ | €0+°L9°C | €0+9%CT BIPIIN
€0+9%S°¢ | 80+°00°T | 80+OTT9 | 90+9T9F | 90+°9T'T | 80+9%¢'€ | TI+9CV'L | 00+°209F | €0+9L6'C | €0+°8T 'L Jo1d G209
€0+96Z°¢ | L0+°80'8 | L0+206'T | G0+°8L°L | TO+98L'T | 80+°6S°C | TI+9GL'G | 00+9€8°€ | €0+989°C | €0+°G9'T BURIPSIN
€0+96L°C | L0+°¢6'9 | 90+°CF'¢ | ¥0+°¢E9 | 00+°19°¢ | L0+°89°¢ | TI+°6CF | 00+°FF'¢ | €0+°9¢'C | ¢0+9CG'8 I0Y[PIN
€0+°02°C | L0+°0T°¢ | 80+°TIT'C | G0+°6G°C | SO+°F8'C | L0+°67'9 | TI+°1C'9 10-°89°¢ €0+98¢'C | 90+°90°¢ | oriped olase(
€0+9CT°'G | 80+°7S¢'¢ | 80+°IT'T | 90+206'% | ¥O+°VT'8 | 80+9CG'C | CI+9CI'C | TO+P9T'T | €0+960°C | LO+9€8T BIPIIN
70+900°'T | 80+°G¢F'9 | 80+9GS'8 | 90+OTL'S | 90+°9T'T | 80+9¢F'¢ | TI+PGE'E | T0+9CC'T | $O+900'T | LO+OIGE Io1d GoC'1
€O+HOST'H | 80+°09°G | L0+OLT¥ | 90+9TI6'F | 10+°80°C | 80+9%9°C | TI+OV0'C | TO+OGT'T | €0+9GL'E | LO+P9LT BURIPSIN
€0+929°¢ | 80+°87' % | L0+°0¢'¢ | 90+°FC¥ | T0+°C0'C | L0+9GE'6 | CI+9CC'T | TO+9ET'T | €0+9C€'¢ | LO+9GTT I0Y[PIN

(0189 6O 8D LD 99 ) 7O €D (49 159) OdVN
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; f(x) para G11 a G20.

CEC’2010

I

Tabela A.15 - MA-SW-Chain (MOLINA et al., 2010)

10+962°L | 7O+o8L°T | 2O+99¢% T10-°G¢'T TO+20%' T | ¢0+92C'T | 90+°¢6'T | TO0+9TL'S | L0-9C6'S 00+°¢¢ L | orIped olase(
€0+9L0'T | G0+°G8'C | €0+°0¢'T | 00+°7C'T | T0+986'6 | €0+9PL'C | LOHOIT'E | €0+9GT'T 90-9¢9°¢ T0+908°€ CIP9IN
€0+OTZ'T | G0+9Ze€ | €0+9GS°C | 00+9¢9'T | TOHOPT'T | €0+996°C | LO+PLIE | €01+9C6°C 90-986'% T0+°1T°G Jo1d 990°€
€0+°90°'T | 90+°G8'C | €0+°61'T | 00+°9C'T | TO+oFF'6 | €0+°CL'C | LO+960°€ | €0+°L0T 90-905°¢ T0+°GL'¢ BURIPSIN
T0+°9Z°6 | G0+°6%'C | TO0+P¢8L | 00+°F0°'T | TOH+PISE'8 | €0+°9G°C | L0+96L'C | ¢0+°98°¢ 90-9G9'C T0+97L°C I0Y[PIN
TO+oCy'T | ¥O+oFF'L | €0+°%6°C | €0+°CF'€ | TO+OCH'T | ¢0+P9%'T | LOH+OLT'T | €0+°IC¢ | ¢O+PES'T | 00+°¢T L | OvIpRd Olase(
€0+°1Z'T | 90+°T¥'T | €0+9¢S'S | FO+RIEY | ¢0+°C0'T | €0+°61°¢ | 80+969'T | €0+oP¢¥ | €0+9¢9'T | T0+9€8'¢ BIPIIN
€0+9G9°'T | 90+98G'T | #O+O19°'T | $O+OTI0'S | TO+P9Z'T | €0+9SF'E¢ | 80+°G6'T | #O+9L0°'T | €0+OT6°'T | TO+OGT'G Iotd G209
€0+98T'T | 90+°CF'T | €0+°68'¢ | FO+°6C% | TO+°1L'6 | €0+°61°C | 80+°0L'T | €0+°90°¢ | €0+°F9'T | TO+°6L°¢ BURIPSIN
€0+9C0°'T | 90+°6Z'T | €0+°08'T | #0+°6S°¢ | TO+RIG'8 | €0+°G6°C | 80+°TIG'T | €0+°80°T | €0+°6€'T | TO+9LLT I0Y[PIN
T0+oEy'S | GO+°F6°T | PO+°F9°'T | ¥0+°2S€ | 00+°61°6 | €0+°IST | L0+209°9 | ¥#0+°60'8 | ¥0+°9Z'T | 00+°¢S'G | ovIped olase(
€0+9¢T'C | 90+°¢9°¢ | FO+HOVT'S | G0+98L'9 | TOHPET'T | €0+9¢8% | 80+9G6'8 | SO+°¢T'6 | S0+°07'C | T0+°1¢'9 BIPIIN
€0+969°% | 90+°G0'% | ¥0+9€€'8 | S0+90GL | TOHPIET | €0+9€9°6 | 60+°V0°T | 90+°IT'T | S0+9C9CT | TO+OLT 'L Io1d GoC'1
€0+922°C | 90+°¢9°¢ | FO+°8T'G | 90+°8L'9 | TO+°CI'C | €0+°6C'F | 80+°18'8 | G0+°%0'6 | S0+°0%'C | TO+°I%'9 BURIPSIN
€0+°10°C | 90+°¢T'¢ | ¥0+°C2C'C | 90+°08'¢ | ¢0+°10°C | €0+°%6°¢ | 80+°9T'8 | G0+°F9°L | G0+°0C'C | T0+°10°G I0Y[PIN

02O 61D 81D LTD 91O a1o [489] (489} [459) 1889) OdVN
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f(x) para G1 a G10.

9

; CEC’2010

S ., 2010)

KOROSEC et al

Tabela A.16 - DASA (

T0+°69°C | 90+°8LF | L0+°G6°'8 | 00+°0T°C | ¥O+°SH¥ | LO+OL8L | TT+9CZC CI-9Le'8 0049262 1C9€E°C oriped orase(
€0+96Z°L | L0+°09°¢ | L0+986'F | 00+98L°L | LO+9L6'T | 80+°0C'9 | TI+9G0°G 11202 00+9°87°8 1¢9CS'T CIP9IN
€0+9GL°L | LOHO8T'G | 80+98%'€ | TO+96%'T | LO+O86'T | 80+9S%°L | CI+90T'T T1-99G'8 T10+962'T 1C971'8 Jo1d 990°€
€0+9€E’L | LO+O8SC | 90+9TC'T | 00+98T°L | LO+9L6'T | 80+°9¢9 | TI+oT6'F TT-=0LE°L 004296 [dataas BURIPSIN
€0+98L'9 | L0+°¢8'C | €01+°F8'C | 00+°LG'C | L0+°96'T | 80+°1¥'¥ | T1+°9C°C TT-979°¢ 00+°86°¢ €¢-9649°¢ I0Y[PIN
T0+°99°F% | L0+°90°C | LO+°0%'6 | ¥0+°9%F | ¥0+°C0'G | 80+°CC'T | TT+96L'8 80-°6€'8 T0+950°'T 80-9GT"9 oriped orase(
€0+299°L | 80+°C9'T | L0+°69°L | SO+RI8'T | L0+986'T | 80+9CG 'L | CI+9%0C L09VET T0+°L89 L0998°T BIPIIN
€0+9¢T'8 | 80+9LT'C | 80+9LL'E | GO+°00°¢ | LO+966'T | 80+9CL'6 | TI+O6TV | LO9LL'G T0+0SL°6 L0-9LT°€ Jo1d G209
€0+HOTL L | 80+°C9'T | L0+9FS€ | SO+HOCL'T | LO+O86'T | 80+9S¥°L | CI+9S0°C LO°IV'Y T0+9LL°9 L09€L'T BURIPSIN
€0+°18'9 | 80+°7¢'T | G0+°67'T | S0+°€T'T | LO+9L6'T | 80+9€0°G | TI+9T0°8 | L09T8T T0+9LE°G 80-°0€°6 I0Y[PIN
T0+°GG ¥ | L0+°0¢°L | 80+°LZ'E | LOHPI6T | #0+°05°'G | 80+°0¢'T | CI+PITC 109621 T0+9LL°C | PO+99LT | orvIpRd Olase(]
€0+9L8°L | 80+°L9L | 80+°9¢'C | L0+9¢ST | LO+966'T | 80+9C€'8 | CI+900°L | 00+9G€°C | TO+H98T'G | S0+90G°'T BIPIIN
€0+9€9'8 | 80+°V¢'6 | 60+9LT'T | 80+9C0'T | LO+200°C | 60+950°T | €I+°F0'T | 00+°989°C | TO+9G6°S | GO+OV6'T Jo1d GoC'1
€0+9T6°L | 80+°8G°L | 80+9G0°T | LOHdFT'¥ | LO+P66'T | 80+990°8 | CI+PT19'9 | 00+°F%€C | ¢O+OFT'S | G0+P0G'T BURIPSIN
€0+920°L | 80+°CG¢9 | L0+°00°T | L0+°8L'T | L0+°86'T | 80+°1G'G | ZI+9G0°C | 00+°0T°C | CO+9G9% | CO+°GT'T I0Y[PIN

(0189 6O 8D LD 99 ) 7O €D (49 159) OdVN
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CEC’2010; f(x) para G11 a G20.

I

, 2010)

KOROSEC et al.

Tabela A.17 - DASA (

TO+°6L°T | ¥0+°92°'G | €0+°8Z°C | ¢0+°66'8 T10-981°C T0+°69°¢ | 90+°88°L | TO+P6¢ L | ¢0+PSTC T0RLG'T oriped orase(
€0+9ET'T | S0+o7¢'8 | €0+9C6'F | ¥O+9¢0'T | ¢0+9L6'E | FO+9GF'T | 80+900°T | €0+°T1C'T | €0+98L°T | TO+986'T CIP9IN
€0+96%'T | GO+9¢H'6 | #O+960°'T | $O+OET'T | TO+OLE'E | PO+OIG'T | 80+OFT'T | €0+9G9°¢ | €0+9CC'C | TO+266'T Jo1d 990°€
€0+96T°'T | 90+°8C'8 | €0+°G6°¢ | $O+°€0'T | ¢O+2L6'C | $O+oGF'T | 80+°00°T | CO+9CL6 | €O+OGL'T | CO+986'T BURIPSIN
TO+°GLL | GOHO8T'L | €0+°LLC | €0+92E'8 | ¢0+P96°¢ | #O+98¢'T | L0+°GE'8 | ¢0+°9T°¢ | €0+°07'T | ¢0+°86'T I0Y[PIN
T0+°89°¢ | GO+°LZ'T | ¥O+°SE'T | ¥0+°66'T T02LG°C T0+°80°¢ | L0+°T9°€ | €0+°6L'G | ¥0+°¢0'T 10-9L¢°C oriped orase(
€0+9LT'C | 90+°¢9°C | 70+20¢¥ | S0+928'¢ | ¢0+9L6'E | FO+HOIGT | 80+996'F | ¥O+96ET | S0+98C'T | TO+966'T BIPIIN
€0+920°% | 90+°06°C | ¥0+9€59 | SO+OIT'Y | TO+O86'€ | $O+909°'T | 80+°8L°G | ¥0+°05°C | SO+OIS'T | TO+O66'T Iotd G209
€0+°TT°C | 90+°79°C | ¥0+°0CF | G0+°LL'E | TO+OL6'E | PO+OIST | 80+968'F | $O+OGE'T | SO+OLT'T | TO+H966'T BURIPSIN
€0+209'T | 90+°8Z°C | ¥0+°¢6'T | G0+°67'¢ | ¢O+2L6'C | FO+20F T | 80+9€C¥ | €0+98G'T | GO+990°T | CO+°86'T I0Y[PIN
70+°08'% | S0+°G0% | ¥0+°6€'¢ | ¥0+°90°9 10-296°C T0+°0¢'S | 80+°6¢°T | €0+°62°'8 | ¥0+°¢6°¢ 10-269°€ oriped orase(
GO+OLGC | 90+°T6°G | G0+°06°C | 90+°L9'T | TOH+OL6'EC | PO+OFVST | 60+°L6'T | FO+RIT'E | G0+9C6'9 | ¢O+9€0T BIPIIN
G0+9L9°¢ | 9019859 | GO+OI¥'¥ | 90+96L°'T | TO+O86'C | VO+9E9' T | 60+961°C | VO+OL8Y | S0+9C9°L | TO+OE0T Io1d GoC'1
G0+°6%'C | 90+°8L°G | G0+°08°C | 90+°L9'T | TO+OL6'C | #O+°9G'T | 60+°00°C | ¥O+°70°¢ | 90+°C8'9 | C¢0+°€0°C BURIPSIN
GO0+°E6°'T | 90+°T0°G | GO0+°9T°C | 90+°SS'T | ¢0+PL6'EC | FO+OCT'T | 60+°79'T | FO+°FT'T | G0+°07'9 | ¢0+9C0°C I0Y[PIN

02O 61D 81D LTD 91O a1o [489] (489} [459) 1889) OdVN
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; f(x) para G1 a G10.

CEC’2010

I

Tabela A.18 - SDENS (WANG et al., 2010)

T0+°09°¢ | L0+°8L'G | LOHOCI'C | L0+°9¢9 G0°6CF | L0+988°C | CI+®91°C G0-974'1 10+966'8 90997’y | OrIprd oOlase(
€0+2L8'9 | 80+°¢9'¢ | L0+9CT'S | 80+°0C'T ¥0-°2¢0°¢ 80+98T'T | CI+OIT'G G0-20L'C €0+°12°¢ 90-9€L°¢ CIP9IN
€0+9LE" L | 80+98E9 | L0+9GE6 | 80+96E°C ¥09LG'C 80+9CS'T | TI+966'S G0-204°¢ €0+96€°C G0-99T°1T Jo1d 990°€
€0+9¢0°L | 80+°GL'G | L0+°60'F | L0+9LG'8 ¥0-°9L°1 80+°LT'T | CI+9CL'E G0-9¢€E'C €0+°LT°C 90-9%4'C BURIPSIN
€0+98L°G | 80+°LLY | L0+996°¢ | L0+99€°9 ¥09€S'T L0+999°L | 2I+99C°¢ G0-9€C’T €0+°71°¢ 90-9GL'T I0Y[PIN
T0+°69F | 80+°0L°€ | LOHPELT | 60+°FF'€ | 00+°8T°'T | L0+P6Z°C | CI+9899 10-20€°9 T0+99L°9 | 90+976°G | OovIpRd Olase(]
70+20T'T | 60+°¢2°C | LO+RTI¥'L | 60+98C°6 | TO+9€G'T | 80+9I8'T | €I+9CLT | 00+92T'9 | €0+960°L | 90+9L8'L BIPIIN
PO+HOST'T | 60+988°C | 80+960°'T | OT+99¢'T | TO+OPLT | 80+9CT'C | £I+9G8'C | 00+°9L9 | €0+OLTL | LO+OG6'T Jo1d G209
70+°60'T | 60+°¢T'C | L0+207'9 | 60+°¢L’L | TO+°€G'T | 80+°¢8'T | €I+°€G'T | 00+°L2'9 | €0+°CT'L | 90+°6SF BURIPSIN
70+9C0'T | 60+°8L°T | L0+°79% | 60+°¢L'S | TO+98E'T | 80+°TIG'T | CI+RLY'S | 00+9¢T'S | €0+°00°L | 90+9C8'¢ I0Y[PIN
TOFOIGC | 60+°LLC | S80+°LZT | 60+°9%°S | GO+PLLT | LOHOF0'T | €T+°9%'T T0=LT'T T0+968°6 | S80+°8T°6 | OvIPRJ Olase(]
70+96¢'T | OT+99G'T | 80+°TL L | OT+9GL'E | 90+°78'T | 80+°6C°¢ | €I+°0T°S | T0+°10°C | FO+96T'T | 60+°10°G BIPIIN
70+oCy'T | OT+968°T | 60+°0C°T | OT+90LF | 90+°6£°C | 80+9IF'¢ | €1+°06°L | T0+9¢0°C | ¥O+90Z'T | 60+°61°9 Jo1d GoC'1
7O+98¢°'T | OT+9CG'T | 80+9€Z9 | OI+9LE'E | 90+°€0°C | 80+9C€'E | €1+°09% | T0+°10°C | FO+96T°'T | 60+°7L¥ BURIPSIN
PO+2LE'T | OTHOCT'T | 80+°C0'9 | OT+RLO'EC | S0+°88'6 | 80+°F1'¢C | €1+°06'¢ | T0+°66'T | ¥O+°9T'T | 60+°€6°¢ I0Y[PIN

(0189 6O 8D LD 99 ) 7O €D (49 159) OdVN
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; f(x) para G11 a G20.

CEC’2010

?

Tabela A.19 - SDENS (WANG et al., 2010)

T0+9Z9'T | G0+°69°T | ¥O+9CC'T | SO+OTIT'T | 00+9€S°C | T0+H9€9°6 | 80+9€ET | €0+°€0°T | ¥O+°8CF 10260 oriped orase(
2012066 | G0+°08'8 | 70+°80°¢ | 90+980°'T | ¢0+980°F | €0+°C¢ L | 60+°88'T | €0+°61°C | SO+°¢T¥ | ¢O+9ITT CIP9IN
€0+9C0°'T | 90+°6T°T | #O+O1SF | 90+98T'T | TO+ROT¥ | €0+9FF 'L | 60+°0€'C | €0+9ET¥ | SO+9L6'Y | TO+OTT'T Iotd 990°€
T0+°¢8°'6 | SG0+°Z0°'8 | ¥0+°Z¢'€ | 90+°FT'T | ¢0+°60%F | €0+°C¢ L | 60+°98'T | €0+°08'T | 90+°G6°¢ | ¢O+°ITT BURIPSIN
TO+oI86 | GO+°LGL | PO+P9T'T | GO0+98L'8 | ¢O+P¢0¥y | €0+°FTL | 60+°19'T | €0+°9T'T | G0+°08'¢ | ¢0+°0CT I0Y[PIN
L0+9LG°L | SO+HOTET | LO+H9CTO'G | SOHOLT'T 10-267°€ €0+962°C | 80+°68'6 | S0+°0T'T | ¥0+°86'G 10-9€8°€ oriped orase(
80+969°C | 90+°T¥'¢ | 80+°C0°C | 90+°L0°C | TOHRET¥ | ¥O+9€0'T | 60+°7T°G | S0+°¢¥'9 | 90+9CE€'T | ¢0+°9ZC BIPIIN
80+9¢S'¢ | 9019819 | 80+°00°¢ | 90+96Z°C | TOHOVTY | $O+99Z'T | 60+°€6'9 | SO+9%9°L | 90+9CH'T | TO+P9T'T Iotd G209
80+98L'C | 90+°6¢°¢ | 80+°98'T | 90+°C0°C | ¢O+°¢T¥ | FO+°8T'T | 60+°C0°C | S0+°L9'9 | 90+°0€'T | C€0+°9C'C BURIPSIN
80+°9¢'T | 90+°C6% | 80+°C9'T | 90+°96'T | CO+oE¢T¥ | €0+9C¢ L | 60+°16°¢ | G0+2LEY | 90+°GT'T | ¢0+9GTT I0Y[PIN
0T+967'T | 90+°TL'¢ | OT+RLZT | S0+°70°F 102801 T0+oTLE | 60+°95°¢ | 60+°L0°T | S0+°LET 10-267°€ oriped orase(
TT+9T9°C | LO+9L9°T | TI+HOIT'C | 90+H9IET | TOHOSTY | PO+OCT'T | OT+OF8'T | OT+988°T | 90+°56°C | ¢0+PLTC BIPIIN
TI+0Z8°C | LO+O1€C | TI+9GE'T | 90+986'F | ¢O+OSTy | PO+OSH'T | OT+RIET | OT+9TI0°C | 90+96C°¢ | TO+98C'C Io1d GoC'1
T1+929°C | LO+H9LG'T | TI+960°C | 90+°SCF | CO+OST¥ | PO+OSF'T | OT+OCL'T | OT+°I6°'T | 90+°¢8°C | TO+°LZ'C BURIPSIN
TT+96€°C | LOH96T'T | TI+900°C | 90+9%8°€ | TOHOGT¥ | PO+°9ET | OT+9CF'T | OT+°0LT | 90+°ILC | TOH+RLZC I0Y[PIN
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; f(x) para G1 a G10.
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; f(x) para G11 a G20.

CEC’2010

)

Tabela A.21 - EOEA (WANG; L1, 2010)
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PUBLICACOES TECNICO-CIENTIFICAS EDITADAS PELO INPE

Teses e Dissertagées (TDI)

Teses e Dissertagoes apresentadas nos
Cursos de Pés-Graduagao do INPE.

Notas Técnico-Cientificas (NTC)

Incluem resultados preliminares de pes-
quisa, descricao de equipamentos, des-
cricao e ou documentagao de programas
de computador, descricao de sistemas
e experimentos, apresentagao de testes,
dados, atlas, e documentacao de proje-
tos de engenharia.

Propostas e Relatorios de Projetos
(PRP)

Sao propostas de projetos técnico-
cientificos e relatérios de acompanha-
mento de projetos, atividades e convé-
nios.

Publicagoes Seriadas

Sao os seriados técnico-cientificos: bo-
letins, periddicos, anudrios e anais de
eventos (simposios e congressos). Cons-
tam destas publicagoes o Internacional
Standard Serial Number (ISSN), que é
um codigo tnico e definitivo para iden-
tificacao de titulos de seriados.

Pré-publicagées (PRE)

Todos os artigos publicados em periédi-
cos, anais e como capitulos de livros.

Manuais Técnicos (MAN)

Sao publicagoes de carater técnico que
incluem normas, procedimentos, instru-
¢oes e orientacgoes.

Relatérios de Pesquisa (RPQ)

Reportam resultados ou progressos de
pesquisas tanto de natureza técnica
quanto cientifica, cujo nivel seja compa-
tivel com o de uma publicacdo em pe-
riédico nacional ou internacional.

Publicagées Didaticas (PUD)

Incluem apostilas, notas de aula e ma-
nuais didaticos.

Programas de Computador (PDC)

Sao a seqiiéncia de instrugoes ou co-
digos, expressos em uma linguagem
de programacao compilada ou interpre-
tada, a ser executada por um computa-
dor para alcancar um determinado obje-
tivo. Aceitam-se tanto programas fonte
quanto os executaveis.
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