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RESUMO-NOTAS /ABSTRACT - NOTES 

Considera-se um sistema de manutenção que consiste de um número 
finito de máquinas idãnticas trabalhando em paralelo numa linha de produção, 
um numero finito de máquinas de reserva e uma oficina de reparo cum um numero 
finito de servidores diferentes. O sistema éobservado em instantes de final 
de reparo e/ou instantes de quebra de máquinas. Nestes instantes deve-se deci 
dir quais servidores serão alocados até o próximo instante de observação dJ 
sistema. A estrutura de custos inclui custos de perda de produção, custos de 
reparo, custos de espera das máquinas na fila de reparo, custos de ociosidade 
de servidores alocados e custos de troca de servidores. O objetivo é determí 
nar a politica de controle que minimiza o custo médio a longo prazo do sistema. 

	 OBSERVAÇÕES/ REMARKS 	  

Trabalho aceito para apresentação no VII Encontro Nacional de Engenharia de 
Produção, a realizar-se de 6 a 9 de outubro de 1987 em Niterói-RJ. 

*Dispensado da Revisão TéCnica e Revisão de Linguagem. 
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ABSTRACT 

We consider a maintenance system consisting of a finite 
number of identical machines working in parallel at the production 
facility, a finite number of spare machines, and a repair fácility 
with a finite number of heterogeneous servers. The system is 
observed at repair completion epochs andfor machine breakdown epochs. 
At these epochs a decision has to be mede about which servers should 
be turned on unti/ the next decision epoch. The cost structure 
includes lost production costs, repair costa, holding costs, idleness 
costa, and switch-over costa. The objective is to determine the 
control policy which minimizes the long-run expected average cost per 
unit time. 
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SUMARIO 

Considera-se um sistema de manutenção que consiste de um número 

finito de máquinas idênticas trabalhando em paralelo numa linha de produção, um 

número finito de má-quinas de reserva e uma oficina de reparos com um número fi 

nito de servidores diferentes. O sistema é observado em instantes de final de 

reparo e/ou instantes de quebra de mãquinas. Nestes instantes deve-se decidir 

quais servidores serão alocados até o pr6ximo instante de Observação do siste 

ma. A estrutura de custos inclui custos de perda de produção, custos de reparo, 

custos de espera das mãquinas na fila de reparo, custos de ociosidade de servi 

dores alocados e custos de troca de servidores. O objetivo é determinar a poli 

tica de controle que minimiza o custo médio a longo prazo do sistema. 

1 -INTPCDUÇÃO 

Considera-se um sistema de manutenção que consiste de uma linha 

de produção com MNáquinas, um conjunto de R mãquinas de reserva e uma oficina 

de reparo com c servidores. As mãquinas na linha de produção trabalham indepen 

dentemente em paralelo e todas as mãquinas do sistema são idênticas, com tempo 

de funcionamento até a quebra exponencialmente distribuído com média 1/X. As mã 

quinas de reserva são usadas para prevenir o sistema contra perda de produção e 

não estão sujeitas a quebra enquanto estiverem paradas. A linha de produção po 

de operar incompleta, desde que exista pelo menos uma mãquina disponível para 

produção. 

Quando uma mãquina quebra, ela é enviada ã oficina de reparo e é 

substituída por uma mãquina de reserva (se disponível). Se houver servidor dis 

ponivel, o reparo é iniciado imediatamente, caso contrãrío a mãquina entra numa 

fila para reparo. No término do reparo de uma mãquina, ela é enviada ã linha de 

produção; se a linha de produção estiver incompleta a mãquina começa a trába 

Ihar imediatamente, caso contrãrio ela é considerada mãquina de reserva. 

O tempo de reparo de cada -ffãquina é aleat6rio e exponencialmente 

distribuído com média 1111 k  quando o servidor k (k=1,2,...,c) o estã realizando. 

Cada servidor pode ser alocado ou desalocado dependendo do número de mãquinas 

quebradas esperando reparo. Por hip6tese assume-se que pi < 112 < < Pc - 

A estrutura de custos inclui: a) custo de perda de produção ã ta 

xa p.i quando a linha de produção estiver trabalhando com M-i mãquinas; 	cus  

to de espera no reparo ã taxa h.i quando existeM i mãquinas quebradas no 	sis 
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tema; c) custo de reparo à taxa rk  quando o servidor k estiver alocado e reali 

zando um reparo (k=1,2,...c); d) custo de alocação e desalocação de servidor, 

que consiste em um custo fixo qk  quando o servidor k for alocado e de um custo 

fixo dk  quando o servidor k for desalocado. 

O problema aqui tratado consiste em obter uma política de contro 

le ótima que determine quantos e quais servidores devem ser alocados ou desalo 

cados em cada instante de observação do sistema de modo a minimizar o custo mé 

dio a longo prazo. Para a obtenção desta política de custo mínimo o sistema é 

modelado como um Processo Semi-markoviano de Decisão e é utilizado um Algoritmo 

de ItPração de Políticas. 

Costa (1) estuda um sistema semelhante ao aqui tratado. Este au 

tor considera um sistema de manutenção onde se controla o número de servidores 

com o objetivo de minimizAr o custo médio a longo prazo do sistema. Este siste 

ma consiste numa linha de produção cam M. mãqpinas, um conjunto de R mãquinas de 

reserva e uma oficina de reparo composta de unInúMero variãVel de servidores 

iguais. O tempo de vida de cada mãquina e o tempo de cada reparo são considera 

dos exponencialmente distribuídos. A estrutura de custos é a mesma considerada 

no presente trabalho.C)sistema é observado em instantes de quebra de mãopinas e 

de término de reparo; nestes instantes deve-se decidir quantos servidores serão 

alocados até o pracímo instante de Observação do sistema. 

O presente trabalho é uma extensão do trabalho de Costa onde os 

servidores não são necessariamente iguais. Uma outra modificação efetuada no mo 

delo desenvolvido por Costa foi. na  definição dos estados do sistema, ou seja, 

nas informações utilizadas para decidir quais servidores alocar em cada instan 

te de Observação do sistema. Costa caracteriza um estado pelo número de mãqui 

nas quebradas no sistema e pelos servidores jã alocados na oficina de reparo. 

Desta forma, sempre que o sistema atinge um dado estado, seja por quebra de mi 

quinas, seja por término de reparo, a decisão tomada é a mesma. Ern outra pala 

vras, todas as alocações e desalocações efetuadas em instantes de final de repa 

ro devem necessariamente ser efetuadas taMbém em instantes de quebra de mãqui 

nas, para um mesmo estado observado, 

Conjecturou-se que este fato poderia ocasionar um aumento nos eus 

tos de alocação e desalocação de servidores que eventualmente prejudicaria ocus 

to mínimo do sistema. Desenvolveu-se então neste trabalho um modelo onde os es 

tados são definidos como em Costa (1), exceto por acrescentar uma diferenciação 

entre os instantes de quebra de mãquinas e os instantes de final de reparo. 
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2 - O MODELO SEMI -MARKOVIANO DE DECISÃO 

Observa-se o sistema em instantes de quebra de mãquina e em ins 

tentes de final de reparo. Nestes instantes o sistema pode ser classificado em 

dos estados do espaço de estados finito: 

I= {(i,a,t):i=0,1,...,M+R, acA e 

onde o estado (i,a,R) significa que existem 1 máquinas quebradas no 	sistema, 

que a ação a pertencente ao espaço de açOes A foi tomada no instante de Observa 

ção anterior e que o sistema estã sendo Observado num instante de quebra de mã 

quina, se £.0, ou num instante de final de reparo se 2.1. Ainda nestes instan 

tes deve-se decidir por uma ação pertencente ao espaço de aç5es: 

A={(b i ,b21 ...,bc):bk=0,1 para k=1,2,...c}, 

onde bk=0 significa não alocar o servidor k até o prEximo instante de observa 

ção do sistema e bk.1 significa alocã-lo até o pr6ximo instante de observação. 

Para a otimização do sistema através deste rodeio utiliza-se o Al 

goritmo de Iteração de Políticas apresentado em. Morais e Carvalho (2). A utili 

zação desse algoritmo requer o cãlculo das quantidades definidas a seguir. Dado 

que o sistema é observado num estado (iipal,WeI  e uma ação aaA foi' tomada, se 

jarn: 

P(il,a1,t1;i2,a2,9.2;a) = probabilidade de o sistema estar no estado (i2,az,22) 

no prEaximo instante de decisão, 

T(i11a1,21;a) = tempo esperado até o pr6Ximo instante de decisão, e 

C(ii,ai,£1;a) = custo esperado incorrido até o prOximo instante de decisão. 

1 	1 	1 
Para calcular estas quantidades assume-se que al=(b1,132,...,b c ) e 

a.-- (bi,b2,....,bc) e define-se o conjunto de índices {k1 1k2,..,k11 }, com n.5.c, tal 

que b. =l; desta forma este conjunto de índices indica quais servidores serão a 

locado l pela ação a. 
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Em seguida, dado que o sistema está no estado (i1,a1,£/) e 1 e a 

ação a foi tomada, sejam: 

fM 	sei1R 
= 11 1  NUR-i. 1  se x > R, 

lI 11 1 X ' 

ua=NIAJI, 

ra=(rl,r1, 

sa=(sl,s1, 

= 
^-2 

...,r') =kl'rk21rkn)  e 

—4;11)  = (9(1 fsk2 " .19{. )f  

onde M.  é-  o miram de  'lá-quinas em funcionment 	de produção, X. é a 11 	 11  
taxa global de quebra de máquinas e u a ,ra  e sa  são vetores contendo os 	dados 

dos servidores alocados pela ação a. 

Assume-se nos cálculos que seguemque quando se aloca um número 

Ireibr de servidores do que o número de máquinas quebradas no sistema então os 

servidores mais rápidos executarão os reparos. 

A taxa global de reparo 6; 

se n>0 
P(ilfai,Raja) = k=max (1,n-i1+1) 

0 	 se n=0 

(il. rai, ti;a) 

X. .t p(11,a1 1 £t;a) 

À. 
11  

se a2=a,i2=i1-1 

e £2=1 

se a2=a,i 2=i 1 +1 

e £2=0 

caso contrário 

Neste ponto já é" possivel obter: 

T(ir,a1,2,1;a)=Pk._  1 p(ix,a3„,tila)] -1  e 

P(i1talf£1;i2,a2,Z2;a) = 
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Para calcular C(i1,a1 1 t1;a) faz-se: 

C(i1,a1,2,1;a) = 	 + H{i1,a1,2,1;a} + R(i11a111, 1;a) + 

0(i11a1, 111;a) + S(al,a) 

onde as parcelas do segundo merábro da equação são, respectivamente, os custos 

esperados de perda de produção, de espera no reparo, de reparo, de ociosidaRe  

de servidor e custo de (des)alocação de servidor incorridos atã o pracimo ins 

tante de decisão. 

	

Cada uma destas parcelas pode ser calculada através das 	expres 

st:5es: 

B(iI,a1,2,1;a) = p(M) T(i1 7 a1,2,1;a) 

H(il,a1,2, 1;a) = h i 

1. 
R(i1,a1,511;a) 	= 

0(i11a1 1 2,/;a) 	= 

S(al ,a) 	= 
iE 

n 	e 
1(ii,a1,2.1;a) 	1 	

r k 
k=max (1,n-i+1) 

O 

n-i 
slic  

k=1 

O 

y di 
ief 

1 
onde (1) = {i/bi  = O e bi  =1} e T = 	1 e bi  = 0}. 

se n>0 

se n=0 

se n-i>0 

se n-i$0 
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3 - RESULTADOS NUM£RICOS  

Seja um sistema de manutenção caractPrizado pelos seguintes valo 

res: M=5, R=2, c=2, X=1, w1=2, P2=5,p =80, h=10, r1=150, r2=300, s1=150,s2=300, 

q1=1, q2=0,5, d1=0,5 e dz=1. 

Para este exemplo o espaço de estados e o espaço de ações são 

respectivamente: 

I . {(i,a,2)i=0,1,...,7, acA e 2=0,1) e 

A = {(0,0), (1,0), (0,1), (1,1)). 

Por simplicidade, as quatro ações do espaço de estados podem ser 

representadas respectivamente pelos números 1,2,3 e 4. Desta forma a ação 2, 

por exemplo, significa alocar o servidor 1 . e não alocar o servidor 2. 

O custo mínimo obtido para este sistema é 340,99, que corresponde 

ã política de controle mostrada a seguir. As políticas de controle podem ser re 

presentaRas por duas matrizes denominadas f o  e fl. Cs elementos f i (ii j) de cada 

matriz representam a ação prescrita uela política de controle para cada estado 

(i,j,£); neste exemplo tem-se j=1,2,3,4 e 2=0,1. Usando esta nota 

ção, a política de custo mlnimo obtida é : 

f o = 

1111 

4444 

4444 

4444 

4444 

3333 

3434 

3434 
e 

1111 

3333 

3434 

3434 

4444 

4444 

4444 

4444 

Observando a política de custo mínimo, v&-se que f o  = f l , ou se 

ja, que todas as alocações e desalocações de servidores efetuadas num estado 

(i,a,l) taMbém são efetuadas nos estados (i,a,0). Isto significa que na politi 

ca 6tima não há distinção entre os instantes de final de reparo e os instantes 

de quebra de máquinas. 
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4 -CONCLUSÕES  

Pelo fato do espaço de estados diferenciar os instantes de final 

de reparo dos instantes de quebra de mãquínas, o modelo aqui desenvolvido englo 

ba dois outros modelos possfveis: um modelo onde o sistema é observado apenas 

em instantes de final de reparo e um modelo onde o sistema é observado em ins 

tantes de final de reparo e em instantes de quebra de inquinas sem diferenciar 

estes dois tipos de observação. No primeiro caso tem-se f o (i,j) = j para todo 

ic{0,1,...,M-i-R} e jEA e no segundo caso tem-se f o= fl. 

Para todos os exemplos numéricos testados verificou-se que a poli 

tica ótima satisfaz f
o= fl. Este fato leva ã conjectura de que não é neoessãrio 

diferenciar os instantes de quebra de mãquinas dos instantes de final de reparo 

jã na modelagem do sistema. Leva também ã conjectura de que é melhor observar o 

sistema em instantes de final de reparo e em instantes de quebra de mãquinas do 

que observã-lo apenas em instantes de final de reparo, independentemente dos 

valores dos custos de alocação e desalocação de servidores. 

Finalizando, salienta-se que, apesar de a modificação efetuada na 

definição de estados do sistema em relação do modelo de Costa (1) parecer des 

necessãria, o modelo aqui desenvolvido generaliza aquele modelo, pois considera 

servidores diferentes. 
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