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RESUMO

Neste trabalho é analisada a possivel aplicacao do Filtro H,, para sistema nao linear,
conhecido como Filtro H,, Estendido, e do Filtro de Particulas Regularizado na
determinacao de atitude e estimacao dos bias dos giros. A aplicacao utiliza medidas
simuladas e reais do CBERS-2 (China Brazil Earth Resources Satellite 2) que tem
uma Orbita polar heliossincrona com uma altitude de 778km cruzando o Equador
as 10:30am na direcao descendente, excentricidade congelada e perigeu a 90 graus
provendo uma cobertura global da Terra a cada 26 dias. O modelo cinematico de
atitude é descrito por uma equacao nao linear envolvendo os angulos de Euler.
Os sensores de atitude disponiveis sao dois DSS (Sensor Solar Digital), dois IRES
(Sensores de Terra Infravermelho), e um triedro de giros mecanicos. Os dois IRES
fornecem a medida direta dos angulos de roll e pitch com um certo nivel de erro. Os
dois DSS sao montados no corpo do satélite tal que eles fornecem uma fungao nao
linear dos angulos de atitude roll, pitch e yaw. Os giros sao alinhados nos trés eixos
dos satélite e fornecem a variagao angular no sistema de referéncia do corpo. Dessa
forma, é proposto usar uma extensao do Filtro linear H,, e do Filtro de Particulas
Regularizado para o caso nao linear de determinagao de atitude com nao linearidade
em ambos modelos da dinamica e das medidas. O objetivo é realcar e ampliar as
propriedades desses filtros em termos dessas caracteristicas favoraveis.
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SECOND-ORDER EXTENDED H,, FILTER AND REGULARIZED
PARTICLE FILTER WITH ROUGHENING APPLIED IN ATTITUDE
ESTIMATION OF ARTIFICIAL SATELLITE

ABSTRACT

In this work is analized the possible application of the H., Filter for nonlinear
system, known as Extended H,, Filter, and of the Regularized Particle Filter in
attitude determination and gyros drift estimation. The application uses simulated
and actual measurements of the CBERS-2 (China Brazil Earth Resources Satellite 2)
which has polar sun-synchronous orbit with an altitude of 778km, crossing Equator
at 10:30am in descending direction, frozen eccentricity and perigee at 90 degrees
providing a global coverage every 26 days. The attitude kinematic model is described
by nonlinear equations involving the Euler angles. The attitude sensors available are
two DSS (Digital Sun Sensors), two IRES (Infra-Red Earth Sensor), and one triad of
mechanical gyros. The two IRES give direct measurements of roll and pitch angles
with a certain level of error. The two DSS are mounted on the satellite body such
that they give a nonlinear function of roll, pitch and yaw attitude angles. The gyros
are aligned in the three satellite axes and provide the angular measurements in the
body frame reference system. Herein one proposes to use an extension of the H
linear filter and of the Regularized Particle Filter for the nonlinear case of attitude
estimation with non-linearity in both the dynamics and the measurement model.
The aim is to highlight and magnify the properties of the filters in terms of its
favourable characteristics.
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z —  Vetor de estados médio transformado para o FKU

A — Matriz quadrada inversivel
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E —  Matriz combinacao das matrizes A, B, C e D

F — Matriz combinacao das matrizes A, B, C e D
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G:q — Funcao de transferéncia
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H, - Matriz Jacobiana da funcdo vetorial nao linear h(.) para o tempo k
H, - Matriz Jacobiana da funcao vetorial nao linear h(.) para o tempo k
Hi  — Hamiltoniana do problema para o tempo k
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1 INTRODUCAO

A estimagao de atitude é a determinagao da orientacao de um satélite em relagao
a um sistema de referéncia inercial processando dados de sensores de atitude. Apods
determinado um vetor de referéncia, o sensor de atitude mede a orientacao desse
vetor de referéncia com relacao ao sistema de referéncia fixo ao satélite. E possi-
vel estimar a orientacao do satélite processando computacionalmente esses vetores,

usando métodos de estimacao de atitude.

Existe um grande nuimero de métodos de estimacao de atitude, sendo que cada
método é apropriado para um determinado tipo de aplicagdao. Dessa forma, se faz
necessario avaliar o tempo de processamento e a precisao que se deseja atingir. Além
disso, todos os métodos de estimacgao necessitam de observacoes que sao obtidas de

medidas de sensores instalados no satélite.

Nesse trabalho, a atitude serd representada pelos angulos de Euler, devido a sua facil
interpretacao geométrica, por meio de um modelo cinematico descrito por equagoes
nao lineares. Serao utilizados dados simulados e reais do satélite artificial CBERS
(China Brazil Earth Resources Satellite) que possui como sensores de atitude: dois
DSS (Digital Sun Sensor), dois IRES (Infrared Earth Sensor) e dispéem de um

triedro de giros mecanicos a bordo.

Os dois IRES fornecem medidas dos angulos roll e pitch, os dois DSS fornecem uma
funcao nao linear de roll, pitch e yaw, os giroscopios fornecem as medidas angulares
no sistema de referéncia fixo no corpo. Sensores giroscopicos sao muito importan-
tes, pois proporcionam angulos incrementais diretos ou velocidades angulares. Estes
fornecem variacoes instantaneas de velocidades nominais. Uma caracteristica impor-
tante é que permite a substitui¢do de modelos complexos (diferentes torques que
atuam sobre o meio ambiente espacial), usando as suas medigoes para transformar
as equacgoes dinamicas em simples equacoes cinematicas. No entanto, giroscopios
apresentam varias fontes de erro sendo o bias o mais problematico. Tais desvios po-
dem produzir ao longo do tempo um acimulo de erros que devem ser considerados

no processo de determinacao de atitude.

A estimacao de atitude para sistemas de equacoes nao lineares constitui a parte
mais complexa da teoria de estimacao, onde se deseja estimar estados que variam

nao linearmente, e as medidas sao também relacionadas nao linearmente ao estado.

Atualmente, a estimacgao de estados para sistemas nao lineares é feita em sua grande



maioria por ramificacoes do Filtro de Kalman, como por exemplo, o Filtro de Kal-
man Estendido (FKE) e o Filtro de Kalman Unscented (FKU) como apresentado
em Garcia (2011). Porém, uma nova tendéncia vem surgindo para estimagao de esta-
dos devido aos avangos computacionais, sendo que o Filtro H,, Estendido (FHE)

e o Filtro de Particulas (FP) estao nesta vertente.
1.1 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é estudar o uso de equagoes nao lineares na
cinemaética de atitude de satélites artificiais e desenvolver técnicas de processamento
de dados de sensores de atitude para determinagao de atitude do mesmo em tempo

real.

Dessa forma, para o desenvolvimento desse trabalho, as seguintes metas foram esta-

belecidades:

e Desenvolver um simulador de érbita e atitude, com base no algoritmo do
software PROPAT (CARRARA, 2015), que forneca dados simulados dos
sensores presentes no CBERS (Satélite Sino-Brasileiro de Sensoriamento

Remoto) e que possa ser comparado com os dados reais fornecidos pelo
CCS - INPE (Centro de Controle de Satelites - INPE).

e Realizar a determinagao de atitude e dos bias de giros utilizando o Filtro
H., Estendido de Segunda Ordem (FHESO) que sera alimentado com
dados simulados e dados reais fornecidos por sensores de atitude que estao
a bordo do satélite CBERS-2.

e Com os resultados obtidos da estimagao de estados com o F H, ESO, deve-
se realizar uma analise comparativa com os resultados prévios de Garcia
(2011), onde é apresentada a estimagao de atitude utilizando o Filtro de
Kalman Estendido (FKE).

e Realizar a determinacao de atitude e dos bias de giros usando o Filtro
Particulas Regularizado (FPR), também alimentado com dados simulados
e dados reais fornecidos por sensores de atitude que estao a bordo do
satélite CBERS-2.

e Com os resultados obtidos da estimacao de estados com o FPR, deve-
se realizar também uma analise comparativa com os resultados obtidos
para a estimacdo de atitude com o Filtro de Kalman Unscented (FKU)

apresentados em Garcia (2011).



1.2 Justificativa

Sabe-se que uma precisa determinacao de atitude colabora, entre outros fatores,
com o aumento da vida 1util do satélite, diminuindo o desgaste dos equipamentos
de controle de atitude, principalmente os atuadores, como por exemplo as rodas de

momento.

Em termos de precisao, tanto para determinacao orbital ou de atitude, sao neces-
sarias as observacoes adquiridas por meio de instrumentos de medidas sujeitos a
erros, tais como de desalinhamento e de modelagem. Nao obstante, outras fontes de
erros também sao relevantes em tais determinagoes, como por exemplo, os métodos

matematicos de estimacao para sistemas nao lineares.

Dessa forma, é considerada relevante a aplicacao do FH,ESO para o problema de
determinagao de atitude, um vez que, de acordo com Simon (2006), tal filtro é uma

versao robusta do FKE pois adiciona tolerancias a ruidos e dinamica nao modelados.

Essa discussao realca uma diferenca fundamental entre a Filtragem de Kalman e
a Filtragem H,,. Na Filtragem de Kalman a natureza é considerada indiferente ao
problema. Com funcao densidade de probabilidade do ruido dada, podemos usar
esse conhecimento para obter uma estimacao de estados estatistica 6tima, mas a
natureza nao pode mudar a funcao densidade de probabilidade para degradar nossa
estimacao de estados. Porém, na Filtragem H.,, a natureza ¢ considerada perversa

e procura ativamente degradar a estimacao de estados tanto quanto possivel.

Sob essa mesma premissa, a aplicacao do FPR na determinacao de atitude também
é considerada relevante, uma vez que o Filtro de Particulas (FP) é uma poderosa
metodologia para processamento sequencial de sinal, especialmente para problema
nao lineares ou nao Gaussianos. Sua grande precisao se torna evidente com um

grande esforco computacional, podendo ser superados em tempos atuais.

O FP ¢é fundamentado na estimacao de estados Bayesianos, assim apresenta uma
mudanca de paradigmas quando comparado com os filtros convencionais, pois esse
nao utiliza a expansao em série de Taylor para aproximar as nao linearidades a uma
dinamica ou cinematica conhecida. Além do mais, o FP tem algumas similaridades
como FKU em que transforma um conjunto de pontos via equagoes nao lineares
conhecidas e combina os resultados para estimar a média e a covariancia dos esta-
dos (SIMON, 2006). A diferenga é que no FP os pontos sdo escolhidos aleatoriamente,

enquanto que no FKU os pontos sao escolhidos com base em um algoritmo especifico.



1.3 Hipodteses

Com a abordagem aqui proposta, espera-se aferir o comportamento do sistema de
controle de atitude de um satélite real, propor sensores com especificagoes otimizadas
e/ou outro conjunto de sensores, e propor algoritmos para estimagao de atitude

alternativos no software embarcado.

Com o desenvolvimento do algoritmo de determinacao da cinemdtica de atitude,
espera-se também que as discrepancias na determinacao de atitude diminuam, de
modo que os erros de apontamento permanecam dentro das faixas de precisao da

missao, reduzindo os erros de posicionamento nas imagens fornecidas pelos satélites

CBERS.

Finalmente, com a estimacao dos bias dos giros espera-se conseguir resultados sufi-

cientes para calibracao dos giros mecanicos.
1.4 Conteiddo

O capitulo 1 deste trabalho apresenta uma breve introducao desta pesquisa, co-
mentando os objetivos, as justificativas e as hipdteses para o desenvolvimento desse
trabalho.

O capitulo 2 apresenta uma breve revisao bibliografica de trabalhos anteriores sobre
técnicas de estimacgao, mais especificadamente sobre a Filtragem H,., e sua extensao
para sistemas nao lineares, sobre o Filtro de Particulas e suas ramificacoes e sobre
a aplicacao de métodos de estimacao no problemas de determinacao de atitude de

satélites artificiais.

O capitulo 3 apresenta a fundamentacao tedrica para sistemas de referéncia de o6r-
bita e atitude, bem como a representacao de atitude por angulos de Euler, que
nesse trabalho representa a equacao do processo, ou seja, o sistema nao linear a ser

estudado.

O capitulo 4 apresenta os modelos matematicos dos giroscépios, sensores de Terra
infravermelho e sensor solar digital. Esses sao os sensores de atitude presentes no
CBERS-2.

O capitulo 5 contém os métodos de estimacao para sistemas nao lineares que utilizam
a linearizacao da equacao de processo e de medidas para estimar o estados, sao eles
o FH,ESO, o FHE e o FKE, ambos utilizados nesse trabalho.



O capitulo 6 contém os métodos de estimacgao para sistemas nao lineares que nao
utilizam a linearizacao da equacao de processo e de medidas para estimar o estados,

sao eles o FPR e o FKU, também utilizados nesse trabalho.

O capitulo 7 apresenta os resultados obtidos de tal pesquisa para a estimacao de
atitude e bias de giros utilizando dos dados simulados de orbita e atitude proveniente
do PROPAT. Os FH,ESO, o FHE, FKE, FPR e o FKU sao utilizados para a

estimagao dos estados.

O capitulo 8 apresenta os resultados obtidos para a estimagao de atitude e bias de
giros utilizando dados reais do CBERS-2 fornecidos pelo CCS-INPE. Novamente
os FH,ESO, o FHE, FKE, FPR e o FKU sao utilizados para a estimacao dos

estados.

O capitulo 9 contém as conclusoes obtidas bem como as perpectivas de trabalhos

futuros.
O capitulo 10 contém as referéncias bibliograficas utilizadas nessa pesquisa.

Finalmente, alguns anexos sao apresentados para melhorar o entendimento de alguns
conceitos da Filtragem H., e da Filtragem de Particulas, bem como de equacoes

presentes no corpo do texto.






2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Este capitulo tem como finalidade apresentar os principais trabalhos, encontrados
na literatura, dentro do tema discutido. Os estudos sao citados na ordem cronolégica
de publicacao e separados por temas como: Filtragem H,,, Filtragem de Particulas

e estimacao de atitude.

Com relagao a Filtragem H,, e sua extensao para sistemas nao lineares, citamos

alguns trabalhos relevantes para tal pesquisa:

Shaked e Theodor (1992) elaboram um tutorial para a estimacao étima H.,, primei-
ramente apresentam os conceitos da norma infinita para uma funcao de transferéncia
linear e com processo variante no tempo, em seguida apresentam os tutoriais para
uma Estimacao H,, sub-6tima, para a Estimacao H,, de tempo discreto e da Esti-

magao H., Robusta.

Shen (1995) desenvolve um F H, discreto como uma aproximagao da teoria de jogos
linear quadratico, o sinal de entrada ¢ composto por um ruido hostil e uma condigao
inicial de energia finita estatistica conhecida. A aproximacao pode mostrar como a
estimacao do erro pode ser reduzida sob uma condicao de existéncia na solucao que

corresponde a equacao de Ricatti.

Em Shaked e Berman (1995) uma filtragem nao linear H,, de tempo discreto é
realizada, a condicao de existéncia de tal estimador, a formulacao e sua derivagao
sao obtidas utilizando um andlogo de tempo discreto da inequacao de Hamilton-

Jacobi.

Em Shen e Deng (1997) os autores fazem uma aproximagao da teoria dos jogos para
desenvolver um Filtro H., discreto. A aproximacao pode ser vista na estimacao do
erro que pode ser reduzida sob uma condigao existente na solugao que corresponde a
equacao de Ricatti. Um exemplo numérico é mostrado, comparando a performance

do FH., com o convencional FK.

Reif et al. (1999) propéem uma observacao de um sistema continuo nao linear no
tempo. O ganho observado é computado por uma equacao diferencial de Ricatti
similar ao do FKE. Os autores exploram algumas relacoes importantes da teoria de

controle robusta com a Filtragem H .

Em Seo et al. (2005) é apresentado um FH.E Robusto baseado em um método de

aproximagcao linear para um sistema com uma restricao quadratica integrante. Os



resultados desse trabalho mostram como tal filtro tem robustez contra os ruidos de

processo e medidas, bem como contra os parametros de incertezas.

Hu e Yang (2011) fazem um estudo comparativo de performance para o problema
de rastreamento usando, para a estimacao de estados, o FH,,SO e o FKESO. Este
problema apresenta uma dinamica nao linear de tempo discreto e como resultado

apresenta uma aproximacao para a matriz quadratica de erro.

Em Wahab et al. (2012) os autores formulam e implementam a estimagao de estados
de um tipico sistema biolégico e agua residual. E feita uma comparagao entre os
resultados de cinco filtros nao lineares que sao eles: FKE, FH E, Filtro de Estados
Dependentes, FH,, de Estados Dependentes e o FKU. A performance dos cincos

estimadores sao avaliadas e comparadas via simulagao nao linear.

Com relacao ao Filtro de Particulas, citamos o seguintes trabalhos relevantes para

tal pesquisa:

Em Gordon et al. (1993) é proposto um algoritmo para o Filtro Bootstrap (FB) como
uma aproximagcao da estimacao de estados Bayesiano nao linear e nao Gaussiano, a
funcao densidade de probabilidade para o vetor de estados é representado como um

conjunto de amostras randomicas, que sao atualizadas e propagadas nesse algoritmo.

Doucet et al. (2001) é um livro base que apresentada os principios basico do Mé-
todo Sequencial de Monte Carlo, também conhecido com Filtragem de Particulas.
Neste livro, os autores apresentam as diversas ramificacoes do FP além de apresen-
tar: o método de reamostragem e diversos métodos que amenizam o problema de
empobrecimento de amostra das particulas geradas. No capitulo 12, é apresentada a
fundamentagao tedrica do FPR bem como suas vantagens quando comparadas com
o FP padrao. A dltima parte do livro é dedicada a aplicacoes do FP nas diversas

areas clentificas.

Em Ristic et al. (2004) sdo apresentados os fundamentos de um estimador Baye-
siano para sistemas nao lineares e nao Gaussianos. Tal estimador tem como meta
aproximar a funcao densidade de probabilidade do estado baseado em seu vetor de

medidas, que tambem é o principio fundamental do FP.

Em Jiang e Ma (2005), o FP padrao é utililizado para fazer a estimagao de atitude
comparando os resultados com o FKU. A equacao de processo é representada pelas
equacoes cinematicas em quatérnions e a equagao de medidas é representado por

sensores de estrelas. Os resultados obtidos apresentam precisao superior para o FP



padrao quando comparado com o FKU.

Dong et al. (2010) aplicam o algoritmo do FP para rastreio de um alvo usando uma
rede de sensores wireless. Um FP Auxiliar e um FP Gaussiano é discutido para
resolver o problema de degradagao do FP padrao. Uma comparacao da performance
dos trés algoritmos no rastreio do alvo é apresentada mostrando a precisao dos

mesmos para analise de dados em tempo real.

No trabalho de Ruslan et al. (2012) é feita uma estimagao do nivel de dgua para
previnir inundagoes usando o uma variacao do FP chamando de FP com Importan-
cia de Amostra Sequencial utilizado para melhorar o fenomeno de degradagao dos

estados.

Jayamohan e Mathurakani (2013) realizam uma andlise de tolerancia de ruido do
FP marginalizado para o rastreio de um alvo em tempo real, que de acordo como os
autores é um problema desafiador nessa area de pesquisa. A analise dos resultados
mostram que o FP marginalizado aparenta ser mais tolerante aos niveis de ruidos

das medidas.

No artigo de Pardal et al. (2013), os autores propoem determinar a 6rbita de um
satelite artificial usando sinais de constelagoes de GPS com adequada modelagem
de perturbacoes que afetam a érbita através do FP. O desenvolvimento do FP é ba-
seado no algoritmo com Importancia de Amostra Sequencial para estimar o vetor de
estados que caracteriza a orbita do satélite. O vetor de medidas utilizado é composto

de dados reais provenientes dos satélites Topex/Poseidon e Jason.

Com relacao a estimagao de atitude, citamos o seguintes trabalhos relevantes para

tal pesquisa:

Lefferts et al. (1982) fazem um estudo sobre a estimacao da atitude de satélites utili-
zando o Filtro de Kalman. Neste trabalho, a velocidade angular do satélite é obtida
através de dados de giroscopios e o vetor de estado é composto pelos quatérnions de
atitude e pelo bias do giroscépio. Varios caminhos sao desenvolvidos a fim de mostrar
as diferentes maneiras da utilizagao dos quatérnions como, por exemplo, utilizagao

dos incrementos do quatérnion e reducao da dimensao da matriz de covariancia.

Julier e Uhlmann (1997) consideraram em suas simulagoes numéricas o problema no
qual um veiculo entra na atmosfera e em alta velocidade. O corpo é rastreado por
um radar que mede com precisao a posicao e a velocidade. Sao feitas comparacoes

entre o Filtro de Kalman Unscented e o Filtro de Kalman Estendido verificando-se



que o primeiro algoritmo apresenta maior precisao dos resultados de estimacao do

estado e facilidade de implementagcao.

Kraft (2003) utiliza o FKU para simular uma estimacao em tempo real da atitude
de um corpo rigido considerando medidas de aceleracao, velocidade angular e in-
tensidade do campo magnético. Este algoritmo é escolhido devido a relacao de nao
linearidade entre a atitude a ser estimada e as medidas relacionadas a aceleracao e
a intensidade do campo magnético. A orientacao do corpo é representada pelos qua-
ternions pois, além de ser computacionalmente eficaz, evita problemas de singulari-
dades. Os resultados obtidos com dados simulados apresentam um bom desempenho

para o FKU quando comparado com o FKE.

Ma e Jiang (2005) utilizaram em seu trabalho o Filtro de Kalman Sigma-Ponto para
solucionar o problema de calibracao e estimacao da atitude de satélites artificiais,
baseado somente em medidas fornecidas por magnetometros. Para descrever o vetor
de atitude foi usado o parametro de Rodrigues, que evita as singularidades da matriz
de covariancia quando usamos quaternions na determinacao de atitude. O estimador
FK Sigma-Ponto é testado através de simulacoes numéricas de um corpo rigido
totalmente acionado com magnetometros de 3 eixos e comparacoes foram realizadas

considerando resultados obtidos pelo FKE.

Em Crassidis et al. (2007) sao feitas comparagoes entre um estimador chamado de
Unscented Quatérnion Estimator (USQUE) e o FKE por meio de simulagoes de
exemplos realisticos de espaconaves. As simulagoes sao feitas tendo como referéncia
a espaconave TRMM em uma orbita quase circular. Os sensores utilizados para
a obtencao dos dados para determinacao de atitude foram os sensores de Terra
infravermelho, sensor solar digital, magnetometros de 3-eixos e giroscopios. Este novo
Filtro é baseado na parametrizacao do quatérnion de atitude, sendo este representado
pelos parametros de Rodrigues. As simulagoes indicaram que o FKU é mais robusto

que o FKE segundo condicoes iniciais pobres de atitude.

Em Shojaie et al. (2007) sao analisados e comparados os resultados do FKE e do FKU
no processo de localizacao instantanea e mapeamento. Para esta analise, simulagoes
numéricas foram realizadas onde confirmaram o melhor desempenho do Filtro de
Kalman Unscented quando o estado a ser estimado apresenta um modelo altamente

nao linear.

Finalmente, no trabalho de Garcia (2011) ¢ realizado um estudo sobre a estimagao da

atitude de satélites artificiais, com carateristica de tempo real, utilizando o Filtro de
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Kalman Estendido e o Filtro de Kalman Sigma-Ponto. Neste trabalho sao utilizados
dados reais de sensores que estao a bordo dos satélites CBERS-2 e CBERS-2B,

contribuindo de maneira a analisar o comportamento dos filtros com dados ruidosos.
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3 APRESENTACAO DO PROBLEMA

Neste capitulo, sera apresentada inicialmente uma breve fundamentacao tedrica re-
ferente a sistemas de referéncias, e em seguida serd apresentada a representacao de

atitude de satélites artificiais em angulos de Euler.
3.1 Sistemas de referéncia

Um sistema de referéncia é sempre definido por uma origem O; e por um triedro de

versores ortogonais.

A proposta aqui, é definir os sistemas de coordenadas usados para descrever o movi-

mento orbital, trajetérias absolutas e relativas bem como do movimento de atitude.
3.1.1 Sistema de Referéncia Equatorial Terreste

Coordenada usada para descrever o movimento orbital ao redor do centro da Terra

com diregoes fixas e inerciais, representado na Figura 3.1

Equador

Figura 3.1 - Sistema Equatorial Terrestre. Fonte: Adaptado de Fehse (2003)

A Terra é assumida como esférica, isto é, o centro de massa e o centro geométrico

sao coincidentes e por conseguinte, o ponto focal do movimento orbital.

Tal sistema possui:

e Origem O,: centro de massa da Terra.

e Eixo X: aponta na direcao ~ equindcio vernal.

13
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e Eixo Y: no plano equatorial tal que: K=1IxJ

e Eixo Z: normal ao plano equatorial, sentido Norte.

3.1.2 Sistema de Referéncia Orbital

Decreve o movimento no plano orbital, como representado na Figura 3.2.

Inclinagio

Equador

i Ascengdo reta do
: nodo ascendente

Figura 3.2 - Sistema Orbital. Fonte: Adaptado de Fehse (2003)

Este sistema possui:

e Origem O,,: centro de massa da Terra.

e Eixo x,,: no plano orbital, apontado na dire¢ao do nédo ascendente.

e Eixo y,,: no plano orbital tal que: l%op = Eop X jop

e [ixo z,,: normal ao plano orbital.
A mudanca de coordenada do Sistema de Referéncia Equatorial Terrestre para o
Sistema de Referéncia Orbital é dada por uma rotacao de um angulo 2 (ascencao

reta do nédo ascendente) em Z e por uma rotagao e um angulo I (inclinagdo) em

Xop, dessa forma:

Top 1 0 0 cos{) senf) 0 X
Yop | = | 0 cosl senl —senf) cosf) 0 Y (3.1)
Zop 0 —senl cosl 0 0 1 VA
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3.1.3 Sistema de Referéncia Orbital Local

Coordenada usada para decrever o movimento com relacao a posicao do satélite,

como representado na Figura 3.3

Figura 3.3 - Sistema Orbital Local.

A Figura 3.4 a seguir, apresenta o Sistema Orbital Local no plano orbital para uma

orbita eliptica.

Anomalia
verdadeira

Linha dos
nédos

Argumento Perigeu

do perigeuw

~— = Ndédo
ascendente

S/

Figura 3.4 - Sistema Orbital Local vizualizado no plano orbital.
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Este sistema possui:

e Origem O: centro de massa do corpo.

e Eixo x,: aponta na direcao do vetor velocidade orbital.

e Eixo y,: normal a drbita, oposta em sentido ao vetor momento angular

orbital.

e Eixo z,: radial, no sentido Nadir.

A mudanca de coordenada do Sistema de Referéncia Orbital para o Sistema de

Referéncia Orbital Local é dada por uma rota¢ao de um angulo # (angulo medido a

partir do nédo ascendente)! mais 7/2 em z,, e por uma rotagao de um angulo /2

em x dessa forma:

T, 1
Y | =10
2o 0

[ cos(ﬁ—l—z) sen(ﬁ#—%) O-
Top
— sen (ﬁ + ﬁ) Ccos (6 + E) 0 Yop (3.2)
0 0 1| LA

3.1.4 Sistema de Referéncia de Atitude

Usado para decrever todo o movimento de rotagao do corpo ao redor de seu centro

de massa, representado na Figura 3.5. Para estudos de satélites estabilizados em 3

eixos geo-apontado, é pratico definir os eixos em roll(¢), pitch(0) e yaw(1)).

Tal sistema possui:

e Origem O: centro de massa do corpo

e Eixo de ro0ll em x, nominalmente alinhado com x, e define o movimento

em torno da direcao da velocidade orbital.

e Eixo de pitch em y, nominalmente alinhado com y, e define o movimento

em torno da dire¢ao normal a érbita, com sentido oposto ao vetor momento

angular orbital.

IPara érbitas elipticas 8 = w+ f, em que w representa o argumento do perigeu e f a anomalia
verdadeira. Para orbitas circulares § = w*t, em que w* é a velocidade angular orbital do corpo
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e Eixo de yaw em z, nominalmente alinhado com z, e define o movimento

em torno da dire¢ao radial, sentido Nadir.

Yo

Figura 3.5 - Representagao do Sistema de Atitude em verde

3.2 Representacao de Atitude por Angulos de Euler

A atitude de um satélite é definida por um conjunto de parametros que permitem,
de forma univoca, correlacionar, num instante de tempo qualquer, um sistema de
coordenadas fixo ao satélite (que acompanha seu movimento de rotagao e translacao)

a outro sistema inercial, o qual estd usualmente relacionado com a Terra (SILVA,
2012).

Em geral considera-se que este ultimo seja inercial ou quase inercial, que significa
que seu movimento, em relagao ao sistema verdadeiramente inercial, seja desprezivel
quando comparado com o movimento do proprio corpo. Uma forma de se representar
a atitude é por angulos de Euler, que aqui expressard a relacao entre dois sistemas

de coordenadas, um deles fixo no satélite e outro associado a um sistema inercial.

De forma a preservar o sucesso da missao é conveniente que o satélite seja estabi-
lizado em uma atitude especifica. No caso dos satélites CBERS-2 (ver Figura 3.6),
a estabilizagao de atitude é feita em trés eixos nominalmente geo-apontado, e pode

ser descrita em relacao ao sistema orbital.
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Figura 3.6 - Imagem representativa do Satélite CBERS. Fonte: AEB/Divulgagao

A relagao entre o sistema de Referéncia da Atitude (x,y,z) com o Sistema de Re-
feréncia Orbital Local (x,,¥,,2,), possui seus elementos descritos em termos dos
angulos de Euler (¢,0,1). A sequéncia de rotagao adotada neste trabalho foi a 3-
2-1, de acordo com (FUMING; KUGA, 1999), como representada na Figura 3.7, a
seguir.

z, (Terra) 7, (Terra)
”

x
\
.

Xo x Xo x’ X
(Velocidade) (Velocidade)

Figura 3.7 - Representagao da sequéncia de rotacao adotada (¢,0,1)

e 1% rotagao de um angulo ¢ (dngulo yaw) em torno do eixo z,.

e 22 rotagao de um angulo 6 (angulo pitch) em torno do eixo y’.
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e 3? rotagao de um angulo ¢ (angulo r0ll) em torno do eixo x.

Dessa forma, temos a relacao:

x 1 0 0 cos# 0 —send costy  senyy 0 T

y | =10 cos¢ seng 0 1 0 —seny cosy 0 Yo

z 0 —sengp coso senff 0 cos6 0 0 1 Zo
(3.3)

Evoluindo os calculos da Equagao (3.3), temos que a matriz de rotacdo R é dada

por:

cos f cos cos 0 sen) — senf
R = | sengsenfcosty — senihcosd sengsend seny) + cos pcosy  seng cosl

cos ¢ senfl cos ) + sengsenty) cos ¢ senf seny — seng cosy  cos ¢ cos 6
(3.4)

3.2.1 Cinematica de Atitude em Angulos de Euler

Por sua vez, as equagoes cinematicas do satélite com angulos de Euler sao apresen-
tadas em (WERTZ, 1978; FUMING; KUGA, 1999) e de forma mais esclarecedora no

Apéndice A desse trabalho, assim:

) 1 sengptgh cosotgh Wy
O | =10 coso — seng Wy (3.5)
1/} 0 sengsec cos@sect W,

em que, Wy, Wy € w, sao as componentes da velocidade angular do satélite em roll,

pitch e yaw.

Temos que considerar a informagao dada pelos giros (&, @y, w,), com suas devidas

correcoes (bias, desalinhamentos, fator de escala), da seguinte forma:

Wy Wy oS 0
wy | =1 @y | —RS Qe 0 +wo | —1 (3.6)
W W, seng 0
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em que, Q, = 7,27 x 1075rad/s representa a velocidade angular da Terra, como
estamos interessados na equacao cinematica de um satélite artificial, o termo €2,
serd omitido pois s6 tem influéncia em veiculos sobre o solo terreste; ¢ a latitude
do local; wg é a velocidade angular que representa a taxa de transporte das coorde-
nadas de navegacao em relagao a Terra; por fim R é a matriz de atitude dada pela
Equagao (3.4).

Assim, substituindo a Equagao (3.6) na Equacao (3.5) e evoluindo os calculos, en-
contraremos (GARCIA, 2011):

qi) 1 sengptgh cosoptgh Wy 0
O | =10 coso — seng Oy | =R | wo (3.7)
¥ 0 sengsect cososect W, 0

Definindo o vetor de estado composto pelos angulos de Euler (¢, 0,1)) e pelas com-

ponentes dos bias dos giros (e,, &y, €;), temos:

m:[¢ 0 v e, gy 5Z]T (3.8)

Logo, as equagoes diferenciais do estado para a atitude e o bias do giro sao modeladas
através de (GARCIA, 2011):

i é T [ O, + Wy seng tgh + w, cos @ tgh + wy (cos g senty) + send sent) tgd) 1
0 Wy COS @ — W, Sen + wy cos Y
Wy seng + w, cos ¢ + wy send seny
1_” = cos +w
Er 0
Ey 0
= 0
) (3.9)
T
sendow = | wy wg wy We, We, W, ] o ruido do processo.

E importante ressaltar que, neste trabalho, os ruidos sao assumidos gaussianos ape-
nas para o FKE e o FKU. Para o FH,ESO, o FHE e para o FPR essa condi¢ao

nao é necessaria para os ruidos de processo e de medida.
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A Equacao cinematica de atitude também pode ser representada em quatérnions,
que transformaria o modelo de processo em um sistema linear. Porém nesse trabalho,
optou-se por utilizar a Equacgao cinematica de atitude em angulos de Euler, apre-
sentada na Equacao (3.9) para avaliar a robustez dos métodos de estimagao para o

modelo de processo nao linear.
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4 MODELO MATEMATICO DE SENSORES DE ATITUDE

De maneira a apurar a atitude de um satélite artificial se faz necessaria a utilizagao
de alguns sensores de atitude. Nessa secao serao descritos os modelos matematicos
dos sensores de atitude utilizados nessa pesquisa para determinacao da atitude e
bias de giros: Giroscopio, sensor solar digital (DSS) e sensor de Terra infravermelho

(IRES).

Na Figura 4.1, temos representado:

e ASS: Sensor Solar Analdgico.

e DSS: Sensor Solar Digital, com seu respectivo angulo de visada.

e LSS: Sensor de Luz Solar.

Sensor solar digital

Velocidade

Z+ Terra

Figura 4.1 - Representagao dos sensores presentes no CBERS-2. Fonte: (LOPES; KUGA,
2005)
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4.1 Modelo Matematico do Giroscépio

A principal vantagem da utilizacdo dos giros é que eles podem fornecer o desloca-
mento angular e/ou a velocidade angular do satélite diretamente. Seu mecanismo
possui uma roda que gira em alta velocidade que responde a mudancas na orientagao
inercial do seu eixo de rotacao que por sua vez esta alinhado ao eixo de rotacao do

satélite.

Nesse trabalho os giros integradores de velocidade (Rate-Integration Gyros - RIG’s)
sao utilizados para medir a velocidade angular dos eixos de roll, pitch e yaw do
satélite; além disso, os erros de deriva (bias), devido a pequenas imperfeigoes de seu

mecanismo, sao incluidos no vetor de estado a ser estimado.

Dessa forma, o modelo de RIG’s ¢ dado por (WERTZ, 1978):

At
Ae)z - / (UJi + 51') dt7 (Z =Y, Z) (41)
0

em que, AO; sao os deslocamentos angulares medidos no eixo do satélite em um
intervalo de tempo At, w; sao as componentes da velocidade angular no sistema do

satélite e ¢; sao as componentes dos bias do giroscépio.

A medida das componentes da velocidade angular do satélite é representada
como (WERTZ, 1978):

)
Cdt

—&i(t) —mi(t) = gi(t) — &i(t) — ni(t) (4.2)

em que, g;(t) sao as componentes do vetor de saida do giroscépio e 7;(t) representam
o ruido branco Gaussiano do processo, o qual abrange todos os efeitos remanescentes

nao-modelados, em que:

Elni(t)] =0 (4.3)
E [n:(tyni (t + At)] = Qi(1) (4.4)
em que F[.]| é a operacao esperanca, definida como F [x] = Y zp(z) com z uma
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variavel aleatéria e p(x) a probabilidade associada a esta varidvel, @Q); sdo as com-
ponentes da diagonal principal da matriz de covariancia de ruido cinematico e § é o

delta de Kroenecker.

A taxa de deriva do bias nao é em si uma quantidade estatica mas é conduzida por

um segundo processo de ruido branco gaussiano:

em que,
B fwa, ()] = 0 (16)

sendo ()¢, as compenentes da diagonal principal da matriz de covariancia de ruido

dos bias.

Deve-se ressaltar ainda que, ambos os ruidos, 7; e w., sao assumidos nao-

correlacionados, ou seja,

E [mitwl (t+ At)] = E [w.,(tn] (t+ At)] =0 (4.8)

4.2 Modelo de Medida do Sensor de Terra Infravermelho

O Sensor de horizonte é um instrumento 6ptico utilizado para detectar a luz emitida
pela orla da atmosfera da Terra. Sao utilizados sensores infravermelhos para detectar
o calor da atmosfera terrestre, que é muito quente se comparada com o frio do
espago, dessa forma sao chamados de sensores de Terra Infravermelho (Infrared Earth
Sensors - IRES). Os IRES determinam o angulo existente entre a diregao de um eixo

de simetria do satélite e a direcao do centro da Terra.

Ao utilizar o IRES pode-se compensar os erros de deriva presentes no giroscéd-
pio (GARCIA et al., 2011a). Neste trabalho, dois sensores de Terra sao utilizados,

onde um deles mede o angulo roll e o outro mede o angulo pitch.
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As equagoes de medidas para os sensores de Terra Infravermelha sado dadas por (FU-
MING; KUGA, 1999):

¢n=0¢+v
ou (4.9)
0 H = 0 + Vo
em que vy,, € Vg, sao ruidos brancos que representam pequenos efeitos remanescentes
de desalinhamentos durante a instala¢ao e/ou montagem do sensor. Esses ruidos sao

assumidos Gaussianos, dessa forma:

Elvg, ()] =0 (4.10)
B vy (1] = 0 |
E [vgy ()0, (t + At)] = Ry, 4(t) (4.11)
2 [vn, ()0 (¢ + AD)] = Ry, 8(2) |

sendo R, o © RUGH as componentes da diagonal principal da matriz de covariancia

de ruido de medidas.

Além disso, tais ruidos sao assumidos nao correlacionados:

E [vgy, (t)vg, (t + Ab)] = E [vg,, (t)vg, (t + At)] =0 (4.12)

4.3 Modelo de Medidas do Sensor Solar Digital

O Sensor Solar é um mecanismo 6ptico que detecta o sol e define a posi¢ao de um
dos principais eixos de simetria da espaconave em relacao a direcao na qual o sol foi
detectado. O Sensor Solar Digital (Digital Sun Sensors - DSS) do CBERS-2 nao é
capaz de medir o angulo yaw, além do mais, estes sensores nao fornecem medidas
diretas, tém-se medidas de angulo acoplado de pitch (o) e yaw (ay). As equagoes
de medidas para o DSS s@o obtidas da seguinte forma (FUMING; KUGA, 1999):

_ g
— arct y . 413
G = arelg (S; cos 60° + S cos 1500) ey (4.13)

quando |S? cos60° + S¥ cos 150°| > cos60°, e
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*
z

S*
ag = 24° + arctg (S—w) + Vaq, (4.14)
quando ‘240 + arctg (%) ) < 60°, condicoes nas quais o vetor solar esteja no campo
de visada do sensor, em que, S}, Sy e S sdo as componentes do vetor unitdrio

associado ao vetor solar no sistema do satélite, dados por:

S; = SOCL‘ + wSOy - 950,2
S,: = SOZ - ¢SOy - QSOz
sendo Spz, Soy € So. as componentes do vetor solar no Sistema de Referéncia Orbi-

tal (FUMING; KUGA, 1999), enquanto que ¢, 6 e ¢ sdo os angulos de Euler, os quais

representam a atitude estimada.

Além disso, tem-se que v,,, € vq, 520 0 ruido branco e representam pequenos efeitos
remanescentes de desalinhamentos durante a instalagao e/ou montagem do sensor.

Assim como no sensor de Terra, esses erros sao assumidos Gaussianos, dessa forma:

E [va, ()] =0 (4.16)
E [vg,(t)] =0
E [U% (T (1 + At)} = Ry, d(t) (4.17)
E [va, ()L (t + At)] = Ry, 6(t)

g

sendo R, e R,  as componentes da diagonal principal da matriz de covariancia
) ag

de ruido de medidas.

Além disso, tais ruidos sao assumidos nao correlacionados:

E [va, (0L (t+ A)] = E [Uw (bl (t+ At)] —0 (4.18)

Logo as equacao do vetor de medidas y usada nos métodos de estimacao é apresen-

tada como:
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i arct - (SOy - wSO:c + ¢SOZ) ]
&\ (Sow + 1S, — 050.) cos 60° + (So. — ¢S, — 050-) cos 150°
o SOx + wsO - GSOZ
y = 24 +arctg(SOZ_¢SO?y’_esoz) +u
¢
9 -
i (4.19)

T
em que v = [ Va, Vay Upy Uby ] ¢é o ruido de medidas.
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5 METODOS DE ESTIMACAO DE ESTADOS I

Nesse capitulo serao discutidas e apresentadas as técnicas de estimagao de estados
que utilizam o processo expansao em série de Taylor de primeira e/ou segunda ordem
para os sistemas de equacoes nao lineares de processo e de medidas. Esses métodos
de estimacao serao utilizados no problema de estimacao de atitude e bias de giros

de satélites artificiais.
5.1 O Filtro H,, Estendido de Segunda Ordem

A solugao H,, que é apresentada aqui foi originalmente desenvolvido por Ravi Ba-
navar em 1992 (BANAVAR, 1992) e posteriormente discutido em Shen (1995), Shen
e Deng (1997), Simon (2006) e sua forma estendida é apresentada em Hu e Yang
(2011).

Considere um sistema nao linear discreto no tempo:

Trp1 = f(Tr, ur) +wy, (5.1)
Yr = h(zy) + v

em que k ¢ um indice de tempo discreto, .1 € Y, sao os vetores de estado e

medida com dimensao n e m respectivamente, u; é a entrada de controle, w; e v

sao os ruidos de processo e de medida, f(.) e h(.) sdo fungoes vetoriais nao lineares

diferenciaveis com respeito a xy.

Dessa forma, as expansoes em série de Taylor truncadas na segunda ordem das

fungoes f(xx) e h(zy) ao redor de um ponto nominal Z; (estado estimado) sdo:

. 0 .
f@p,up) = f(Zr,ug) + 8_:{;9 A (z), — 2y)
RIS “”k L0, ) (5.2)
+§ ;% (z) — Zx) 8_.7:,%, . () — x)
. Ooh .
h(zy) = h(zy) + Poe (zr — 21
X} i
e A (5.3)
+5 ;% (T — Zp) a7 . (zr — 21

em que f; e h; sdo os i-ésimos elementos de f(zy,ux) e h(zy), respectivamente. O
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T

termos go{ e ' sdo vetores colunas dados por 90{ =0 .. 01 0 .. 0 e
nx1
T
go,h = [ 0 .. 010 ..0 ] onde o numero 1 estd no i-ésimo elemento. O
mx1

termo quadratico nas Eq. (5.2) e (5.3) podem ser escritos como:

1 O, i 0%, i :
(mk — .’L‘k)T a—m]; ) (mk — xk) = tr 8_:3]; ) (mk — .’L‘k) (Zk — mk)T]
klzy _62; Tk (54)
~ tr | —% Pk
ox? |,
L Tk
o OPhy ) [ 2h, ) )
(.’Ek — IEk)T F (IEk — xk) = ir a7 (Il'k .’Ek) ((L‘k — (L‘k)
T 12y Ozj |3
ey (5.5)
~ tr|——| P
i ox? 3, ]

em que tr[.] é a operagao trago e foi assumido que a matriz P pode ser estimada

pela amostra da matriz de covariancia da estimativa de erro.

A meta é estimar a combinacao linear de z; usando a observacao:

em que L, é uma matriz definida com rank completo. Deseja-se estimar x; como
no filtro de Kalman, entao usa-se L, = I. A estimativa de z; é dada por 2z, e a

estimativa do estado inicial xy é dada por .

De acordo com Simon (2006), o critério de desenvolvimento do filtro H, estendido
propoe encontrar 2, que minimiza (25 — 2x) para qualquer wg, vy e xy. Porém, con-
siderando o pior cendrio possivel, ou seja, a natureza como adversaria no processo de

estimagao, ela atua de tal forma que encontre wy,, vy e Ty para maximizar (2 — 2y).

Por essa razao, a natureza poderia maximizar (2 — 2;) simplesmente usando mag-
nitudes infinitas de wy, vy e xy. Isto torna-se sem sentido se a funcao custo nao é
selecionada adequadamente. Uma ideia usada corriqueiramente é por os termos wy,
v e Ty no denominador da func¢do custo como apresentada a seguir (SIMON, 2006;
HU; YANG, 2011):
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=

—1
~ 2
l2x — 2ilg,

o

I = (5.7)

=0
N—

A2 2 2
2o = Bollpr + > (lwliges + Iowl)
k=0

—_

- 2 .
sendo a notagao [|z||p, definida como o quadrado de z) ponderado por Py, ou a

S 2
norma (> de x;, ponderado por Py, isto é, |z|[p, = z] Py

As matrizes de ponderagao Py, Q, Ry e Sy da Equagao (5.7) acima, sdo matrizes
simétricas positivas definidas escolhidas como base no problema especifico. A matriz
P, tem dimensao n x n, Q, tem dimensao n X n, Ry tem dimensao m x m e S}, tem

dimensao n X n.

A direta minimizacao de J; nao é tratavel, por essa razao, é escolhido um coeficiente
de performance v e busca-se uma estratégia de estimagao que satisfaca o limiar. Isto

é, tenta-se encontrar uma estimativa de 2 que resulte em:

1
Jy < = 5.8
1< (58)

Rearranjando as Equagoes (5.7) e (5.8), obtém-se:

N—

1 o2 A2 1 2 2
J = 5 [0 — Zol/p-1 + [sz — Zillg, — 5 <||’wk||Qkfl + ||'Uk||R,:1> <1 (5.9)
k=0

—_

O problema de minimax torna-se:

J*=min max J (5.10)

Zp Wg,VE,Xo

Sabendo que yi = h(zy) + v, tem-se v, =y, — h(xy) €
ol s = llys — bzl - (5.11)
Sabendo que 2z = Lpxy, tem-se 2, = L,x;, e

31



Iz — 2ills, = (21— 2k)" Sk (21 — 2i)
k

<2
= |[lzx — 215,
em que Sy, é definido como:
Sy =L}S.L; (5.13)

O problema de minimax pode ser reescrito como:

J* =min max J (5.14)

Ty, Wk,Yk,Zo

Substituindo as Equagoes (5.11) e (5.12) em (5.9) obtém-se a fungdo custo definida
como (SIMON, 2006; HU; YANG, 2011):

N—

—

1 . . 1
J =~ llzo — Goll51 + [uzk —aull3, — = (ol + v - h(xmn;kl)]
8 0 v
(5.15)
Utilizando a seguinte representacao:
1 2
\If(xo) = —; HIL‘O _mOHP51 (516)
1
S 2 2 2
Ly = |lze — Zllg, — 5 <||wk:||Q,;1 + llyr — h(xk)HR;l) (5.17)
Logo:
N-1
J=U(xo) + > Ly (5.18)
k=0

Para resolver o problema de minimax, deve-se primeiramente encontrar o ponto
estacionario de J com respeito a xj e wy, em seguida, o ponto estacionario de J com
respeito a &y e Yy (SIMON, 2006).
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5.1.1 A solugao do Filtro H,, Estendido de Segunda Ordem

Considere o problema de minimax apresentado na Equagao (5.15), usando a expan-
sdo em série de Taylor como descrita nas Equagdes (5.2) e (5.3) para aproximagao
da funcao linear descrita pela Equacao (5.1). O ponto estaciondrio de J com respeito

a xy e wy é dado por:

Ty = (i'o + Po)\o (519)
Ay =0 (5.21)

Mo =Gy [Frdien + Sk (e — &) + HE R (4 — Hi (mr, — 24))] (5.22)
P, = F,P,G'F +Q; (5.23)

N R 1 & 0% f;
Berr = f (@, ) + Fi (Mk—mk)—i_ﬁ;@{tr lag;fz

P
s, ’“] (5.25)
+F PG [vSk (i — &) + HLR, (9, — Hy (i — 2)) ]

em que, Ay representa o multiplicador de Lagrange para o tempo k,

of
Frp= - 2
£ e . (5.26)
oh
Hy = —— 2
£ By . (5.27)
~ ~ 1 " h 82hz =
e =y —h (@) — 5 2 plitr [ o7 |, P, (5.28)

A Equagao (5.28) é chamada de residuo e tem fundamental importancia para a

convergéncia do filtro.

A prova e o desenvolvimento matemadtico encontram-se em Simon (2006), Hu e Yang
(2011) e no Apéndice B deste trabalho.

Dados os valores de j e wy como apresentados nas Equagoes (5.19) e (5.20), o ponto
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estacionéario de J com respeito a &y e yo é dado por:

—h(:f:)—kli Iy O,
Y = k 2i:190i 02

k(L‘k

P (5.31)

A prova e o desenvolvimento matematico encontram-se em (SIMON, 2006; HU; YANG,
2011) e no Apéndice B deste trabalho.

Dessa forma, a solucao do FH,ESO, apresentada para o espaco de estados repre-
sentado pela Equagao (5.1), é dado como combinagao das Equagoes (5.13), (5.25),
(5.23), (5.30) e (5.31) (SIMON, 2006; HU; YANG, 2011), logo:

Sy =L}S,L, (5.32)
K, =P, [l —v5,P, + H'R;'"H.P,] ' H'R; (5.33)

~ u f 2f1 — ~
Tpy1 = xk,uk Z(p tr 2 P, +FkKkyk (534)

Ty

Py = FyP, [I — 18P, + HR;'"H,.P,] ' FT + Q, (5.35)
Mey1 = (FRFT + €)' F (Goh. — HER;'9,) (5.36)
Py = 0Py, + (1 — 1) PpAAL P (5.37)

sendo, S, uma matriz identidade, uma vez que Lj, e S também sao matrizes iden-
tidades; Ky é o ganho do FH, ESO; z;,1 é o estado estimado; Py, é a matriz de
covariancia; Ag41 é o multiplicador de Lagrange e Py é uma matriz de covariancia
presente nos termos de segunda ordem. Além disso, temos & um escalar positivo
para preservar o termo F FL de se tornar singular, 0 < n < 1 e o valor de v deve
satisfazer a Eq. (5.38) para assegurar que o valor otimizado de Z; renda um minimo

local de J, isto é:

=Sy +HiR,'H), >0 (5.38)

ou seja, P ' — Sy + HTR,'H, deve ser positiva definida.
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5.1.2 A Solugao do Filtro H,, Estendido

A solucao é similar a apresentada na solucao do FH_E sem os termos de segunda
ordem (SILVA et al., 2014).

Portanto, a solucao do FHE é dada por:

Sy = LLS,L, (5.39)

K, =P, [ —v5,P, + H'R;'"H.P,] " H'R;' (5.40)
Ty = [(@r, px) + FrKy (Yr — h (Tx)) (5.41)

Py = FuPy [I =8P, + H'R;'H,P,] ' FI +Q, (5.42)

Novamente, o valor de 7 deve satisfazer a Equacao (5.42) para assegurar que Zj, seja

um minimo local de .J, como mostrado na Equagao (5.38).
5.2 O Filtro de Kalman Estendido

No FKE, os ruidos w; e v, sao assumidos como branco com média zero e nao
correlacionados. Assumido também terem matriz de covariancia conhecida Qk e Rk,
respectivamente (HU; YANG, 2011; SIMON, 2006).

E [wka] = Qk
Eowl] = Ry (5.3
Ewwl] =0

Este método encontra a estimativa Otima &, que minimiza a estimativa do erro
definido como:

Considere um sistema nao linear com modelo do processo continuo e modelo de

medidas discreto:

2(t) = f(z(1) + G(Hw(t)

ui = hize) +vs (5.45)

em que & é o vetor de estado de dimensao n, f(.) é uma funcao vetorial dos elementos
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do estado diferenciavel com respeito a (t), G(t) ¢ uma matriz (n xn) com elementos
continuos no tempo, k£ é um indice de tempo discreto, yi é o vetor de medida com
dimensao m, w(t) e vy sdo os ruidos de processo e de medida, com respectivas
matrizes de covariancia Q(t) e Ry, h(.) é o vetor de fungoes nao lineares diferencidvel

com respeito a xy.

Assim como no Filtro de Kalman padrao, o Filtro de Kalman Estendido é consti-
tuido por duas fases que se repetem sucessivamente: a fase de propagacao do estado
e respectiva matriz de covariancia do erro entre instantes de amostragem e a fase de
atualizagao, na qual as informagoes contidas nas observacoes presentes sao incorpo-

radas a estimativa propagada.
5.2.1 A Solucao do Filtro de Kalman Estendido

De acordo com Simon (2006), a solucao do Filtro de Kalman Estendido para um

sistema como apresentado na Equacao (5.45) é dado por:

Equacao de propagacgao

& = f(@5 10 me) (5.46)
~ ~ + ~
P, =®,,P,_,9_,+Q, (5.47)

em que ®;, ¢ a chamada matriz de transicao' e calculada através de:

&, = F.®,_, (5.48)
com condicao inicial ®,_; =1 e F,= gTJ; -
O termo Q,, = I'vQ,I'T é obtido via
k
Q. = ®,Gt)Q()G(t) @l dt (5.49)

k-1

sendo I'y é a uma matriz (n X n) com elementos discretos no tempo.

Equacao de atualizagao

LA matriz de transicdo para sistemas continuos pode ser escrita como ® = eF2t = I + FAt +
2
% + .... Para pequenos valores de At pode ser aproximada como ® ~ I + FAt
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& =&, + K (yx — h(&)) (5.50)

~ ~_ ~T ~ - —1
K,=P. H, (HkPk H + Rk) (5.51)

P = <I - f{,jIk) P, (5.52)

em que, Z; é o estado estimado, Ki.éo ganho de Kalman, 13; a matriz de covariancia

o Hy= 2| .
Ty,

Depois de um laborioso manuseio algébrico (SIMON, 2006), que pode ser verificado

no Apéndice C e D dessa pesquisa, o ganho de Kalman K, pode ser reescrito como a

Equagao (5.53) e as matrizes de covariancia 13,; e 13,: podem ser relacionadas como

a Equagao (5.54).

- - T o] o~ o~ -1 7. _

K, =P, [I +H, R, 1H,€Pk} HR' (5.53)
~_ ~ o~ ~T~—-1~ ~—7—1 .7 ~
P,,, =F.P, [I +H, R, HkPk} F,+Q, (5.54)

Embora exista essa versao alternativa para o FKE, optou-se pela versao padrao de tal

filtro representada pelas Equagoes (5.46), (5.47), (5.50) - (5.52) na implementagao.
5.3 Comparacgao entre a Filtragem H,, e a Filtragem de Kalman

Comparando o FH,E como o FKE pode-se observar que a estrutura das matrizes
K, e P;., no Filtro H,, Estendido sao similares as matrizes K, e 13,;1 do Filtro
de Kalman Estendido. Se as matrizes de ponderacao Py, Q) e R;. forem as mesmas
que as matrizes ]30, Qk e Rk, entao K e Py tém a mesma estrutura que kk e

13; 41, Tespectivamente, quando v — 0.

Na Filtragem H,, os termos Qy, R e Py sao matrizes escolhidas pela base de uso do
conhecimento a priori da magnitude do ruido do processo wy, ruido de medida v, e
da estimativa do erro inicial (xg — Zp). Na Filtragem de Kalman, wy., vy e (o — o)

tem média zero, Qi, Ry e Py sao suas respectivas covariancias (SIMON, 2006).
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6 METODOS DE ESTIMACAO DE ESTADOS II

Nesse capitulo serao discutidas e apresentadas as técnicas de estimagao de estados
em que nao ocorre o passo de linearizacao no sistemas de equagoes de processo e de
medidas. Os métodos apresentados nesse capitulo sao uma mudanca de paradigmas
quando comparados com os métodos convencionais de estimacgao de estados. Esses
métodos também serao utilizados no problemas de estimagao de atitude e bias de

giros de satélites artificiais.
6.1 O Filtro de Particulas

Em muitos problemas, onde a linearizacao ou a aproximacao Gaussiana de baixa
performance pode ser efetivamente trabalhosa, uma outra aproximacao pode ser
usada, o método sequencial de Monte Carlos, também conhecido como Filtro de

Particulas.

Os conceitos iniciais do Filtro de Particulas surgiram em 1940 como trabalho de Me-
tropolis (METROPOLIS; ULAM, 1949), em seguida Norbert Wiener sugere algo muito
parecido com o Filtro de Particula em seu trabalho (WIENER, 1956). O Filtro de Par-
ticula, que foi inventado para implementagao numérica de um estimador Bayesiano,
¢ uma estatistica de aproximagao por “forca bruta” para estimagao em problemas
que sao de dificil resolugao com o Filtro de Kalman Convencional, ou seja, sistemas

altamente nao lineares.
6.1.1 Estimacao de estados Bayesiano

Suponha um sistema nao linear descrito pela equacao

Tpi1 = fu(Tr, wi)

Y = hk(xk,’vk) (6'1)

em que k é o indice de tempo, x; é o estado, wy é o ruido de processo, y; sao as
medidas e vy é o ruido de medida. As fungdes fi(.) e hx(.) sdo um sistema nao linear
variante no tempo e a equacao de medidas, respectivamente. Os ruidos wy e vg
sao considerados independentes e brancos, com funcao densidade de probabilidade

conhecida.

A meta de um estimador Bayesiano é aproximar a funcao densidade de probabili-

dade de z condicionada pelas medidas y1, ¥o, ..., Y. Esta condicao é denotada por
p(@r | Yy).
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A primeira medida é obtida em k = 1, entdao a condigao inicial do estimador é a

funcao densidade de probabilidade de zy, que pode ser escrito como:

p(xo) = p(xo | Yo) (6.2)

em que Y é definido como um conjunto de medidas.

Devemos encontrar uma forma recursiva para a fungao densidade de probabilidade
condicional de p(zy|Y). Mas antes, definiremos a fun¢ao densidade de probabi-
lidade condicional de z; dadas todas as medidas a-priori do tempo k, ou seja
p(@y | Yi—1) definida como (SIMON, 2006):

Pl | Vi) = / P& | To)p(@hos | Vi) dys (6.3)

A segunda fungao densidade de probabilidade do lado direto da Equagao (6.3) é

disponivel apenas no tempo inicial como apresentado na Equagao (6.2).

Agora, considerando a funcao densidade de probabilidade condicional de zj a-
posteriori como (SIMON, 2006):

Yi| Te)p(@r | Y1)

o
Pl Y ) = e TV

(6.4)

Todas as fungoes densidade de probabilidade da Equagao (6.4) acima estao disponi-
veis. O termo p(yx | zx) é obtido do nosso conhecimento da equagao de medidas h(.) e
da fungao densidade de probabilidade de ruido das medidas vy,. O termo p(zy | Y1)
¢ obtido da Equagao (6.3) e finalmente o termo p(yx | Yx_1) é obtido da seguinte
relagao (SIMON, 2006):

P | Vi) = / P(ye | 2)p(@e | Yoo )day (6.5)

Dessa forma, a funcao densidade de probabilidade condicional de xj a-posteriori é

dada por:
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p(yi | z) /p(zk | T 1)p(Th—1 | Yi—1)dT) o
plxr | Yi) =

(6.6)
/ pye] z)p(er | Ytz

6.1.2 Filtro de Particulas

Para iniciar a estimagao do problema, gera-se randomicamente um dado ntumero N
de vetores de estados para a condicao inicial da fun¢ao densidade de probabilidade
p(xo) (assumida conhecida). Essas componentes dos vetores de estados sao chamados

de particulas e o vetores de estados sdo representados como zg; (i =1,2,..., N):

m&z Np(.’)?()’i) (Z = 1,2,...,N) (67)
A cada passo k = 1,2, ..., propaga-se as particulas para o préximo passo de tempo
usando a equagao da dinamica do processo f(.). Esta etapa é conhecida como amos-

tragem.

xl;,z = f<xk+—1,i7w§c—l) (l = 17 2a s N) (68)
Nesta, cada vetor de ruido wi_, é gerado randomicamente com base na conhecida

funcao densidade de probabilidade de wy_;.

Depois de obter todas as medidas no tempo k, computa-se a probabilidade condi-
cional relativa de cada particula z; ; avaliada através da fungao densidade de pro-
babilidade p(yx | z.;), obtida da equagao de medidas h(.) e da fungao densidade de
probabilidade de ruido das medidas v:

¢ = pYr| k)
g = p(ye=9y")| (xx = 17;))

g = ple=y" —h(z,))
2

L 1 N Sl A0l P (6.9)
q’L (27T>m/2 ’R|1/2 p 2

v (o k() TR - b))
“ anp R 2T 2
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Agora, normalizando a probabilidade relativa obtida pela Equacao (6.9) como:

~ qi

Zj:l qj

que assegura que a soma de todas as probabilidade é igual a 1.

O proximo passo é encontrar um novo conjunto de dados de .'L‘L, que é randomi-
camente gerado com base na probabilidade relativa ¢;. Esta reamostragem ideal é
formalmente justificada em Smith e Gelfand (1992), onde é mostrado que o con-
junto de funcoes densidade de probabilidade da nova particula .'L‘ ; tende a funcao
densidade de probabilidade de p(xy | yx) com um nimero de amostras N préxima

a0 infinito!.

Dessa forma a reamostragem pode ser resumida como:

N
=> G =y, (6.11)
i=1

Deve-se ter em mente que o esforco computacional do Filtro de Particulas é frequen-
temente alto na sua implementacao, porém aparentemente este método parece ser

mais eficiente para sistema altamente nao lineares.

Para facilitar a fixacao dos conceitos, apresenta-se a seguir na Figura 6.1 uma re-

presentacao esquematica do passo a passo do Filtro de Particulas.

Finalizando, o valor esperado E(zy|yx) pode ser aproximado da média da soma

algébrica das particulas, ou seja,

1 N
Bz | yi) ~ Zl (6.12)

I'Mesmo com um niimero extremamente elevado de particulas, deve se ter cuidado, pois isso s6
adiard um problema comum do Filtro de Particula, o empobrecimento de amostra. Além disso o
alto custo computacional costuma desencorajar o niimero excessivo de particulas, busca-se entao
o menor numero N de particulas cujo resultado seja satisfatério.
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Figura 6.1 - Representacao esquematica do Filtro de Particulas

6.2 Empobrecimento de amostra

O empobrecimento de amostra ocorre quando a regiao do espaco de estado na fungao
densidade de probabilidade p(yx | zx) tem valores significativos ndo sobrepostos com
a p(xk | Yr_1). Isto significa que, se toda as nossas particulas a-priori estao distribui-
das de acordo com p(zy | Y1) e entao usando-a, para computar a fun¢ao densidade
de probabilidade p(yy | xx) para reamostrar as particulas, apds o processo apenas

algumas serao redefinidas para tornarem-se as particulas a-posteriori.

Isso ocorre porque apenas algumas das particulas a-priori estao em uma regiao
do espago de estado onde a funcao densidade de probabilidade computada p(yy | zx)
tem valores significativos. Isto significa que o processo de reamostragem ira selecionar
apenas algumas distintas particulas a-prior: para torna-las particulas a-posteriori.

Eventualmente, todas as particulas entrarao em colapso para o mesmo valor 2.

Este problema seré exarcerbado se as medi¢oes nao sao consistentes com o modelo

?Isto é chamado de buraco negro de filtragem de particulas
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do processo (erros de modelagem). Isso pode ser superado através de um método
de forca bruta, simplesmente aumentando o nimero de particulas /N, mas isso pode
levar rapidamente a demandas computacionais consideravelmente e muitas vezes
atrasa o empobrecimento de amostra inevitavel. Outras maneiras mais inteligentes
de lidar com este problema podem ser encontradas em Arulampalam et al. (2002)

and Gordon et al. (1993).
6.2.1 Roughening

Roughening pode ser usado para evitar o empobrecimento de amostra, como mos-
trado em Gordon et al. (1993). Neste método, um ruido aleatério é adicionado a
cada particula apds o processo de reamostragem. Isto é semelhante ao processo de
adicao de ruido artificial para o Filtro de Kalman. Na aproximacao Roughening, as

particulas a-posteriori sao modificados como se segue:

z () =z ,(n) + Az(R) (R

)

Az() ~ (0, Ko, () N1/

1,...,n) (6.13)

em que Az(n) é uma varidvel aleatéria com média zero (geralmente Gaussiano).
K, € um parametro escalar de ajuste que especifica a quantidade de perturbacao
que ¢ adicionado a cada particula, N é o nimero de particulas, n é a dimensao
do espaco de estado e II(7) é um vetor que contém a maxima diferenca entre os
elementos das particulas antes do Roughening. Os n-ésimos elementos do vetor II(7)

sao dados como:

(7)) = max,; [z}, () —a} ()| (2 =1,..,n) (6.14)

em que k é o passo de tempo, 7 e j sao os nimeros de particulas.
6.2.2 Filtro de Particulas Regularizado

Outra maneira de evitar o empobrecimento de amostra é através do uso do Filtro de
Particulas Regularizado (RPF) (DOUCET et al., 2001; RISTIC et al., 2004 ). Esta realiza
reamostragem de uma aproximagao continua da funcao densidade de probabilidade
Pk | Z) ;) ao invés de uma amostra discreta da fungio densidade de probabilidade
usado até agora. Lembre-se do passo de reamostragem na Equagao (6.9) onde foi

usada a probabilidade:
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¢ = (e =9 | (@1 = x,)) (6.15)

para determinar a probabilidade de selecao de uma particula a-priori para ser uma
particula a-posteriori. Em vez disso, usa-se a funcao densidade de probabilidade
p(xk | yx) para realizar a reamostragem. Isto é, a probabilidade de sele¢ao da parti-
cula z; ; ser uma particula a-posteriori ¢ proporcional a fungao densidade de probabi-
lidade p(zy, | Y1) avaliada em z; = z; ;. No FPR, a fungao densidade de probabilidade

é aproximada como:

N
Pkl ye) = ariln(@r — 1) (6.16)
=1

em que, g, sao os pesos utilizados na aproximacao. Posteriormente, serd visto que

estes pesos devem ser iguais a probabilidade ¢; que foram computadas na Equa-
¢ao (6.9). O ganho de Kernel Kj(.) é dado por:

em que, h é a banda passante de Kernel escalar positiva, e n é a dimensao do vetor de
estado. Ky (.) é a densidade de Kernel que é uma funcao densidade de probabilidade

simétrica que satisfaz

/mde(x)dx =0

6.18
[ Il K < o (6.18)

A densidade de Kernel Ky (.) e a banda passante h sdo escolhidas para minimizar
a medida do erro entre a assumida funcao densidade de probabilidade verdadeira

p(x | yr) e a fungao densidade de probabilidade aproximada p(z | yx):

(Kunle). 1} = arg win [ 5z | y0) - plo | )" do (6,19

No caso cléssico de pesos iguais (gx; = 1/N para i =1,..., N) o Kernel otimizado é

dado por
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n—+ 2

0 outros valores
em que V,, é o volume da unidade da hiperesfera n-dimensional. Kg(x) é também
chamado de Epanechnikov Kernel (DOUCET et al., 2001).

Uma unidade da hiperesfera n-dimensional ¢ um volume nas n dimensoes em que
todos os pontos sdo uma unidade a partir da origem (COXETER, 1973). Em uma
dimensao, a hiperesfera unitaria é uma linha com um comprimento de dois e volume
V1 = 2. Em duas dimensoes, a hiperesfera unitaria é um circulo com um raio unitario
e volume V5 = m. Em trés dimensoes, a hiperesfera unitaria é uma esfera com um
raio unitario e volume V3 = 4?”. Nas n dimensoes a hiperesfera unitaria tem volume

dado pela equacao recursiva,

. 271'an2
N n

Va

(6.21)

Se p(z | yx) é Gaussiana com uma matriz de covariancia identidade, entao a banda
passante 6tima é dada como (DOUCET et al., 2001; SILVERMAN, 1986):

h* = [8V, M (n +4)(2y/7)"] N (6.22)

A fim de lidar com o caso de funcoes densidades de probabilidades multimodais?®,
deve-se usar h = % (DOUCET et al., 2001; SILVERMAN, 1986). Essas escolhas para a
densidade de Kernel e da banda passante sao ideais apenas para o caso de pesos iguais
e uma funcao densidade de probabilidade Gaussiana, mas eles ainda sao muitas vezes

utilizados em outras situagoes para obter bons resultados na Filtragem de Particulas.

Em vez de selecionar a particula a-priori para tornar-se a particula a-posteriori
usando a probabilidade da Equacao (6.15), sera selecionada a particula a-posteriori
com base na funcao densidade de probabilidade de aproximacao dada na Equa-
¢ao (6.16). Isso permite mais diversidade quando se realiza uma atualizacao das
particulas a-priori para as particulas a-posteriori. Em geral, deve-se definir o con-
junto de pesos gx; na Equagao (6.16) iguais as probabilidades ¢; mostradas na Equa-
¢ao (6.15).

3Uma funcdo densidade de probabilidade multimodal tem mais de um ponto de méximo local
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Uma vez que este procedimento pressupoe que a verdadeira densidade p(z | y;) tem
uma matriz de covariancia unitaria, pode-se calcular numericamente a covariancia
de z; ; em cada passo de tempo. Suponha que esta covariancia é calculada como S
(uma matriz n X n). Entdo, encontra-se a raiz quadrada da matriz S, denotado como
A, tal que AA" = S (pode-se usar a decomposicao de Cholesky para este cédlculo).

Assim, pode-se computar o Kernel como:

x

Kp(x) = (det A) ™' h " Ky (A ) (6.23)

h

6.2.3 Algoritmo para o Filtro de Particulas Regularizado

a) O modelo de processo e de medidas sao dados pela Equagao (6.1), como se

segue:

Zpy1 = fu(Tr, wy)

(6.24)
Y — hk<mk7vk)

em que wy, e vy sao os ruidos brancos do processo e de medida com fungoes

densidade de probabilidade conhecidas.

b) Assumindo que a funcdo densidade de probabilidade do estado inicial p(z)
¢ conhecida, gera-se randomicamente N particulas iniciais com base na
fungao densidade de probabilidade p(z(). Essas particulas sao denotadas
como :I:(J{Z(z =1,...,N). O parametro N é escolhido pelo usudrio como uma

compensagao entre o esfor¢co computacional e a precisao da estimativa.
c) Para k =1,2,..., faca o seguinte:

— Com o passo de tempo de propagacao, obtenha a particula a priori
z, ,, usando a conhecida equacao do processo e a conhecida funcao

densidade de probabilidade do ruido do processo:

.’I?];ﬂ = f(z—ki_—l,i’w;ﬂ—l) (Z = 17 27 cey N) (625)

em que cada vetor de rufdo w},_; é gerado randomicamente com base

na conhecida funcao densidade e probabilidade de wy,_1.

— Calcule a probabilidade relativa ¢; de cada particula z; ; condicionada

pela medida y,. Isto é feito através da avaliacao da funcao densidade
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de probabilidade p(yx | z, ;) com base na equagio nio linear de medida

e na funcao densidade de probabilidade do ruido de medicao.

— Normalize as probabilidades relativas obtidas no passo anterior como

s€ segue:

G = qi
i T N
Zj:l 4;

Agora a soma de todas as probabilidades é igual a um.

(6.26)

d) Calcule o valor médio Z e a covariancia S das particulas a priori como se

segue

=1 (6.27)

e) Execute uma fatorizacao raiz quadrada de S (por exemplo, uma fatorizacgao

de Cholesky) para calcular a matriz Anm, tal que AAT =S.

f) Calcule o volume da hiperesfera unitéria n-dimensional como V,, = WT"Q
O valor inicial para esse recursao é Vi =2, Vo =21 e V3 = 3.
g) Calcule a banda passante otimizada de kernel h como se segue:
1
b= [V (n+ VAT N (6.28)

a banda passante h pode ser considerada como um parametro de ajuste

fino para Filtragem de Particulas.

h) Aproxime a func¢ao densidade de probabilidade p(xy | yx) como:

em que o Kernel K (z) é dado por

<1
- A
Kn(z) = (det A)"'h_ K (T“’> (6.30)
e o Epanechnikov Kernel K (z) é dado por
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n+2
K(z) = 2V,

(1-llalf)  sellf <1 61

0 outros valores

Note que outros kernels também podem ser usados na fungao densidade de
probabilidade de aproximagao. A Equagao (6.29) deve ser implementada
digitalmente, para que o usuario escolha um certo niimero de valores digi-
tais no qual se avalia a Equagao (6.29).Tal como acontece com o niimero de
particulas N, o nimero de valores digitais é uma solucao de compromisso

entre os recursos computacionais e a precisao da estimativa.

i) Agora que tem-se p(xy | yx) da etapa anterior, gera-se a particula a poste-
riori x; ; selecionando probabilisticamente pontos da fungao densidade de

probabilidade aproximada p(zy | yx).

6.3 O Filtro de Kalman Unscented

O método que calcula as estatisticas de uma variavel aleatéria que passa por uma
transformacao nao linear é denominado Transformacgao Unscented. Essa transforma-
¢ao se baseia no principio de que é mais facil aproximar uma distribuicao de pro-
babilidade do que aproximar uma funcao arbitraria nao-linear (JULIER; UHLMANN,
1997; SIMON, 2006)

6.3.1 A transformacao Unscented

A Figura 6.2 ilustra a diferenca principal entre a linearizacao realizada pelo FKE
e a transformacao unscented, na qual esta transformacao possui um principio sim-
ples: um conjunto de pontos (sigma-pontos) é escolhido de modo que sua média e
covariancia sao representadas por Z e P,,. A funcao nao linear é aplicada a cada
ponto, produzindo uma nuvem de pontos transformados. As estatisticas dos pontos
transformados, agora com média Z e covariancia P, propagado, pode ser calculada

de modo a formar uma estimativa da média e covariancia nao-linear transformada.

Uma transformacao unscented é baseada em dois principios fundamentais. Em pri-
meiro lugar, é facil de realizar uma transformacao nao linear em um tnico ponto,
ao invés de toda uma funcao densidade de probabilidade. Em segundo lugar, nao
¢ muito dificil encontrar um conjunto de pontos individuais no espago cuja funcao
densidade de probabilidade de amostra se aproxima a verdadeira fungao densidade

de probabilidade de um vetor de estado.
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Linearizacio-FKE Transformagio Unscented

sigma-pomios
\ L
@
‘ L

|
f(x) Z=1(z)

L média e covaridncia
i ponderada das amosiras

X + sigma-pontos
‘ transformados
b media TU —X
p aJ)°

xx

X
-

covaridncia TU

Figura 6.2 - Representacao esquematica do Filtro de Kalman Unscented comparada com
o Fitro de Kalman Estendido. Fonte: Adaptado de Wan e Merwe (2000)

Tomando estas duas ideias juntas, suponha que seja conhecida a média x e covari-
ancia P de um vetor de estados z. Entao, deve-se encontrar um conjunto de vetores
deterministicos chamados sigma-pontos cujo média e covariancia sao iguais a x e
P. Aplicando a conhecida fun¢do nao linear y = h(x) para cada vetor determinis-
tico obtém-se vetores transformados. A média do conjunto e covariancia dos vetores
transformadas resultarao em uma boa estimativa da média verdadeira e covariancia

de y. Esta é a chave para a transformacao unscented.

Como exemplo, suponha que x é um vetor n x 1 transformado por uma funcao nao

linear y = h(z). Escolha 2n sigma pontos z como apresentado a seguir:

2 =z 4+ 7@ i=1,...,2n
) T
) — (,/_np)' i=1,....n (6.32)
j(nﬂ):_(‘/np) i=1,...,n

T
em que vVnP é a matriz raiz quadrada de nP tal que <\/ nP) vnP = nP, e
(\/n ) ¢ a 1ésima linha de vnP. Novamente, a rotina de fatorizacao de Cholesky
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pode ser usada para encontrar a raiz da matriz quadrada.

A Equagao (6.32) nao é a unica transformacao unscented que existe, neste trabalho
a transformacao unscented pode ser obtido pela escolha de 2n + 1 sigma pontos z*)

COImMo se segue:

z0 =7
z® =z 470 i=1,...,2n
. T
0 = <\/(n+/<)P>A i=1,...,n (6.33)

‘ T
5:("“):—( (n—i—/ﬁ)P)' i=1,....n

em que k € R, nesse trabalho o valor escolhido foi kK = 3 — n para uma distribuigao
Gaussiana uniforme (WAN; MERWE, 2001). Temos ainda que, \/(n + ) P é a ma-

T
triz raiz quadrada de (n + k) P tal que ( (n+ k) P) (n+k)P=(n+kr)P,e
( (n+ k) P) ~é a iésima linha de \/(n+ k) P

6.3.2 Aproximacao da média e da covariancia

Foi proposto transformar cada sigma-ponto individual de Equacao (6.33) usando a
fungao nao linear h(.), E em seguida, tendo a soma ponderada dos sigma-pontos
transformados para aproximacao a média de y. A transformagao unscented pode ser

calculada como:

y® =h(zD)  i=0,...,2n (6.34)

A aproximacao média de ¥ é denotado como g, e calculada a seguir:

gy =y Wy (6.35)

w) — P
n+kK
. (6.36)
w6 = =1,...,2
2(n+ k) T



Agora, suponha que deseja-se aproximar a covariancia do vetor transformado nao
linear x. Isto é, tem-se um vetor de n elementos £ com média conhecida x e co-
variancia P, além disso, tem-se a conhecida fungao nao linear y = h(z). Deseja-se

estimar a covariancia de y. Serd designada a estimativa da seguinte forma:

Po = WO -5) (0 -5.) (037
6.3.3 Algoritmo para o Filtro de Kalman Unscented

a) Tem-se n estados discretos no tempo de um sistema nao linear dado por:

Ty = fzp, wi, ty)
Y = h(zk, vk, t;)

(6.38)
UV = (07Rk)
b) O Filtro de Kalman Unscented ¢é inicializado como se segue:
zi =F(x
0 = E(20) (6.39)

P} = E (w0 - 37) (w0 — 77"

c) As seguintes equagoes de atualizagao do tempo s@o usadas para propagar a

estimativa do estado e covariancia de uma medida para um tempo préximo.

— Propagar de um passo de tempo (k — 1) para k, deve-se primeiro
escolher os sigma-pontos ar:,(jz1 como especificado na Equagao (6.33),
com as alteragoes apropriadas, desde que o melhor palpite atual para

a média e covariancia de . seja z; |, e P} :

20 =g,
z,gz)l—le—l—.’i(’) . i=1,...,2n
) = ( (n+ k) P} 1>Z i=1,...,n

— Utilize a conhecida equagao do sistema nao linear f(.) para trans-
formar os sigma-pontos .'1:,(5) em vetores, como mostrado na Equa-
gao (6.34), com alteragoes apropriadas desde que a nossa transfor-

magao nao linear seja f(.) ao invés de h(.):
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gV =f@, t) i=0,....2n (6.41)
— Combine o vetor .'i‘,(f) para obter o estado a-prior: estimado no tempo

k. Isto é baseado na Equagao (6.35):

2n
&, =y Wi (6.42)
=0

— Estimar o erro a-priori da covariancia como mostrado na Equa-
¢ao (6.37). No entanto, deve-se adicionar Qy_; ao fim da equagao

para levar o ruido do processo em consideracao:

2n . . ) T
P = w0 (:;:5;) - ﬁ,;) (ﬁ,(;) - ﬁ,;) + Qi (6.43)
=0

d) Agora que as equagoes de atualizacao estao feitas, deve-se implementar as
equacgoes de atualizacao de medidas.
— Escolha os sigma-pontos i,&i), com as alteracoes apropriadas para a

média e covariancia de z; seja £, e P, :

x(o) :xk_:
g =z +z0 i=1,....2n
. T
&0 = ( (n+/i)P,;>' i=1,...,n (6-44)

. T
5:(”+’):—< (n—l—/f)P,;) i=1,...,n

i
Este passo pode ser omitido se desejado. Isto é, em vez de gerar novos
sigma-pontos pode-se reutilizar os sigma-pontos que foram obtidos a
partir do tempo de atualizacao. Isto vai poupar esforgo computacional,

se estamos dispostos a sacrificar o desempenho.

— Utilize a conhecida equagao nao linear de medida h(.) para transfor-

mar os sigma-pontos nos vetores ?),(f) (medidas previstas) como mos-

trado na Equacao (6.34):

’!)S) — h(.’i‘;(:), tr) 1=0,...,2n (6.45)

— Combine o vetor :I)S) para obter a medida prevista no tempo k. Este

¢ baseado na Equagao (6.35):
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2n
=y Wiy (6.46)
=0

— Estime a covariancia da medida prevista, como mostrado na Equa-
¢ao (6.37). No entanto, deve-se adicionar Ry ao final da equagao para

levar em consideracao o ruido de medida:

P, =S WO (3 0.) (3" —9:) +B (647
=0

— Estime a covariancia cruzada entre ,, e g, baseado na Equacao (6.35):

2n , . . T
P, =Y W9 (3"~ ) (41" - ) (6.48)
i=0
— As medidas atualizadas do estado estimado podem ser obtidas usando

as equacoes do Filtro de Kalman Normal * como se segue:

K= P,P;!
& =2, + Ki (Y — ) (6.49)
P; =P, - K,P,KT

6.4 Comparacao entre o Filtro de Particulas e o Filtro de Kalman Uns-

cented

Em termos gerais, para o sistemas nao lineares, a filtragem de Kalman pode ser usada
para a estimativa de estado, mas a filtragem de particulas pode dar resultados me-
lhores ao preco de custo computacional adicional. Em sistema em que o ruido é nao
Gaussiano, a filtragem Kalman é um filtro linear 6timo, mas novamente a filtragem
de particulas pode ter um melhor desempenho. O FKU proporciona um equilibrio
entre o baixo esfor¢co computacional da filtragem Kalmam e o alto desempenho da
filtragem de particulas (SIMON, 2006).

Deve-se acrescentar que hé algumas semelhanca entre os filtros, o FKU transforma
um conjunto de pontos via conhecidas equagoes nao lineares e combina os resultados
para estimar a média e covariancia do estado. No entanto, no FP, os pontos (A
nuvem de particulas) sdo escolhidos aleatoriamente, enquanto que no FKU, os pontos

(a nuvem de sigma-pontos), sao escolhidas com base em um algoritmo especifico.

40 Filtro de Kalman Normal é a derivacao estatistica do Filtro de Kalman
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Devido a isso, o nimero de pontos utilizados no FP geralmente precisa ser muito

maior do que o nimero de pontos no FKU.

De acordo com Simon (2006), existe outra diferenca entre os dois filtros, os erros de
estimativa no FKU geralmente nao convergem para zero facilmente, mas os erros
de estimativa no FP convergem para zero a medida que o nimero de particulas se

aproxima do infinito, por conseguinte, o esfor¢o computacional aumentara.
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7 RESULTADOS OBTIDOS COM DADOS SIMULADOS

O presente capitulo apresenta os resultados obtidos para a estimacao de atitude e
bias de giros. Aqui sao usados os dados simulados fornecido pelo PROPAT para
gerar os dados de medidas, utiliza-se o FH, ESO, o FHE e o FKE, e ¢é realizada
uma comparacao dos resultados obtidos para os trés métodos; depois utiliza-se o
FPR e o FKU, e ¢é realizada uma comparacao dos resultados obtidos para os dois

métodos.

Com a abordagem até aqui proposta, temos que o sistema nao linear a ser estu-
dado se apresenta na forma da Equagao (5.1). Dessa maneira, usando as Equa-
¢oes (3.9), (4.2), (4.9), (4.13) e (4.14) obtém-se:

i é T [ &, + Wy seng tgh + w, cos ¢ tgh + wp (cos ¢ sent) + send seny tgh) ]
0 Wy COS @ — W, Sen + wy cos
. Wy seng + w, cos ¢ + wy send senty
z.b = ( cos 0 ) +w
Er 0
Ey 0
L == ] 0
) (7.1)
- arctg ( — (50, —OzDSogg + $S0:) o) -
(Sox + 1¥Soy — 050.) cos60° + (So, — PSoy — 050) cos 150
yi = 24° + arctg (g(;x - ﬁgﬁi = 353) +
¢
0
) " (7.2)

Lembrando que, o vetor de estado é composto pelos angulos de atitude ¢, 6 e v, e
pelos bias dos giros e,, €, € €., uma vez que os bias estao presentes em w,, w, € W, res-

pectivamente; wy é a velocidade angular que representa a taxa de transporte das co-
T
ordenadas de navegacao em relagao a Terra; w = [ Wy Wy Wy W, W, W,

¢ o ruido do processo; Spz, Soy € So. sao as componentes do vetor solar no Sistema

T
de Referéncia Orbital; vy = | va, Vo, Uy Voy } ¢ o ruido das medidas.
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7.1 Dados Simulados

As simulagoes de 6rbita e atitude foram feitas através do propagador PROPAT (CAR-
RARA, 2015) codificado no software MatLab e apresentadas aqui com uma taxa de
amostragem de 0,5s para 10min de observagao. A Figura 7.1 mostra esquematica-

mente como o software foi usado para gerar as medidas dos sensores e como os filtros

nao lineares foram usados para a estimacao dos estados observados.

_______________________________________ "

Filtro de Kalman Estendido

Filtro H,, Estendido

K, ) a{é) xze)

X

H,, Estendido de Segunda Ordem |——

Filtro de Kalman Unscented

» a}j)

1 1
1 1
| |
1
! !
1 lvk : —b‘
1
1 1
\ Wi Sinal X Sistema de Ve | Filtro
. ’ gerador »  medidas ’ (Ei) j
| |
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1
: Fornecido pelo PROPAT : —+ Fil
L o

Xk
tro de Particulas Regularizado }—b

Figura 7.1 - Mecanismo de geracao e estimacao de estados

As medidas dos sensores DSS, IRES e as medidas dos giroscopios sao apresentadas

na Figura 7.2 e Figura 7.3, respectivamente.
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Figura 7.2 - Representacao gréafica dos dados simulados do DSS e do IRES presentes no
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Figura 7.3 - Representagao grafica dos dados simulados dos giros presentes no CBERS-2

As condigoes iniciais utilizadas foram: xg = [ 0,0 0,0 0,0 576 4,83 2,68 ]T;
a matriz de covariancia inicial Py = diag(0,25;0,25;4,0;1,0;1,0;1,0); a ma-
triz de erro do processo (Equagao cinematica), que pondera o ruido do processo,

o = diag (6,08;5,47;6,08;4 x 1073;4 x 1073;4 x 1073) x 1073 ¢ a matriz de erro
de medida, que pondera o ruido de medida, Ry = diag (0, 36; 0, 36; 0, 0036; 0, 0036);
a matriz de covariancia auxiliar Py = diag (0, 25;0,25;4,0;1,0;1,0;1,0) e os multi-
plicadores de Lagrange iniciais Ao = | 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 T. Para o vetor
T, os trés primeiros elementos estao em grawu e os outros trés elementos estao em
grau/hora, para as matrizes Py, Qo ¢ Py os trés primeros elementos estdao em grau?
e os outros trés elementos estao em grau®/hora?, e finalmente, para a matriz Ry

todos s elementos estao em grau?.
7.1.1 Estimacgao de estados usando o FHESO, o FHE e o FKE

Na Filtragem H,,, os parametros usados foram v = 1/3, n = 0,01, £ = 10,3 e as

matrizes Lj e S; sao ambas matrizes identidades.

A Figura 7.4, apresenta a estimacao dos angulos de atitude e dos bias de giros usando
o FHESO, o FHE e o FKE.
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7.4 - Estados estimados pelos FKE, FH E e FH,ESO utilizando dados simulados,

angulos de roll, pitch e yaw estimados na primeira coluna e bias em x, y e 2
estimados na segunda coluna, respectivamente

E importante ressaltar que o Filtro de Kalman pode se tornar mais robusto aos ruidos

e dinamica nao modelada aumentando artificialmente a matriz de covariancia do

ruido de processo Q). o que resulta em um maior ganho K e uma maior covariancia

13,;1. Na literatura, existem algumas obras como Hu e Yang (2011), Simon (2006)

que afirmam que aumentando a matriz de covariancia do ruido de processo, @, do

Filtro de Kalman Estendido é conceitualmente o mesmo que aumentar o ganho K, e
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a covariancia Py; no Filtro H,, Estendido utilizando o coeficiente de performance

7 alterando o elemento —vS, Py, em K, e Py 1.

Antes de analisar a precisao dos filtros em questao, é importante analisar a sua
convergéncia feita por meio da configuracao dos residuos representada pela Equa-
cao (5.28). A Figura 7.5 apresenta os residuos dos dois Sensores Solares Digitais
(DSS), para os métodos de estimacao FH,,ESO, FH E e FKE.

06 « FE | « FKE

: FHE BE FHE
i ———FHES0 || i Toy B — ——FH_ESO

il
it

Residuo DSS1 [yl
Residuo DSB2 *

L L L L L L L L L L
o 100 200 300 400 a00 600 0 100 200 300 400 500 BO0
Tempa (s) Tempo (s)

Figura 7.5 - Residuos dos dois DSS a bordo do CBERS-2

Para melhor visualizacao dos residuos, na Figura 7.6 a seguir, é mostrado a frequeén-
cia residual para cada um dos filtros em analise, que apresentam caracteristicas de

uma Gaussiana.
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Figura 7.6 - Frequéncia residual dos dois DSS & bordo CBERS-2
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A Tabela 7.1 mostra o valor médio e o desvio padrao dos residuos do DSS para cada

um dos filtros apresentado na Figura (7.6):

Tabela 7.1 - Média e desvio padrao estatistico dos residuos referente aos dois DSS

FKE
—0,0029 + 0, 1637
—6,84 x 10754+ 0,1619

FH.E
—0,0029 + 0, 1648
—2,86 x 107° 4+ 0, 1593

FH.ESO
—0,0029 + 0, 1651
—2,52x 107540, 1585

Res. DSS 1(°)
Res. DSS: (°)

O desvio padrao dos residuos é calculado pela Eq (7.3):

M
k=1

_ K L o
em que § = % > p_; ¥ ¢ M ¢ o nimero total de estimativas.

Diz-se que um filtro esta convergindo quando seu residuo esta perto da média zero
e isso pode ser observado com os resultados apresentados na Tabela 7.1. Os resulta-
dos médios para o Residuo DSS; sao os mesmos para o FKE, FH E e FH, ESO,
mas os resultados médios para o Residuo DSS, apresentam melhores resultados no

FHESO, —2.52 x 107 &£ 0.1585 graus, quando comparado com os dos FKE e
FHE.

A seguir, na Figura 7.7 é apresentado o residuo para os dois Sensores de Terra
Infravermelho (IRES), para os métodos de estimacao FH.ESO, FHE e o FKE.
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Figura 7.7 - Residuos dos dois IRES & bordo do CBERS-2
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A Figura 7.8 apresenta a frequéncia residual dos dois Sensores de Terra Infraverme-

lhos (IRES), para os métodos de estimacao estudados.
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Figura 7.8 - Frequéncia residual dos dois IRES a bordo CBERS-2

Aqui, pode-se ver claramente que, na Filtragem H,,, os residuos convergem mais
rapido do que na Filtragem de Kalman. Resultados observados pelo estreitamento
da Gaussiana no FHE e no FH,ESO, ver Figura 7.8. Este fato ird resultar em

uma maior precisao na estimacao de estado.

A Tabela 7.2 mostra o valor médio e o desvio padrao para o Residuo do IRES para

cada um dos filtros apresentados na Figura (7.8).

Tabela 7.2 - Média e desvio padrao estatistico dos residuos referente aos dois IRES

FKE FH.E FH,ESO
Res. IRES; (°) 5,61 x 107° 40,0252 4,98 x 107" 40,0173 4,76 x 10~° £+ 0,0153
Res. IRES: (°) 3,29 x 107° 40,0240 2,71 x 107° 40,0165 2,70 x 107° 40,0159

Pela Tabela 7.2 todos os filtros estao convergindo e novamente o F H, ESO apresenta
melhores resultados para o Residuo IRES;, 4,76 x 107° £ 0,0153 graus e para o
Residuo IRES,, 2,70 x 107° £ 0,0159 graus, quando comparado com o FKE e o
FHE.

Para analisar a precisao dos filtros estudados, o erro &;, = x;, — 2}, deve ser calculado
que é a diferenca entre o estado verdadeiro e o estado estimado. Na Figura 7.9,

apresenta-se o erro da estimacao de atitude para o FH,ESO, FH E e FKE.
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O erro da estimacao de atitude apresentado na Figura 7.9 esta representado junta-
mente com o desvio padrao dos respectivos angulos de atitude. Observa-se que para
ambos os trEs métodos os resultados estdo dentro da precisao limitada pelo desvio
padrao dos angulos de atitude, em especial para o angulo de yaw na qual o erro é

bem inferior ao desvio padrao.

A Tabela 7.3 apresenta o valor médio e o desvio padrao para a estimacao do erro de

atitude presente na Figura (7.9).

Tabela 7.3 - Média e desvio padrao estatistico da estimagao do erro de atitude

FKE FHE FHESO
Erro em ¢ (°) 0,0010+0,0399 0,0010 40,0457  0,0010 + 0,0472
Erroem 6 (°) 0,0010+0,0390 0,0010 £0,0444 —0,0009 £ 0, 0448
Erro em ¢ (°) 0,0056 +0,0595 0,0056 £+ 0,0658  0,0053 £ 0, 0673

Com uma pequena mudanca, o desvio padrao da estimacao do erro do estado é

calculada pela Equagao (7.4):

o= 1}: iy —2) (7.4)

k=1

~ ~ _ K ,
em que Ty = Ty — Ty, T = % > k1 Zr € M é o ntmero total de estimativas.

Analisando a Tabela 7.3, pode-se observar que, os resultados médios para a estimagao
do erro de atitude sao basicamente os mesmos, com uma pequena melhora no FKE

quando comparado com o FHE e o FH,ESO.

A seguir, na Figura 7.10 é apresentado a estimagao do erro dos bias de giros para o

FH. ESO, FH.E e o FKE.

O erro da estimacao dos bias de giros apresentado na Figura 7.10 nao esta repre-
sentado juntamente com o desvio padrao dos respectivos dos bias de giros, uma vez
uma que esses desvios padroes possuem valores em ordem de grandeza superiores aos
valores dos erros de bias de giros. Dessa forma, para ambos os métodos os resultados

estao dentro da precisao limitada pelo desvios padroes.
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A Tabela 7.4 apresenta os valores médios e o desvio padrao da estimacao do erro

dos bias de giros presentes na Figura (7.10).

Tabela 7.4 - Média e desvio padrao estatistico da estimacao do erro dos bias de giros

FKE FH.E FH..ESO
Erro em &, (°/h) —0,0012 40,0013 —0,0011 40,0014 —9,71 x 107* 40,0011
Erro em ¢, (°/h) —0,0015 + 0,0013 —5,82 x 107* +£0,0013 —4,54 x 107* 40,0012
Erro em e, (°/h) —2,86 x 107* 40,0018 —1,01 x 107* 40,0020 —9,96 x 1075 40,0018

Finalmente, na Tabela 7.4 est4 claro que o F H, ESO apresentam melhores resultados
para a média do erro da estimativa dos bias dos giros. Pode-se ver que o Erro £,
o Erro €, e o Erro €, no FKE ¢ 1,23, 3,30 e 2,87 vezes maior que o resultado no
FH,ESO, respectivamente. Entao, a Filtragem H,, mostra resultados superiores em
precisao em comparagao com o FKE, isto é, a estimacao de atitude e a calibragao

dos giroscopios ¢ muito melhor quando realizada pela Filtragem H.

No entanto, esta maior precisao vem acompanhada de um tempo de processamento

maior, como pode ser verificado na Tabela 7.5.

Tabela 7.5 - Comparacao do tempo de processamento

Método de Estimacdo Tempo médio de CPU

FKE 1,2407s
FH.E 1,6653s
FH..ESO 2,97955

O tempo médio de CPU vai aumentando na proporcao que o FKE é substituido
pelo FHE e pelo FH ESO. Em média, o FH E e o FH,ESO sao 0,42s e 1,73s
mais lento que o FKE, respectivamente. Este resultado é devido ao grande equa-
cionamento e as derivadas de segunda ordem, necessarias a serem processadas no
filtro.

7.1.2 Estimacao de estados usando o FPR e FKU

No processo de estimacgao de estados utilizando o FKU foram utilizados 2n-+1 sigma
pontos, em que n é o numero de estados. J& no processo de estimagao utilizando o
FPR foram usadas N = 500 particulas.

Como comentado anteriormente, no FP padrao a reamostragem ¢ uma amostra
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discreta da fungdo densidade de probabilidade p(yx |z, ;) dado pela Equacio (6.9).
Ja no FPR, utilizado nessa pesquisa, a reamostragem ¢ feita por uma aproximacao
continua da mesma fungao densidade de probabilidade e representada por p(x | Yx),
como mostra a Equagao (6.16) que faz uso da densidade de Kernel que é uma fungao

densidade de probabilidade simétrica e continua.

A Figura 7.11 representa a distribuicao de particula a-priori para o FP padrao e
a distribuicao de particula a-priori para o FPR para um dado tempo t = 120, 5s
escolhido aleatoriamente. Sao apresentadas 24 graficos em 6 linhas e 4 colunas. As
linhas representam os estados estimados, os angulos de atitude ¢, 6 e 1; e os bias
de giros €, €, e €,. As colunas representam os sensores utilizados, dois DSS que
estao nas cores ciano e vermelho; e dois IRES que estao nas cores azul e verde,

respectivamente.

Para o FP padrao as particulas tem uma amostra discreta da fungao densidade de
probabilidade, representado pelas barras em todos os 24 graficos. Observa-se que
para esse problema que a distribuicao de particulas através da funcao densidade de
probabilidade discreta para os dois IRES (terceira e quarta coluna, em azul e verde,
respectivamente) possuem o formato de uma Gaussiana, porém a distribuigdo de
particulas através da funcao densidade de probabilidade discreta para os dois DSS
(primeira e segunda coluna, em ciano e vermelho, respectivamente) nao tem um
formato claro de uma gaussiana, que certamente influencia na boa precisao do FP

padrao.

Ao se utilizar o FPR, a amostra discreta da funcao densidade de probabilidade se
transforma em uma fungao densidade de probabilidade continua pela transformacao
de Kernel, que ¢ representada por Gaussianas multimodais, de cor preta, sob a
qual estao distribuidas as N = 500 particulas. Observe quao diferente é a funcao
densidade de probabilidade do FPR quando comparada com FP padrao, diminuindo
a amplitude e deixando evidente qual a melhor regiao na qual as particulas devem

se distribuir.

Essa forma de reamostragem apresentada pelo FPR, utilizando uma funcao den-
sidade de probabilidade continua, combinada com o Roughening, que adiciona um
ruido aleatério a cada particula apds o processo de reamostragem, resolvem o pro-
blema de empobrecimento de amostra comum para o FP padrao. Essa transformacao

garante melhoras significativas no processo de estimacao.
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Figura 7.11 - Distribuicao de particula a-prior: para o FP padrao e a distribuigao de par-
ticula a-priori para o FPR para um dado tempo ¢t = 120, 5s utilizando dados
simulados. Linhas representam os estados e colunas os sensores.

Dessa forma, é interessante ver como seriam as funcoes densidade de probabilidade
do FPR na qual as particulas se distribuem a longo do tempo de estimacao, isso
para cada um dos quatro sensores utilizados DSSy, DSS,, IRES, e IRES,.

Sob essa mesma premissa, a Figura 7.12 a seguir, apresenta para os estados esti-

mados, a reamostragem da distribuicao de particula a-posteriori para o FPR no
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intervalo de tempo de t = 99s a t = 124s utilizando apenas dados do sensor DS'S;.
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Figura 7.12 - Reamostragem da distribuigao de particula a-posteriori da atitude e bias de
giros estimados utilizando o FPR referente aos dados simulados do DSSy,
para o intervalo de tempo de t = 99s a t = 124s.

A Figura 7.13 a seguir, apresenta para os estados estimados, a reamostragem da
distribuicao de particula a-posterior: para o FPR no intervalo de tempo de ¢ = 249s

a t = 274s utilizando apenas dados do sensor DSS5.
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Figura 7.13 - Reamostragem da distribuicao de particula a-posteriori para a atitude e bias
de giros estimados utilizando o FPR referente aos dados simulados do DS'Ss,
para o intervalo de tempo de t = 249s & t = 274s.

A Figura 7.14 a seguir, apresenta para os estados estimados, a reamostragem da
distribuicao de particula a-posterior: no intervalo de tempo de ¢t = 399s a t = 424s

utilizando apenas dados do sensor I RES].
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Figura 7.14 - Reamostragem da distribuicdo de particula a-posteriori para a atitude e
bias de giros estimados utilizando o FPR referente aos dados simulados do
IRES, para o intervalo de tempo de t = 399s a t = 424s.

A Figura 7.15 a seguir, apresenta para os estados estimados, a reamostragem da
distribuicao de particula a-posterior: no intervalo de tempo de t = 549s a t = 574s

utilizando apenas dados do sensor I RESs.
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Figura 7.15 - Reamostragem da distribuicdo de particula a-posteriori para a atitude e
bias de giros estimados utilizando o FPR referente aos dados simulados do
IRES, para o intervalo de tempo de t = 549s a t = 574s.

Tais fungoes densidade de probalidade representam o quao elegante e robusto é
esse método de estimagao, uma verdadeira mudanca de paradigmas com relagao
as métodos convencionais de estimagao. Cada uma das particulas geradas tém um
peso ou ponderacao sobre o estados estimado no tempo t; sendo a média dessas
particulas o préprio estado estimado. Sendo assim, com essa fungoes densidades de

probabilidades provenientes de cada um dos sensores é possivel estimar os estados
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em questao aglutinando as informagoes dos mesmos. A Figura 7.16, apresenta a

estimacao dos angulos de atitude e dos bias de giros usando o FPR comparado com

o FKU.
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Figura 7.16 - Estados estimados pelo FPR e FKU utilizando dados simulados, angulos de
roll, pitch e yaw estimados na primeira coluna e bias em z, y e z estimados
na segunda coluna, respectivamente.

Verifica-se que na primeira coluna da Figura 7.16 a estimacao para os angulos de roll,
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pitch e yaw estao coerentes com os estados verdadeiros. Porém, na segunda coluna
da Figura 7.16, observa-se que para os bias de giros em x, y e z, respectivamente, o

FPR apresenta valores mais proximos do estado verdadeiro quando comparado com
o FKU.

Antes de analisar a precisao dos filtros em questao, é importante analisar a sua con-
vergéncia feito por meio da configuragao dos residuos representada pela Eq. (5.28).
A Figura 7.17 apresenta os residuos dos dois Sensores Solares Digitais (DSS), para
os métodos de estimacao FPR e FKU.
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Figura 7.17 - Residuos dos dois DSS a bordo do CBERS-2

Na Figura 7.18 a seguir, ¢ mostrada a frequéncia residual para cada um dos filtros

em analise, que apresentam caracteristicas de uma Gaussiana.
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Figura 7.18 - Frequéncia residual dos dois DSS a bordo CBERS-2
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A Tabela 7.6 mostra o valor médio e o desvio padrao dos residuos do DSS para cada

um dos filtros apresentado na Figura 7.6.

Tabela 7.6 - Média e desvio padrao estatistico dos residuos referentes aos dois DSS

FPR FKU
Res. DSS; (°) 0,0481+£0,1918  0,0273 £ 0, 9766
Res. DSS2 (°) 0,0038 +£0,1985 —0,0310 %+ 1,0472

Os resultados médios para o Residuo DSS; e DSS, apresentam um pequena diferenca

porém ambos estao em torno da média zero para o FPR e para FKU.

A seguir, na Figura 7.19 sao apresentados os residuos para os dois Sensores de Terra
Infravermelho (IRES), para os métodos de estimagao FPR e FKU.
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Figura 7.19 - Residuos dos dois IRES a bordo CBERS-2

A Figura 7.20 apresenta a frequéncia residual dos dois Sensores de Terra Infraver-

melhos (IRES), para os métodos de estimagao estudados.
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Figura 7.20 - Frequéncia residual dos dois IRES a bordo CBERS-2

A Tabela 7.7 mostra o valor médio e o desvio padrao para o Residuo do IRES para

cada um dos filtros apresentados na Fig. (7.8).

Tabela 7.7 - Média e desvio padrao estatistico dos residuos referente aos dois IRES

FPR FKU
Res. IRES; (°) 10,0438 +£0,0890  0,0026 % 0, 1065
Res. IRES, (°) 0,0060 40,0918 —0,0334 £+ 0, 1693

Os resultados médios para o Residuo IRES; e IRES,; também apresentam um pe-

quena diferenca porém ambos estao em torno da média zero para o FPR e para
FKU.

Para analisar a precisao dos filtros estudados, novamente o erro &, = x;, — &, deve
ser calculado. Na Figura 7.21, o erro da estimacao de atitude para o FPR e FKU ¢é

apresentado.

O erro da estimagao de atitude apresentado na Figura 7.21 estd representado jun-
tamente com o desvio padrao dos respectivos angulos de atitude. Observa-se que
para ambos os métodos os resultados estao dentro da precisao limitada pelo desvio
padrao dos angulos de atitude. Observa-se também que, no primeiro grafico da pri-
meira coluna, o erro da estimagao em roll para o FPR, desvia um pouco e se torna
positivo. J& no terceiro grafico da primeira coluna o erro de estimacao em yaw para
o FPR, se torna mesmo ruidoso ao longo do tempo, que nao acontece para o erro de

estimacao em yaw para o FKU, terceiro grafico da segunda coluna.
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A Tabela 7.8 mostra o valor médio e o desvio padrao para a estimacao do erro de

atitude na Figura 7.21.

Tabela 7.8 - Média e desvio padrao estatistico da estimagao do erro de atitude

FPR FKU
Erro em ¢ (°) 0,0441 £ 0,0648 0,0015 £ 0, 0493
Erro em 0 (°) 0,0041 40,0686 —0,0085 £ 0,0551

Erro em 1) (°) —5,470 x 107*£0,0572  0,0507 & 0, 3679

Analisando a Tabela 7.8, pode se observar que, os resultados médios para o erro em
roll e pitch sao basicamente os mesmos para ambos os métodos de estimacgao, porém,
o erro em yaw tem resultado na média bem melhor para o FPR do que para o FKU,
tal fato pode ser observado no tltimo gréfico da primeira coluna da Figura 7.21 em

verde, o erro em ¢ vai diminuindo ao longo do tempo.

A seguir, na Figura 7.22 é apresentado o erro da estimativa dos bias dos giros para
o FPR e o FKU.

O erro da estimagao dos bias de giros apresentado na Figura 7.22 nao estd repre-
sentado juntamente com o desvio padrao dos respectivos dos bias de giros, uma vez
uma que esses desvios padroes possuem valores em ordem de grandeza superiores
as valores dos erros de bias de giros. E notério que para o FPR ¢é melhor quando
comparado com o FKU nesse caso. O erro da estimacao dos bias de giros para o FPR
é da ordem de 10~*grau/h enquando que para o FKU apresentam grafico enviesados

para o erro da estimacao dos bias de giros em ambos os eixos.

A Tabela 7.9 mostra os valores médios e o desvio padrao do erro da estimativa dos

bias de giros apresentados na Figura 7.22.

Tabela 7.9 - Média e desvio padrao estatistico da estimagao do erro dos bias de giros

FPR FKU
Erro em g, (°/h) —1,970 x 10~* £ 1,150 x 10~°  0,0717 40,0011
Erro em g, (°/h)  —2,416 x 107* £ 1,303 x 107°  0,7251 4 0, 0545
Erro em e, (°/h) —2,337 x 107* £1,101 x 107°  0,0508 =% 0, 0086
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Finalmente, analisando a Tabela 7.9 estda claro que o FPR apresentam melhores
resultados para a média do erro dos bias de giros quando comparado com o FKU.
Observa-se que o erro em ¢, em €, e em €, no FKU ¢é 363.9, 3001, 2 e 217, 3 vezes
maior que o resultado no FPR, respectivamente. Entao, o FPR mostra resultados
superiores em precisao em comparacao com o FKU, isto é, a estimacao de atitude e

a calibracao giroscépios é bem melhor quando realizada pelo FPR.

No entanto, esta elevada precisao vem com um grande tempo de processamento,
como pode ser verificado na Tabela 7.10 que apresenta o tempo médio de CPU
para o FKU com 2n + 1 = 13 sigma-pontos e para o FPR com diferentes nimero
de particulas, lembrando que os resultados apresentados nessa pesquisa sao para o
FPR com N = 500 particulas.

Tabela 7.10 - Comparacao do tempo de processamento

Método de Estimacao Tempo médio de CPU
FKU para 2n 4+ 1 = 13 sigma-pontos 4,493s
FPR para N = 35 particulas 12,307s
FPR para N = 50 particulas 23,243s
FPR para N = 100 particulas 1minll,478s
FPR para N = 300 particulas 8min51,599s
FPR para N = 500 particulas 23minl4, 569s
FPR para N = 800 particulas 1h01minb1, 543s
FPR para N = 1000 particulas 1h36mind4, 208s

Devido ao grande nimero de particulas a serem processadas no FPR (N = 500 par-
ticulas), seu tempo médio de CPU ¢ cerca de 230, 5 vezes maior quando comparado
com o FKU, ou seja, a grande precisao do FPR vem acompanhada de um grande
tempo de processamento, uma vez que com poucas particulas o FPR nao obtém
bons resultados e com o nimero de particulas acima de N = 500 a nao observou

melhoras significativas em termos de precisao.
7.2 Comentarios sobre os resultados

Afim de realizar uma discussao sobre a estimacao do erro, a Tabela 7.11 apresenta
uma comparacao da estimagao do erro de atitude para todos os métodos utilizados
nessa pesquisa. Observa-se que para o erro em ¢ e # os métodos convencionais FKE,
FH E e FH,ESO apresentam resultados melhores, porém para o erro em ¢ o FPR

se mostram bem mais preciso.
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Tabela 7.11 - Andlise comparativa da média e desvio padrao estatistico da estimagado do
erro de atitude para todos os métodos de estimacao utilizando dados de
medidas simulados

Método Erro em ¢ (°) Erro em 0 (°) Erro em ¢ (°)
FKE 0,0010 £ 0,0399 0,0010 £ 0, 0390 0,0056 £ 0,0595
FHE 0,0010 £0,0457  0,0010 + 0, 0444 0,0056 £ 0,0658

FH.ESO 0,0010+0,0472 —0,0009 + 0, 0448 0,0053 £+ 0,0673
FPR 0,0441 40,0648  0,0041 +0,0686  —5,4 x 107* 40,0572
FKU 0,0015 40,0493 —0,0085 =+ 0, 0551 0,0507 £ 0, 3679

A Tabela 7.12 apresenta uma comparacao da estimagao do erro dos bias de giros
para todos os métodos utilizados nessa pesquisa. Observa-se que para o erro em &,
gy € €, 0os métodos convencionais FH ESO e FPR apresentam resultados melhores

quando comparados com os demais.

Tabela 7.12 - Anélise comparativa da média e desvio padrao estatistico da estimacao do
erro dos bias de giros para todos os métodos de estimacao utilizando dados
de medidas simulados

Método Erro em ¢, (°/h) Erro em g4 (°/h) Erro em ¢, (°/h)
FKE —0,0012 + 0,0013 —0,0015 % 0,0013 —2,86 x 107 £0,0018
FH..E —0,0011 + 0,0014 —5,82 x 107" £0,0013 —1,01 x 107* £ 0,0020
FH.ESO  —9,71 x107*+0,0011 —4,54 x 10744+ 0, 0012 —9,96 x 1075+ 0, 0018
FPR —1,9x107*+1,1x107% —24x107%4+1,3x107° —-2,3x107*+1,1x107°
FKU 0,0717 £+ 0,0011 0,7251 £ 0, 0545 0,0508 =+ 0, 0086

O tempo médio de CPU para todos os métodos de estimacao esta apresentado na
Tabela 7.13 no qual foi medido em um processador Intel® Core™ 2 Duo com
frequéncia entre 1.06 GHz e 3.33 GHz e com 4.00 GB RAM.

Tabela 7.13 - Anélise comparativa do tempo de processamento métodos de estimacgao uti-
lizando dados de medidas simulados

Método de Estimacao Tempo médio de CPU
FKE 1,2407s
FHE 1,6653s
FH.ESO 2,9795s
FKU para 2n + 1 = 13 sigma-pontos 4,493s
FPR para N = 35 particulas 12,307s
FPR para N = 50 particulas 23,243s
FPR para N = 100 particulas 1minll, 478s
FPR para N = 300 particulas 8min51,599s
FPR para N = 500 particulas 23minl4, 569s
FPR para N = 800 particulas 1h01minb1, 543s
FPR para N = 1000 particulas 1h36mind4, 208s
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Observa-se claramente a diferenca do tempo de processamento dos métodos conven-

cionais quando comparado com a filtragem de Particulas.
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8 RESULTADOS OBTIDOS COM DADOS REAIS

O presente capitulo apresenta os resultados obtidos para a estimacao de atitude e
bias de giros. Aqui sao usados os dados reais dos sensores presentes no CBERS-2
fornecido pelo CCS-INPE (Centro de Controle de Satélites - Instituto Nacional de
Pesquisas Espaciais) para realizar a estimagao de atitude e bias de giros utilizando
o FHESO, o FHE e o FKE e posteriormente utilizando o FPR e o FKU.

Com a abordagem até aqui proposta, temos que o sistema nao linear a ser estudado

novamente se apresenta pelas Equacao (7.1) e (7.2) .
8.1 Dados Reais

O Programa CBERS para desenvolvimento de satélites sol-sincronos de observagao
da Terra, com cobertura global de imagem em ciclos de 26 dias, faz parte de um
acordo de cooperacao tecnoldgica entre o Brasil e a China, e encontra-se em de-
senvolvimento desde 6 de julho de 1988 (ORLANDO; KUGA, 2007). Inicialmente o
Programa CBERS previa o desenvolvimento e construcao de dois satélites similares
de observacao da Terra: O CBERS-1 e CBERS-2!, o que efetivamente aconteceu.

O satélite CBERS-2 tem aproximadamente 1.450kg de massa equipado com: um
transponder de coleta de dados para o Sistema de Coleta de Dados Ambientais;
e trés tipos de instrumentos oOticos, a saber, uma camara CCD de alta resolugao,
com resolugao menor que 20m; um scanner infravermelho multi-espectral, que gera
imagens de média resolugao (80 a 160m); e uma imageador de campo largo, projetado

no Brasil, que possui resolucao de 256m.

Para atender os requisitos dessas cargas tteis o satélite possui um sistema de controle
de atitude em 3 eixos, geo-apontado, cujos erros de apontamento e estabilidade nao
devem exceder 0,5° e 0,001°/s (3-sigma), para satisfazer os usudrios das imagens

dessas cameras.

O satélite CBERS-2 foi lancado em 21 de outubro de 2003 pelo lancador chinés
Longa Marcha 4B, e do mesmo modo, o controle ficou dividido entre o XSCC e o
CRC, iniciando com o XSCC-CAST (Xi’an Satellite Control Center - China Aca-
demy of Space Technology). Em 23 de outubro de 2006 o CCS-INPE assumiu o
controle (ORLANDO; KUGA, 2007).

!Mais informacoes sobre detalhes técnicos, montagem, integracdo e lancamento podem
ser encontrados em: http://www.cbers.inpe.br/sobre_satelite/lancamento_cbers2.php ou em
https://en.wikipedia.org/wiki/CBERS-2
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Na Tabela 8.1 a seguir, sao apresentadas algumas caracteristicas dos

CBERS.

Tabela 8.1 - Caracteristicas da orbita dos satélites CBERS

Caracteristicas CBERS-1, 2 e 2B CBERS-3 e 4
Massa total 1.450kg 2100kg(méaximo)
Poténcia gerada 1.100W 1.500W

Dimensoes do corpo
Tipo de 6rbita
Altitude
Inclinacao
Cruzamento no Equador
Periodo
Participacao brasileira
Taxa de vida esperada
Estabilizacao

1,8 x2x2,2m
Polar/ Hélio-Sincrona

T78km
98, 504°

10h30min local

100, 26min
30%
2 anos
3 eixos

1,8 X2 X 2,bm

Polar/ Hélio-Sincrona

T78km

98, 504°
10h30min local

10

0, 26min
50%

3 anos

3 eixos

satélites

As medidas dos sensores do CBERS-2 fornecidas pelo CCS-INPE para validar e

analisar o desempenho de estimadores, sao do dia 21 de abril de 2006, sendo disposto

para o sistema de solo a uma taxa de amostragem de cerca de 8,56s para cerca

de 10min de observacao. No total, temos um conjunto de 54 medidas obtidas das

13h46min25s até as 13h55min27s, as medidas sao espacadas entre si por 10s na

média. Para facilitar a visualizagao, sao representadas graficamente as medidas dos

sensores DSS e IRES na Figura 8.1 e as medidas dos giroscopios na Figura 8.2,

ambas apresentadas a seguir.
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Figura 8.1 - Representacao grafica do dados reais dos sensores DSS e IRES do satélite

CBERS-2
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Figura 8.2 - Representagao grafica dos dados reais dos giroscépios do satélite CBERS-2

O ACS (Attitude Control System) a bordo do satélite, tem pleno acesso as medigoes
do sensor amostrados a uma taxa de 4Hz para os trés giroscépios, para os eixo ,
y e z do Satélite; 1Hz para os dois sensores de Terra Infravermelho, para os angulo
¢ (roll) e 6 (pitch); e 0,25Hz para os dois sensores Solar Digital, para os angulos
acoplados de pitch (ag) e de yaw (). No entanto, devido a limitagao de telemetria,
o sistema de solo pode recuperar telemetrias para os sensores em cerca de 10s de
amostragem, apenas quando o satélite sobrevoa a estacao de rastreamento. Isto
significa que o sistema de solo nao tem o conjunto de medigoes disponiveis para o
ACS a bordo (LOPES; KUGA, 2005).

As condicoOes iniciais utilizadas foram: xg = [ 0,0 0,0 0,0 5,76 4,83 2,68 ]T;
a matriz de covariancia inicial Py = diag(0,25;0,25;4,0;1,0;1,0;1,0); a ma-
triz de erro do processo (Equacdo cinemética), que pondera o ruido do processo,
Qo = diag (6,08;5,47;6,08;4 x 1073;4 x 1073;4 x 107%) x 1073 e a matriz de erro
de medida, que pondera o ruido de medida, Ry = diag (0, 36; 0, 36; 0, 0036; 0, 0036);
a matriz de covariancia auxiliar Py = diag (0, 25;0,25;4,0;1,0;1,0;1,0) e os multi-
plicadores de Lagrange iniciais Ao = | 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 T. Para o vetor
Z(, 0s trés primeiros elementos estao em grau e os outros trés elementos estao em
grau/hora, para as matrizes Py, Qo ¢ Py os trés primeros elementos estao em grau?
e os outros trés elementos estao em grau®/hora?, e finalmente, para a matriz Ry

todos s elementos estao em grau?.

87



8.1.1 Estimacao de estados usando o FH ESO, o FHE e o FKE

Para o FH, ESO, os parametros utilizados foram v =1/3, n = 0,01, £ = 10,3 e as

matrizes Lj e Sy sao ambos matrizes identidades.

Na Figura 8.3, sao apresentados a estimagao dos angulos da atitude e bias de giros
usando o FH,ESO, o FHE e o FKE.
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Figura 8.3 - Estados estimados pelos FKE, FHE e FHESO utilizando dados reais,
angulos de roll, pitch e yaw estimados na primeira coluna e bias em z, y e 2
estimados na segunda coluna, respectivamente.

88



Pela Figura 8.3, observa-se que o comportamento da atitude e dos bias de giros
estimados no periodo analisado, os FH, ESO e FH, FE atingiram a convergéncia

pois os resultados estao de acordo com o FKE usado como referéncia (GARCIA et al.,
2011b).

A seguir, na Figura 8.4, sao apresentados os residuos do FH,ESO, do FHE e do
FKE para os dois Sensores Digital Solar (DSS).
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Figura 8.4 - Residuos dos dois DSS a bordo CBERS-2

Para melhor visualizagao dos residuos, a Figura 8.5 representa a frequéncia residual

pra cada um dos fitros em anadlise.
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Figura 8.5 - Frequéncia residual dos dois DSS a bordo CBERS-2
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Sabe-se que a convergéncia de um Filtro se apresenta nos resultados dos residuos
que devem oscilar em torno do zero, analisando a Figura 8.4 e 8.5 observa-se que os
residuos referentes aos sensores DS.S; e DDS, estao enviesados devidos ao pequenos

numero de dados analisados.

A Tabela 8.2 mostra o valor médio e o desvio padrao do residuo DSS para cada um

dos filtros apresentados na Figura 8.5.

Tabela 8.2 - Média e desvio padrao estatistico dos residuo referentes aos dois DSS

FKE FHE FH.ESO
Res. DSS; (°) —0,1678+£0,3612 —0,1649+0,3588 —0,1664 + 0, 3603
Res. DSS2 (°) 0,1575 £+ 0,0892 0,1552 £ 0,0974 0,1570 £ 0,0931

Os resultados médios para o Residuo DSS; e DDS5 apresentam uma pequena dife-

renca porém, por estarem enviesados, ambos estao com média um pouco deslocada
do zero para o FHESO, o FHE e o FKE.

A seguir, na Figura 8.6, sao apresentados os residuos do FH, ESO e FHE e do
FKE para os dois Sensores de Terra Infravermelho (IRES).
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Figura 8.6 - Residuos dos dois IRES a bordo CBERS-2

Para melhor visualizacao dos residuos, a Figura 8.7 representa a frequéncia residual

para cada um dos filtros em anélise.

90



6 6 6
I FKE R

B4 L4 24
c c c
G @ @
3 3 3
o o =3
o Q o
i 2 w2 i 2

o -0.02 o] 0.02 o -0.02 0 0.02 0 -0.02 0 0.02

Residuo IRES1 ) Residuo IRES1 ) Residuo IRES1 )
5 10 6
I FE lFH_EsO

4 8
o] o o]
] = i)
23 s 6 =
@ @ ©
3 > >
52 g4 g
w [ I 2

1 2

0 I 0 1 0

-0.02 0 0.02 -0.02 0 0.02 -0.02 0 002
Residuo IRES, (*) Residuo IRES, () Residuo IRES, ()

Figura 8.7 - Frequéncia residual dos dois IRES a bordo CBERS-2

Analisando a Figura 8.4 e 8.5 observa-se que os residuos referentes aos sensores
IRES; e IRES; também estao enviesados devidos ao pequenos numero de dados

analisados.

A Tabela 8.3 mostra o valor médio e o desvio padrao do residuo IRES para cada um

dos filtros apresentados na Figura 8.7.

Tabela 8.3 - Média e desvio padrao estatistico dos residuos referentes aos dois IRES

FKE FH.E FH.ESO
Res. IRES; (°)  0,0017 +£0,0058  0,0024 +0,0044  0,0023 + 0,0046
Res. IRES; (°)  —0,0022 +0,0082 —0,0025 40,0055 —0,0024 + 0, 0062

Os resultados médios para o residuo I RES, e IRES; apresentam um mesmo com-
portamento para ambos os métodos de estimacao. O residuo I RES, aparenta estar
enviesado por isso esta deslocado da média zero, ja o residuo I RES; tem compor-

tamento mais estavel para o FH,ESO, o FHE e o FKE.

A seguir, apresenta-se na Tabela 8.4 uma comparacao entre o tempo de processa-

mento do filtros.
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Tabela 8.4 - Comparacao do tempo de processamento

Método de Estimacao Tempo médio de CPU

FKE 0,0603s
FHE 0,0725s
FHESO 0,1148s

O tempo médio de CPU para ambos os métodos de estimacao sao considerados
baixos para o tempo de amostragem, dessa forma, o FH, ESO, o FHE e o FKE

podem ser usados como software embarcados.
8.1.2 Estimacgao de estados usando o FPR e o FKU

Como feito anteriormente, no processo de estimacao de estados utilizando o FKU
foram utilizados 2n+1 sigma pontos, em que n é o numero de estados. Ja no processo

de estimagao utilizando o FPR foram usadas N = 500 particulas.

A Figura 8.8 a seguir representa a distribuicao de particula a-priori para o FP
padrao e a distribuicao de particula a-prior: para o FPR para um dado tempo
t = 13,7982h. Sao apresentadas 24 graficos em 6 linhas e 4 colunas. As linhas
representam os estados estimados, os angulos de atitude ¢, 6 e v; e os bias de giros
€z, €y € €;. As colunas representam os sensores utilizados, dois DSS que estao nas

cores ciano e vermelho; e dois IRES que estao nas cores azul e verde, respectivamente.

Para o FP padrao as particulas tem uma amostra discreta da fungao densidade de
probabilidade, representado pelas barras em todos os 24 graficos. Observa-se que
para esse problema que a distribuicao de particulas através da funcao densidade de
probabilidade discreta para os dois DSS e para dois IRES nao possuem o formato

de uma Gaussiana.

Ao se utilizar o FPR, a amostra discreta da funcao densidade de probabilidade se
transforma em uma funcao densidade de probabilidade continua pela transformagao
de Kernel, que é representada por uma Gaussianas multimodais, de cor preta e com

um menor amplitude, sob a qual estao distribuidas as N = 500 particulas.

Essa forma de reamostragem apresentada pelo FPR, utilizando uma funcao den-
sidade de probabilidade continua, combinada com o Roughening, que adiciona um
ruido aleatorio a cada particula apds o processo de reamostragem, resolvem o pro-
blema de empobrecimento de amostra comum para o FP padrao. Essa transformagao

garante melhoras significativas no processo de estimacao.
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Figura 8.8 - Distribuicao de particula a-priori para o FP padrao e a distribuicao de parti-

cula a-priori para o FPR para um dado tempo t = 13, 7982h utilizando dados

reais. Linhas representam os estados e colunas os sensores.

Dessa forma, é interessante ver como seriam as funcoes densidade de probabilidade

do FPR na qual as particulas se distribuem a longo do tempo de estimacao, isso

para cada um dos quatro sensores utilizados DSSy, DSS,, IRES, e IRES,.

Sob essa mesma premissa, a Figura 8.9 a seguir, apresenta para os estados estimados,

a reamostragem da distribui¢ao de particula a-posteriori para o FPR no intervalo
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de tempo de t = 13, 7982h a t = 13, 8288 utilizando apenas dados do sensor DS.S].

w10’ 10’
i e 5
x10° wio®
: 5 B.- 5

5 5
2 4 E 4
2 2
= =
& ® 4.
e 3 E :
2 2,
- 2 - o
0.
Eil 576
1 . 1 1
5755 -
575 1381
2 5745 ¢
g, (") 13.79 Tempoth)
w10° PRl
5 5
x10° wAn® :
5 8 e [ 2 5
g s, we s,
& £ : £ il By
4. i | .
= & o
E 3 |5 i - =, g
= = — il AN
3 L) . : 18
- = T | \\
- 2 4 s i T &
: A ‘,
-0 488 e .
1 - ¥ \(Q\ - E |
{ : 1382
; 1381
5 138 5
gy (*h) 487 1379 Terpo(h)
w1’ w1’
5 ) 5
3 YRR
%10 x 10
5 5 5
5 5 5
£ i g7 "
2 2
= =
& &l
= =
E 3 2 3
E E
z z
= = 32
= =
- 2 - 2
Do
0.4 20895
1 1 1
2686 e
268
D D

g, () 2675 1379

Figura 8.9 - Reamostragem da distribuicao de particula a-posterior: da atitude e bias de
giros estimados utilizando o FPR referente aos dados reais do DS.S1, para o
intervalo de tempo de t = 13,7982h a t = 13,8288h

A Figura 8.10 a seguir, apresenta para os estados estimados, a reamostragem da
distribuicao de particula a-posteriori para o FPR no intervalo de tempo de t =
13,8288~ a t = 13,8588h utilizando apenas dados do sensor DSSj.
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Figura 8.10 - Reamostragem da distribuigao de particula a-posteriori para a atitude e bias
de giros estimados utilizando o FPR referente aos dados reais do DS'Ss, para
o intervalo de tempo de t = 13,8288h a t = 13, 8588h.

A Figura 8.11 a seguir, apresenta para os estados estimados, a reamostragem da
distribuicao de particula a-posteriori para o FPR no intervalo de tempo de ¢ =

13,8588h a t = 13,8860~ utilizando apenas dados do sensor I RES;.
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Figura 8.11 - Reamostragem da distribuigao de particula a-posteriori para a atitude e bias
de giros estimados utilizando o FPR referente aos dados reais do IRES,
para o intervalo de tempo de t = 13,8588h a t = 13, 8860h.

A Figura 8.12 a seguir, apresenta para os estados estimados, a reamostragem da
distribuicao de particula a-posteriori para o FPR no intervalo de tempo de ¢ =

13,8860h a t = 13,9133h utilizando apenas dados do sensor I RES,.
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Figura 8.12 - Reamostragem da distribuigao de particula a-posteriori para a atitude e bias
de giros estimados utilizando o FPR referente aos dados reais do IRES,,
para o intervalo de tempo de t = 13,8860h & t = 13,9133h.

Com essas funcoes densidades de probabilidade é possivel estimar os estados em
questao. A Figura 8.13, apresenta a estimacao dos angulos de atitude e dos bias de
giros usando o FPR comparado com o FKU do trabalho de Garcia et al. (2011a),
Garcia et al. (2012) .
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Figura 8.13 - Estados estimados pelos FPR e FKU utilizando dados reais, angulos de roll,
pitch e yaw estimados na primeira coluna e bias em z, y e z estimados na
segunda coluna, respectivamente.

Analisando os graficos da Figura 8.13, observa-se diferencgas entre os resultados tanto

para a estimacao de atitude quando para a estimagao dos bias de giros, que para o

FPR apresenta uma estimacao menos ruidosa.

A seguir, na Figura 8.14, sao apresentados os residuos do FPR e do FKU para os

dois Sensores Digital Solar (DSS) que aparentam estar enviesados.
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Figura 8.14 - Residuos dos dois DSS & bordo do CBERS-2

Para melhor visualizacao dos residuos, a Figura 8.15 representa a frequéncia residual

para cada um dos fitros em anélise.
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Figura 8.15 - Frequéncia residual dos dois DSS & bordo do CBERS-2

Analisando a Figura 8.14 e 8.15 observa-se que os residuos referentes aos sensores

DSS; e DSS2 estao enviesados devidos ao pequenos nimero de dados analisados.

A Tabela 8.5 mostra o valor médio e o desvio padrao do residuo DSS para cada um

dos filtros apresentados na Figura 8.15
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Tabela 8.5 - Média e desvio padrao estatistico dos residuos referentes aos dois DSS

FPR FKU
Res. DSS; (°)  —0,0118 +0,2651 —0,1627 + 0, 3550
Res. DSS2 (°)  0,6888 +0,1433 0,1753 £ 0, 0873

A seguir, na Figura 8.16, sao apresentados os residuos do FPR e do FKU para os

dois Sensores de Terra Infravermelho (IRES).
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Figura 8.16 - Residuos dos dois IRES a bordo do CBERS-2

Para melhor visualizacao dos residuos, a Figura 8.17 representa a frequéncia residual

para cada um dos filtros em anélise.

Analisando a Figura 8.16 e 8.17 observa-se que os residuos referentes aos sensores
IRES, e IRES; para o FKU tem um comportamento estavel em torno do zero,
porém o resultado para o FPR estao enviesados devidos ao pequenos nimero de

dados analisados.
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Figura 8.17 - Frequéncia residual dos dois IRES & bordo do CBERS-2

A Tabela 8.6 mostra o valor médio e o desvio padrao do residuo IRES para cada um

dos filtros apresentados na Figura (8.17)

Tabela 8.6 - Média e desvio padrao estatistico dos residuos referente aos dois IRES

FPR FKU
Res. IRES; (°) 0,0599 40,0844  0,0015 40,0057
Res. IRES, (°) 0,0831+0,0631 —0,0022 =+ 0,0081

A seguir, apresenta-se na Tabela 8.7 uma comparagao entre o tempo médio de CPU
para o FKU com 2n + 1 = 13 sigma-pontos e para o FPR com diferentes nimero
de particulas, lembrando que os resultados apresentados nessa pesquisa sao para o

FPR com N = 500 particulas novamente.

Tabela 8.7 - Comparacao do tempo de processamento

Método de Estimacao Tempo médio de CPU
FKU para 2n + 1 = 13 sigma-pontos 0, 288s
FPR para N = 35 particulas 2,318s
FPR para N = 50 particulas 2,490s
FPR para N = 100 particulas 5,879s
FPR para N = 300 particulas 31,074s
FPR para N = 500 particulas 1minl6, 169s
FPR para N = 800 particulas 3Imin08, 959s
FPR para N = 1000 particulas 4min4d5,051s

Como observado anteriormente, devido ao grande nimero de particulas a serem
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processadas no FPR (N = 500 particulas), seu tempo médio de CPU é cerca de 264, 4
vezes maior quando comparado com o FKU, uma vez que com poucas particulas o
FPR nao obtém bons resultados e com o nimero de particulas acima de N = 500

nao se observou melhoras significativas em termos de precisao.
8.2 Comentarios sobre os resultados

Afim de realizar uma discussao sobre os resultados obtidos, o tempo médio de CPU
para todos os métodos de estimacao estd apresentado na Tabela 8.8 na qual foi
medido em um processador Intel® Core™ 2 Duo com frequéncia entre 1.06 GHz e
3.33 GHz e com 4.00 GB RAM.

Tabela 8.8 - Anédlise comparativa do tempo de processamento métodos de estimagao uti-
lizando dados de medidas reais

Método de Estimacao Tempo médio de CPU
FKE 0,0603s
FHE 0,0725s
FHESO 0,1148s
FKU para 2n + 1 = 13 sigma-pontos 0, 288s
FPR para N = 35 particulas 2,318s
FPR para N = 50 particulas 2,490s
FPR para N = 100 particulas 5,879s
FPR para N = 300 particulas 31,074s
FPR para N = 500 particulas 1minl6, 169s
FPR para N = 800 particulas 3min08,959s
FPR para N = 1000 particulas 4maind5,051s

Como foi observado para os dados simulados, é notéria a diferenca do tempo de
processamento dos métodos convencionais quando comparado com a filtragem de
Particulas. Infelizmente, para esse problema, o FPR nao é recomendado para se
utilizar como software embarcado, utiliza-lo para realizar uma analise offline das

medidas dos sensores é o mais recomendavel.
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9 CONCLUSOES
9.1 Sumario

O principal objetivo deste estudo foi estimar a atitude e bias de giros (para pos-
teriormente realizar a calibragdo dos mesmos) do satélite CBERS-2 usando dados
simulados e reais fornecidos pelos sensores que estao a bordo do satélite. Os méto-
dos de estimagao utilizados em um primeiro momento foram o FH, ESO e o FH E
comparado com o FKE, considerado como referéncia (GARCIA et al., 2011b). Em
seguida o FPR foi utilizado e comparado com o FKU, também utilizado como refe-
réncia (GARCIA et al., 2012; GARCIA et al., 2011a).

O uso de dados simulados fornece uma breve perspectiva do funcionamento dos
métodos de estimagao, porém o uso de dados reais a partir de sensores de atitude
a bordo, apresenta dificuldades devido a erro de modelagem, incompatibilidade de
tamanhos, desalinhamentos, erros sistematicos imprevistos e erros de calibragao pds-
lancamento. No entanto, observa-se que a atitude estimada estd em concordancia
com os resultados em trabalhos anteriores (GARCIA et al., 2012; GARCIA et al., 2011a;
GARCIA et al., 2011D).

9.1.1 Observagoes com relagao ao FH,ESO, FH,E e o FKE:

Em relagao a robustez do método de estimacao FH, ESO, observou-se que os re-
sultados sao semelhantes com o FKE referéncia, porém o método F H, ESO fornece

resultados supostamente mais precisos para a calibracao dos giroscopios.

Segundo a teoria, as matrizes de ponderacao Qy, Ri. e ) no FH_ESO sao matrizes
definidas positivas simétricas que podem ser projetadas pelo usuario sem que elas
precisem ser diagonal, mas as matrizes de ponderacao Qk e R;, no FKE sdo obriga-
toriamente definidas como diagonais. No entanto, diferentes matrizes de ponderacao

resultam em diferentes desempenhos (SIMON, 2006).

Faz-se notar que, o FH, ESO pode ser mais robusto aos ruidos nao modelados do
que o FKE quando as matrizes de ponderacao @ e Ry sdo as mesmas matrizes de
covariancia Qk e R, do FKE. O FH. ESO ¢ um filtro de pior caso, no sentido de
que ele assume que os ruidos de processo e medidas, w; e vy, e a condigao inicial
o sao escolhidos pela natureza para maximizar a funcao de custo. Comparando

esses filtros, é possivel inferir que a FH, ESO é simplesmente uma versao robusta
do FKE.
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Assim, conclui-se que o algoritmo de FH,ESO converge, proporcionando uma so-
lugao para a equacao cinemética da atitude além de estimar os bias de giros com

precisao superior em comparacao com o FKE.
9.1.2 Observagoes com relacao ao FPR e FKU:

Em termos gerais, para o sistema nao-linear, a filtragem de Kalman pode ser usada
para estimacao de estado, mas a filtragem de particulas pode dar melhores resulta-
dos, ao preco de esforco computacional adicional. No sistema que tem o ruido nao
Gaussiano, a filtragem de Kalman é filtro linear 6timo, mas novamente a filtragem
de particulas pode ter um melhor desempenho. O FKU proporciona um equilibrio
entre o baixo esforco computacional da filtragem de Kalman e o alto desempenho
da filtragem de particulas (SIMON, 2006).

Deve acrescentar-se que ha alguma semelhanca entre os filtros, o FKU transforma
um conjunto de pontos via conhecidas equagoes nao-lineares e combina os resultados
para estimar a média e covariancia do estado. No entanto, na filtragem de particulas
(e o FPR usado neste trabalho) os pontos (nuvem de particulas) sao escolhidos
randomicamente, enquanto que no FKU os pontos (sigma-pontos), sao escolhidos

deterministicamnte com base em um algoritmo especifico.

Devido a isso, o numero de pontos utilizados na filtragem de particulas geralmente
precisa ser muito maior do que o nimero de sigma-pontos no FKU. Por conseguinte,
este grande ntimero de particulas a serem processadas para a filtragem de particulas

gera um grande esfor¢co computacional.

Finalmente, conclui-se que o algoritmo do FPR também converge e os resultados
estdo em concordancia com os resultados em trabalho anterior (GARCIA et al., 2012),

que usou o FKU para estimar a atitude e bias de giros.
9.2 Trabalhos Futuros

No decorrer deste trabalho, utilizou-se a formulacao das equacoes cinematicas em
angulos de Euler para reforcar o carater nao linear aplicados as métodos de estima-
¢ao. Dessa forma notou-se a necessidade de um tratamento em quatérnions, fazendo
com que as equacoes cinematicas se tornem lineares, que certamente diminuem o

tempo de processamento.

Outra ideia seria estimar a atitude do satélite utilizando os parametros de Rodri-

gues para representar as equacoes cineméticas. Esta abordagem é importante, uma
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vez que a utilizacao direta dos quatérnions durante o processo de estimacao pode
apresentar problemas, com o quatérnion perdendo suas caracteristicas (médulo nao
unitario, matriz de atitude via quatérnions nao ortogonais, etc), e necessitando de
algum tipo de normalizacao. Para evitar este tipo de problema, uma alternativa é
utilizar os Parametros Modificados de Rodrigues, que além de reduzir a dimensao
do estado a ser estimado e da matriz de covariancia, também possui uma relagao

direta com os quatérnions.

Tem-se por prespectiva utilizar outros métodos de estimacgao, como o Filtro de Par-
ticulas Rao-Blackwellized (FPRB) e o inédito Filtro de Particulas H., Estendido.

O Filtro de Particulas Rao-Blackwellized (FPRB) é um método recente de estimagao
apresentado em Casella e Robert (1996) e em Mustiere et al. (2006). O conceito
basico do FPRB separa o modelo do processo em uma parte linear e em outra nao
linear, em seguida, empregar-se um Filtro de Kalman no conjunto de particulas para
o modelo linear condicional, resolvendo o problema de empobrecimento de amostra

e diminuindo o tempo de processamento.

Ja o Filtro de Particulas H,, Estendido é uma técnica inédita a ser desenvolvida,
sabendo que o Filtro H,, Estendido (FPH,E) é uma versao robusta do FKE, pois
adiciona tolerancias aos ruidos e a dindmica nao modelada (STIMON, 2006), a ideia de
se utilizar esse novo método FPHE é resolver o problema de empobrecimento de
amostra e utilizar os conceitos do FH,E como apresentado em Shen e Deng (1997)
e em Hu e Yang (2011), onde se deseja minimizar o erro de estimagdo ao mesmo

tempo que se maximiza a influéncia dos ruidos de processo e de medidas.

Outra ideia é utilizar os dados do CBERS-4, recentemente langado, que possui dados
de giroscopios, de sensores digitais solares, de sensores de horizonte e de sensores de
estrela. Pode-se utilizar os varios métodos de estimacao apresentados nesse trabalhos
e verificar se existe uma forma alternativa de método de estimacao para se utilizar

no software embarcado.
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APENDICE A - EQUACAO CINEMATICA EM ANGULOS DE EULER

Apresenta-se a seguir, a equacao cinematica em angulos de Euler para a sequéncia

de rotacao 321 como representado na Figura A.1.

z, (Terra)

Xo
(Velocidade) (Velocidade)

Xo x

Figura A.1 - Representacao da sequéncia de rotacao adotada (¢,0,)

No sistema de referéncia de atitude, temos que a velocidade angular do satélite ao

redor de seu proprio eixo é dado por:

W =Wy +w,J + w.k (A1)

Observando a Figura A.1, podemos representar a velocidade angular do satélite ao

redor de seu proprio eixo utilizando a sequéncia de rotacao 321, sendo:

e 12 rotagao de um angulo ¢ (angulo yaw) em torno do eixo z,.
e 22 rotagao de um angulo 6 (angulo pitch) em torno do eixo y’.

e 3% rotagao de um angulo ¢ (angulo r0ll) em torno do eixo x.

Dessa forma, tem-se que:

w =k, + 05 + ¢t (A.2)
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O desafio é encontrar os versores k, e j’ no sistema de referéncia de atitude, para se
resolver esse problema teve-se ter conhecimento da matriz mudanca de base entre
o sistema orbital local e o sistema de atitude para a sequéncia de rotacao 321,

representado por:

] =Rl (439

em que R esta apresentado na Equacao (3.4).

Para encontrar o versor k, no sistema de atitude, tem-se que:

Evoluindo os calculos, obtém-se que o versor k, no sistema de atitude é dado por:

— send

~

k,= | sen¢cosb (A.6)

cos ¢ cos 6

Para encontrar o versor 3’ no sistema de atitude, basta considera a matriz mudanca

de base anterior porém com 1) = 0, dessa forma tem-se que:

], R (A7)
0

7], R (A8
0

Evoluindo os calculos, obtém-se que o versor j’ no sistema de atitude ¢ dado por:
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0
= cos ¢ (A.9)

—seng

Dessa forma, substituindo as Equagdes (A.6), (A.9) na Equacao (A.2), obtém-se:

— senf 0 1
w=1 | senpcosd | +0| cos¢ | +o| 0 (A.10)
cos ¢ cos 0 — seng 0

uma vez que, o versor ¢ ¢ um versor do sistema de atitude.

Dessa forma,

Wy —tpsend + ¢
wy | = Y seng cos 6 + 6 cos ¢ (A.11)
W, ¥ cos ¢ cos B — B seng
Wy 1 0 — senf b
wy | = 0 cos¢ sengcosh 0 (A.12)
W, 0 —sen¢g cos@cosf ¥
Logo,
: -1
10) 1 0 — senf Wy
0 | =|0 cos¢ sengcosh wy (A.13)
1/} 0 —sen¢ cos¢ocosf W,
Considerando,
1 0 — senf)
T=|0 cos¢ sengpcosf (A.14)

0 —sen¢ cos¢ocosb

A inversa de T pode ser calculada analiticamente pela expressao:
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g1 (eof(X)"

Realizando os calculos, obtém-se:
det(T) = cos b (A.16)
e
(—=1)"*(cos 0) (—=1)12(0) (—=1)13(0)
cof(T) = | (=1)*"(—sengsend) (—1)*"%(cos¢cosf) (—1)>T3(—seno)
(=13t (senfcosp) (—1)*"2(sengcosf) (—1)3T3(cos @)
(A.17)
cos 0 0
cof(T) = | sengsend cos¢pcosf seng (A.18)
senfl cos ¢ —sengcost cos @
Logo,
cosf) sengsenfl  cos¢send
cof (T)" = 0 cos¢gcos —sengcost (A.19)

0 seng cos ¢

Dessa forma, substituindo as Equagoes (A.16) e (A.19) na Equagao (A.15), obtém-se

que:

cos sengsenfl  cos¢send
0 cos¢gcosf —sengcosd (A.20)
0 seng cos ¢

Finalmente, sbstituindo a Equacgao (A.20) na Equagao (A.13), tém-se a equagao

cinemética do problema,
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1 sengptgh cosotgh Wy
0 cos¢ — seng Wy (A.21)

0 sengsec cos@psect W,
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APENDICE B - RESOLUCAO DO PROBLEMA DE MINIMAX PARA
A FUNCAO J

Aqui é apresentado o desenvolvimento matemaéatico necessario para encontrar a so-
lucao do Filtro H,, Estendido.

B.1 Ponto estacionario de J com respeito a x, e wy

O problema nessa se¢ao é maximizar J = W(zy) + ij:_ol Ly (sujeito ao vinculo
Zpr1 = f(xk,up) + wy) com respeito a &y e wi. A Hamiltoniana do problema é

definida como:

2\
Hi = Ly + ,’;H (f(@p, up) +wy, — Thp) (B.1)

em que ”‘T’“ ¢ o multiplo de Lagrange variante no tempo que deve ser computado.
De acordo com Simon (2006), a condi¢ao necessaria para o valor méximo de J com

respeito a xy e wy é resolvido a partir das quatro equagoes a seguir:

22 0w
0 (o)

_ B.2
5 Frmi (B.2)
T
2 _ (B.3)
f)/
oM
AN oM,

Os resultados das Equagoes (B.2), (B.3), (B.4) e (B.5) s@o apresentadas a seguir.

Da Equagao (B.2) pode-se obter

220 2

N _ZPit(mo—%) = O

b (@o — Zo)
Po/\o—.’Bo—Fio =0

Xy = 5%0+POA0

(B.6)

Da Equagao (B.3) pode-se obter
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Da Equacao (B.4) pode-se obter

2 2
Q. 'wi+ X1 = 0
Y v

w, = Qlc)\kJrl

Da Equagao (B.5) pode-se obter

2A]C o = ~ 2 8h(mk) r _ 2 8f(xk,uk)
a = (Pet) st a0+ () R - hio)

Substituindo a Equacao (B.8) na Equagao (5.1) que representa a dindmica do pro-

cesso, obtém-se:

T = f(@p, up) + QrAin (B.10)

Em seguinda, substituindo as Equagoes (5.2) e (5.3) na Equagao (B.9), tem-se:

2h 1 _ B.11
d%h; P'“D (B.11)

1 m
—H (z, —2) — = E I
=1
. Como a matriz P}, é o valor esperado de dados
Ty
do passado, pode-se negligenciar a influéncia do valor de x;, por essa razao Bank e
oh

. sao aproximadamente F', e Hy,.

oh
8zk

emqueFk:%A eH;, =
Ty,

Como zy = &y + PyAo da Equagao (B.6), é assumido:

T, = Ui + Pk)\k: (B.12)
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para todo k, em que pp e P, sao fungoes a serem determinadas através de Py
e da condicao inicial gy = Zy. Dessa forma, x; na Equacao (B.12), é uma fungao
dependente de Ay. Substituindo as Equagoes (5.2), (5.3) e (B.12) na Equagao (B.10),

tem-se:

Piei1 + Proideyn = f(@k,ur) + Fr (k + PeXe — 2p)

+= Zgoftrl 21

T 1,

5. (B.13)

+ QkAlc—i—l

Seguindo em frente, substituindo a Equacao (B.12) na Equagao (B.11), encontra-se:

Ak = FT)\k_|_1 4+ ’ng([l,k + PkAk — .’f?k) -+ HZR;I (yk — h(.’i‘k)

2h;| - B.14
im0 Sete (B ) O

Que pode ser rearranjada da seguinte forma:

M — ¥SePid + HIR'H Py = FiXe +9Sk(ur — 21
+H R, " (y, — h(Zy) — Hy, (pe — 2

1 d*h;
_§nggt’r’ [ ) P )
i=1 k 1z
(B.15)
Logo a solugao para A, é dada por:
M = [I—~8,P,+HIR;'H P [Ffhins
+73k(ﬂk — fk) HTR;ZI (yr — h(@r) — Hy, (o — ) (B.16)

Py,

——= Z gphtr

)

Substituindo a Equagao (B.16) na Equagao (B.13) obtém-se:

Zy,
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Pii1 + Pryideyr = f(@,ur) + Fr (e — i)
R
+§;tpi tr &Bi . P, +Qk/\k+1
+FP[I —v8,P, + HIR,'H,P,] ' [FTAyy  (B.17)
+y Sy — &) + Hy Ry (yr, — h(zy)

0?h;

NN 5
_Hk([tk—xk)—§zg0?t7’[ax2 Pk
i=1 k

Zy,

Rearranjando-a encontra-se:

m _82]% ~ (B].g)
+H{ R, | yi — h(@x) — Hy (/tk—fﬂk)——Zgo?tr Py =

[—Pk+1 + FPy [I—~8,P, + HIR;'H,P,| ' FT + Qk} Aeit

A Equagao (B.18) é satisfeita para qualquer A, se ambos os lados sdo zero. Dessa

forma, trabalhando com o lado esquerdo da Equagao (B.18), obtém-se:

. . 1 & *fi| =
Miy1 = f(xkyuk>+Fk(ﬂk_xk)+§;¢{tr o2 abkpk
+F.P [I —v8,P,+H R, '"H\Py] ~ [vSk(pr, — &)

X . 1 & 0?h;
+H{ R (yk = (@) — Hye (e = 21) = 5 > htr [ B
i=1 k

2y,
Trabalhando com o lado direito da Equagao (B.18), encontra-se:

Piy1 = FPy[I—~5,P,+HIR,'H,P,]” FL +Q,

N B.20
= F,P.F{ +Qy (8.20)
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em que Py ¢ definida por:

P, = P.[I—~5.P,+HIR'H,P,]" (B21)
— [P;' —~8:+ HIR,'H,] ™ '
Em resumo, com os resultados acima, os valores de £y e w; que promovem um ponto

estacionario do J pode ser sumarizado como se segue:

Ty = ﬁo + P()AO (B22)
Wg = Qk/\k+1 (B23)
Av =0 (B.24)

M = [ =8Py +HIR;'HP] ' [FTAiy
+vS k(. — Zx) + HL R, (y, — h(&x) — Hy, (e — Zi:)

Lo 2 (B.25)
—= it P
2 ;% " ox? s F )]
Py = FyP.[I—~5,P.+HIR;'H.P,]” F +Q, (B.26)
Mo = Zo (B.27)
. ) 1 & 2fil -
ot = f@w) + Fr (e = 21) + 5 Z:; ol tr axé . P,

+F.P [I —v8,P,+H R, '"H\Py] ~ [vSk(pr, — )

. . 1 & 0%h;
+H R, (yk — h(zy) — Hy (pr, — Tx) — B Z prtr [ By
i=1 k

Ty

(B28)

As Equagoes (B.22) - (B.28) mostram que é correto afirma que z; é um funcao

dependente de Ay.
B.2 Ponto estacionario de J com respeito a z; e y;

. D N-1
O problema dessa segao é encontrar um ponto estacionario de J = W(xg)+ >, Ly
com respeito a &y e Yy (sujeito ao vinculo xxy1 = f(Zk, ur) + wy). o resultado deve
ser tal que y e w; tém que ser um conjunto de dados que maximize os resultados

descritos na secao anterior.

Sabendo que xj = pp + PrAg e o = &y, tem-se:
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A =Pz — pi)

" (B.29)
Ao =Py (zo — po)
Uma vez que,
PMollz, = ATPoXo
= (zo —%0)"(Py")"PoPy () — 20) (B.30)

= (zo — Z0)" Py (xo — Zo)

~ 12
= on—f”o”po—l

Dessa forma, a fungao custo J representada pela Equagao (5.15) pode ser escrita

COINo:
1 N-1 1
. 2 2
J — - ol + Z {ka —ka%k 5 (HwkHQ;1 + llyr — h(zk)Hqu)]
k=0

(B.31)

Evoluindo os célculos, utilizando os valor de z; pela Equagao (B.12) e o termo

wlQ, 'wy é obtido a partir da Equagdo (B.23):

wiQ 'wr = AN 1Q1Q, ' Qrhi

(B.32)
= AN @iArs

A funcao custo é apresentada como:
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N—-1
1 ) 1
7= =l X [l Pade =l — 2 (e bl + P )|
k=0
N-1
1
=3 [l
k=0
1 ) N-1 )
= == Pollp, + D [l + Prdi — 4[5,
7 k=0
—= — (&) — Hy( +P,\—53)—1i v | 25| p
Yi k k\Lk kA k 9 < 2 8:1:2A k i
=1 Ty Rkl
-1
1 2
P> el ]
(B.33)
Sabendo que Ay = 0, pode-se escrever que:
N N-1
D AP =) AP =0 (B.34)
k=0 k=0

A razdo para essa equagao estar correta vem exatamente da Equacao (B.24) onde
sabe-se que Ay = 0. Por essa razao, o tltimo termo do primeiro somatério é igual
a zero, o que faz com que os dois somatoérios sejam iguais. Dessa forma, pode-se

escrevé-la como:

N N-1
0 = ATPoXo+ Y A Pd— > A[Pp)

]Ii/':—ll k=0 N-—1
= AP+ Y A1 Prades — Y APy
X h=0 N k=0 (B.35)
- —7\5130,\O - ;; (AL Prsidier — ALPRAL)
1 2 1N T
= 5 [Xollp, — 5 kZO (Afi1Prsidess — ALPAy)

Substituindo a Equagao (B.35) na Equagao (B.33), obtém-se:
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N—-1 1
J = {Hﬂk + P — 3, — 5 Xer1llf,

1
2 (aPriades = ALPIA)
1 )
:Y(Hyk h(zy) — Hy(pr + PpAy, — Ty)
1 & 0%h;| -
-3 Z pitr [ 2| P (B.36)
=1 T R;l

N-1

= Z (e — 26) Skl — &k) + 2(pe — 2x) " SkPry

k=0
_ 1 1
+/\ZPkSk;PkAk + ;AZ_,'_I(Pk_i_l — Qk)Ak—l—l — ;AZPkAk
1 2 1
- ;YZ R 'Y, + ;YZR;lHkPkAk - ;,\;;C Pk,HZR,;lHkPk/\k]

em que:

~ ~ ]_ T h thIL =
Y = yk—h(xk)—Hk(#k—mk)—52%” Py,
=1 ;

)
Izj |3,

) (B.37)

Agora considerando o termo AL, | (Py1 — Qx)Ae+1 presente na Equagao (B.36), de-

vemos substituir o termo Py pelo resultado encontrado na Equagao (B.20)

AL (Prot — Qu)Xiss = AL (FLPuFT + Qi — Q)i

’ (B.38)
= N1 FuPeF A

Mas da Equagao (B.14) é obtido:

FI'hir = M —Se(ur + P, — 21) — HER ' (yx — h(2y)

o2h,| - B.39
—Hk( k—l—Pk/\k—iL'k ——ZgOhtT[ Pk]> ( )

2
ox;,

Substituindo a Equagao (B.39) na Equagao (B.38)
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AP — Qu)derr = {h— Sy (pr + Pedp — &) — HTRI;I (yr — h(z)

E T
%h;| -
—Hk( k"—PkAk—IL'k ——Zaphtr a_m’%i_kpk )}
Pk {Ak — ’YSk(lllk + Pk/\k — (L‘k) HTRlzl (yk — h_(ii‘k
?h;| -
—H, (i, + Py, — 2,) ——ZSOhtT 8—%265%1% )}

= {AT I— ’yPkSk—}—PkHTR 1Hk) (_/Lk —ii‘k) Sk
_YTR;'H,) P, {\[(I - ~P,S; + P,H'R;'H,)
—y (e — 21)" Sk — YfRilHk}T
(B.40)

Agora, da Equagdo (B.21) tem-se que (I —vP.S), + P HIR,'H}) = Pkf’,;l. Dessa
forma, a Equacao (B.40) pode ser escrita como:

Mo Py — Qi)Aes1 = {z\kaf’;l — (g — %) TSk — YfR;ZlHk}
P, {,\ngP,jl — y(y, — )78 — YfR,ij}T
= ATP,P; P, — (s — 1) SkPihs
—YTR;'H,P X\, — VAL P8, (pr, — &)
+2 (s, — i%k:)TSkPkSk(ll'k — )
YT R 'H . P,.S. (), — &1,)
A PL.HTR'Y ) + 7(ux — 21)7SkPLHI R, 'Y,
+YIR;'H, P .H'R;'Y,
(B.41)

A Equacao (B.41) ¢ escalar, obviamente cada um de seus termos sdo escalares tam-
bém. Sabendo que, y(py, — )T SpPrAe = YAL PS1(ur — 1) (usando o fato de que

P e S}, sao simétricos e v um escalar), pode-se reescrever a Equagao (B.41) como:

/\;;F+1(Pk+1 - Qk))\kJrl = /\EPkINJ:PkAk - 2’7(!% - -’i'k)TSkPk)\k
—2YTR'H P\ + 2 (r — 24)"SkPrS (ur, — &1,
+2y(uy, — 1)TSkPLHTR'Y
+YIR.'H,P,H'R;'Y,

(B.42)
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=1
Considerando o termo A/ PP, P\, presente na Equagio (B.42) como:

AN'PP,.'PA, = AN(I—~PSp+ P HIR'H, )P\,

_ B.43

Substituindo a Equagao (B.43) na Equagao (B.42), obtém-se:

M (Peyr — Qu)der1 = AFPA, — I PRSPy, + NP HI R, 'H P\,
2y — &) 8P — 2Y TRV H P,
+92 (s, — ) TSk PSk (. — &)
+2y(py, — )" S PLHTR'Y
+Y?R;'H, P .HIR;'Y,
(B.44)

Finalmente, substituindo a Equacao (B.44) na Equagao (B.36), a fungao custo J

pode ser representada por:

i

J = [(ﬂk — &) " (Sk + ¥SkPLSK) (1, — k) + 2(us, — 24) 'Sk PLHL R, 'Y,
k=0
1 N
+ §Y5(R,;1HkPkH£R,;1 — R;l)Yk}
N—-1 B o o
J = [(#kz — 2)" (Sk + V8K PrSy) (i — &) + 2(pr, — 21)" Sk P HL R,
k=0
. . 1 — Ph;| - 1 .
(yk: — h(zy) — Hi(pp — Z1) — 3 ;SO?W A P, ) + 5 (yr — h(Zx)
T
- 1 ¢ h thi » -1 T Tp-1 -1
—Hk([l,k—$k)—§ QOZtT’ axi ) Pk (Rk HkPkaRk _Rk )
1= T
1 & Ph;| -

(B.45)

Agora voltando ao nosso objetivo original, deseja-se encontrar o ponto estacionario

de J com respeito a Zj e y,. Tomando as derivadas parciais de J e igualando-as a
0, obtém-se:
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oJ 5 A 5 = _ . N
— = 2(8k +¥SkPiSy) (& — pi) + 28 P HL R, (h(2)) + H o (py — &)

8$k _
+= nghtr 0°h, P.| —y. | —2M R 'H,P,S) (2}, — px)
o2 . k k vy, o (Tg k
——MT<R IHkPkHTR_ — Rlzl) (h(:i‘k) —f—Hk([l,k —.’i‘k)
1 U .
+§izl%t7” a—m’%ikpk _yk>
=0
(B.46)
8_‘] o z -1 T Tp—-1 _ -1 o - _ A
. = oW HiPcH RS — RBy) (e — h(@e) — Hio(pe — 2n)
Yk 8
1 — 0?h;| = e = o .
3 oltr [axg Py, ) + 2R "H PSSk (i, — 1) (BA7)
i=1 k 1z
=0
em que:
0 Ph;| -
M, = — H — - =
k oxy, (yk h(Zy) — Hy(pr — Zy) ;%0 [ . ])

T aﬁz Hi aﬁz Z%

1.7

(B.48)

Analisando as Equagoes (B.46) e (B.47) observa-se que elas claramente s6 sao satis-

feitas para:

= (B.49)

Yr = Z%O?“" [ 2'

A Pk] (B.50)

Estes sao os valores extremizados de Z e yi. Porém, ainda nao estda garantido se
esses valores extremizados sao pontos de minimo ou de maximo de J. Lembrando
que a derivada de segunda ordem de J diz que tipo de ponto de equilibrio temos.

Se a derivada de segunda ordem é positiva definida, entao o ponto de equilibrio é
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um minimo. Se a derivada de segunda ordem é negativa definida, entao o ponto
de equilibrio é um maximo. Agora, se a derivada de segunda ordem tem ambos

autovalores positivo e negativo, entao o ponto de equilibrio é um ponto de sela.

Dessa forma, com &), = p; tem-se que M, = 0. Assim a derivada de segunda ordem

de J com respeito a Z, dada por:

0*J ~ o
— = 2(Sk + 1Sk PrSk) (B.51)

2
Ly

O z; serd um valor minimo de J se, e somente se, S, + VS,PrS, > 0, ou seja,

positivo definido.

Como 7 é uma constante positiva e S}, definida pela Equacio (5.13), é positiva

definida, tem-se que z; serd um valor minimo de J se Py for positivo definido.

Da definicao de P, dada pela Equacao (B.21), para Z; ser um valor minimo de
J a equacao matricial [P,;l — Sy + H 'R,'H k] ! deve ser positiva definida. Isto

implica em:

[Plzl — ’}/gk —+ HgR,;lHk] >0 (B52)

Da Equagao (B.12) e (B.46), a matriz de covariancia instantanea no tempo de indice

k pode ser escrita como:

Assim, a matriz Py pode ser aproximada iterativamente via recursao:

em que 0 <n < 1.

Para se obter a recursao de Ag, basta utilizar a Equacao (B.14) e obtém-se:
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M1 = (FRFT+€l) " Fy (I —vSxPy + HTR;'HyPy) A,
_ X 1 0%h; (B.55)
~HiR;" (yk—h(xk)—52%ht7“ l&ci ))

i=1

Py,

zy
A derivada de segunda ordem de J com respeito a y; dada por:

02

o (R,'H\P.H[R,' — R

- ,gl(HkPkH;{ — R,)R;! (B.56)

= D=2 | b

2 -
= —-R_'(R,—-H,P.H])R,
~
Para encontrar y;, que maximiza J, tem-se que R, e R, ' sio positivas definidas,
logo, (R, — H WP H Ty deve ser positiva definida.

Consequentemente, como as Equagoes (B.22) - (B.28), (B.49) e (B.50), O Filtro

H,, Estendido de Segunda Ordem pode ser sumarizado como:

Sy =L}S,L; (B.57)
K, =P, [l —v5,P, + H'R;'"H,P,] ' H'R;' (B.58)
Tpp1 = [(@p px) + %Z%f” [gz; P
i=1 ) ke —_ (B.59)
+F.K}, (yk —h(@) -5 Zl otr 8sz . PkD
Py = Fy P, [I —v8,P, + HIR;'H,.P,] ' FT + Q, (B.60)

M1 = (FuFT+€D) " Fy (I —~7S,Py+ HIR;'HyPy) My

) 1 & 9%h;| - B.61

~H{R' (yk —h@) -5 > gl [ 507 | P )) (B.61)
i=1 k gy

Pio1 =Py + (1= 1) PR Py (B.62)

em que ¢ é escalar positivo para preservar o termo FpF} e se tornar singular e
0 < n < 1. Por essa razao, o valor de ~ deve satisfazer a Eq. (B.63) para assegurar

que o valor otimizado de & renda um minimo local de J, i.e.
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P.'—~S,+H[R'H;, >0 (B.63)

ou seja, P;' —~S), + HF R, 'H), deve ser positiva definida.

132



APENDICE C - UMA FORMA ALTERNATIVA PARA O FILTRO DE
KALMAN

Considere novamente um sistema nao linear discreto no tempo

Tr41 = f(xk) + Wy (C 1)
Yr = h(Tr) + v

em que k é um indice de tempo discreto, Zr,1 € Yy sao os vetores de estado e medida

com dimensao n e m respectivamente, w;, e vy sao os ruidos de processo e de medida

com suas respectivas matrizes de covariancia Qy e Ry, f(.) e h(.) sdo vetores de

funcoes nao lineares diferenciavel com respeito a xy.

Como apresentado no Capitulo 5, as equacao de propagacao e atualizacao do FKE

sao dadas por:

Equacao de propagacao

T, = f(@ 1 1) (C.2)
P, = Fk_lpz,lF;‘g,l + Qr—1 (C.3)
em que F, = {% .
Equacao de atualizagao
& =, + Ky, (y — h(zy)) (C.4)
~ ~— ~T ~ ~_— ~T ~ —1
K,=P.H, (HkPk H, + Rk> (C.5)
P = (1 . kkizk) P, (C.6)
em que, Hj, = aan; .

k

Utilizando a Equagao (D.7) do lema de inversado de matriz presente no Apéndice C
desse pesquisa, tem-se que um dos termos do ganho de Kalman pode ser representado

CO1mo:
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e P -1 -1 ~T 1 N7l T
<HkPk H, + Rk) — R,'-R'H, (L,; Vv H, R, Hk> H.R,
1 .1 e a1 N e e
— R, -R,H,(I+P.HR H) PHR,
(C.7)
em que ¢; é a matriz e informacao (isto é, a inversa da matriz de covariancia P, ).

O ganho de Kalman pode ser escrito da seguinte forma:

~—~T [~ ~—~T ~ -1
K, = P.H, (HkPk H, + Rk)
~ P,H.R, ~P.H.R, H.(I+P.HR H) P.HE,

P A |

-~ T ~—1~ ~T ~ -1
_ [I—PkaRk i, (I+PkaRk Hk> ]PkaRk

s~ T~ N\l o T
— (I + P H,.R, Hk) P H,R,
(C.8)
Substituindo essa expressao na Equagao (C.3) para P;H, tem-se:
pl;-l - FszF{+Qk
— Fi(I-KH) P Fl +Q,
- PSR AP TV W PR A o
— FWPF]—F,(I+P H.R H,) P.HR HPF+Q
- ST~ 1o N\l T 1o o
— F,P.FT_F, (L,; +H,. R, Hk> H.R,'H.P.FT +Q,
(C.9)

Aplicando o lema de inversao de matriz para inverter o lado direito da Equagao (C.9),

obtém-se:
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N Ay~ IS e PP v/ LpUR [V
= FP, [1-HR HP, '
~ oo\l o ] T
+H, (Rk+HkPka> H,P H,R, HP, | F +Q,
— F.P,T,FT +Q, '
(C.10)
Em que T, é definido como:
~T~_1~ ~
T. = I-H, R, H,P
’ pR TR (C.11)

- ~ M~ 1 . i T Al ~ o~
+H, (Rk +H,P, Hf) H.P H.R, H,P,

Aplicando o lema de inversao de matriz para inverter um elemento que esta em Ty,

obtém-se:

T, = I-H,R, H,P,
i {Rk SR (i BUREL) 11?ZR,;1} P H R P,
= I-BREP, + (HR'H p—)2
_H,.R,'H, (Lk v H. R, H ) (H R, 'H.P, )
— I H,R,HP, + (HTR,QlﬁkP’)
_H,.R,'H,P, (I+HkRk HkPk>_ (ﬁZRklﬁkIDk)z
- I-HR'BP, + (BRHP,)
_ (ﬁfﬁ;lﬁkp,;)g (1+ BB B.P,)
_H.R,'H,.P; (1 v ﬁfR;lﬁkP;)

-1

)
(BlR P (1+ BB HLP,) - (ﬁzfﬁ,;mmﬂ
(1+H R B.P,) -
(C.12)

Evoluindo os calculos tem-se:
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e T e 1 ~ o~ _ T e 1 ~ o~ _ e T e 1 ~ ~_\2
T, — [I +H,R, H,P, — H,R, H,P, — (HZRk 1HkPk)

(B R BP) 4 (BUR P - (ﬁzf&;lﬁkp;)j

(C.13)
AT ~e] ~ ~—\—1
(I + H,. R, HkPk>
~ T ~—1~ ~—\—1
- (I + H,. R, HkPk>
Substituindo a expressao para T na Equacao (C.10) tem-se:
P,,, =F,P, (1 +H, R, HkPk> FT+Q, (C.14)
Da Equacao (C.8) o ganho de Kalman pode ser escrito como:
. S U VNS RSN DO
K= <I + P H.R, 1H,f) P H.R, (C.15)

Realizando uma pré multiplicacao de 13,; fora do parénteses, e uma pés multiplicacao

de 13,: em cada termo dentro do parénteses, obtém-se:

R, (C.16)

Agora, realizando uma pds multiplicacao da inversa de P, fora do parénteses, e uma

pré multiplicagao da inversa de P; em cada termo dentro do parénteses, obtém-se:
- - ~ T~ 1~ o\l a7
K, =P, (I +H. R, HkPk> H.R, (C.17)

Finalmente, com as Equagoes (C.14) e (C.17) pode-se sumarizar o Filtro de Kalman

da seguinte forma:

Eyo1 = [(@, ) + P (y, — h(&y)) (C.18)

P,,, =F,P, <I +H, R, HkPk> FT+Q, (C.19)
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-1

~ ~_ ~ T~ ~ ~—\—1 ~7p~
K, =P, (I+Hka HkPk> H,.R, (C.20)
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APENDICE D - LEMA DE INVERSAO DE MATRIZ

Considere o seguinte lema de de inversa de matrizes que ¢é frequentemente usado nas

areas de controle, teoria de estimacao e processamento de sinal.
Suponha uma matriz particionada,

A B
4] o

em que A e D sao matrizes quadradas inversiveis, e B e C' sao matrizes que podem

ser ou nao quadradas.

Defina as matrizes E e F' da seguinte forma:

E=D-CA'B

F=A-BD'C (D-2)
Assumindo que F é inversivel, entao pode-se mostrar que:

A B||A'+A'BE"'CA"! —A'BE™!
C D —E1CA™! E!
| I+BE'cA" -BE'CcA ~BE' + BE"!
| CA'+CA'BE'CA™' ~DE"'CA' —CA"'BE™' + DE"!
N I 0
| CA'—(D-CA'B)E"'CA"' (D-CA'B)E"!
1o
oI

] (D.3)

Agora assumindo que F' ¢ inversivel, entao pode-se mostrar que:

139



A B F! —A-'BE-!
Cc D||-D'CF! E
[ AF'-BD'CF' -BE'{BE"
a CF'-CF'! —CA'BE'+DE"!
- (D.4)
| a-BDC)F! 0
T 0 (D-CA'B)E™!
1o
oI

A

As Equagoes (D.3) e (D.4) sao duas expressoes da inversa de c bl Desde que

estas duas expressoes sao inversas da mesma matriz, elas devem ser iguais. Dessa
forma, pode-se concluir que a partigao superior esquerda das matrizes sao iguias, ou

seja:

Fl=A"'4{A'BECA™ (D.5)

Agora usando a definicao de F e F' tem-se:

(A-BD'C)"'=A'+A'B(D-CA'B)'CA™! (D.6)

Esse é o chamado lema da inversao de matriz, também conhecida com outros nomes
tal como, formula de Sherman-Morrison, identidade de Woodbury e férmula da ma-
triz modificada. Sua primeira apresentagao foi em 1944 por William Duncan (DUN-
CAN, 1944) e uma similar identidade foi desenvolvida por Alson Householder (HOU-
SEHOLDER, 1953), sua origem e variacao é dado em Henderson e Searle (1981). O
lema de inversao de matriz é frequentemente indicado de uma forma diferente, mas

representa a mesma ideia, por exemplo:

(A+BD'C) ' =A"'~A'B(D+CA'B)"'cA™ (D.7)
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APENDICE E - DINAMICA DA FILTRAGEM DE SISTEMAS

Considere o sistema dado pela Figura E.1 a seguir,

Figura E.1 - Configuragdo da planta. Fonte: Adaptado de Rawicz (2000)

em que, as variaveis do sistema sao definidas como: P a planta; F' o filtro; y a saida da
planta, entrada do filtro (medidas); w e 9 representam uma perturbagao de entrada
e de saida, respectivamente; 2 representa a performance estimada e 2 = z — 2z o erro

estimado.

A meta é determinar um filtro F', que opere na saida da planta y e produza uma
estimativa 2, que é uma combinacao linear dos estados da planta e que satisfaca uma
critério de performance estategicamente desenvolvido. O critério de performance é
geralmente uma minimizacao ou restricao sobre a norma de alguns parametros do

sistema.

Considere, um sistema linear invariante no tempo, a representacao do dominio da

frequéncia da Figura E.1 via Figura E.2.

Figura E.2 - Funcao de transferéncia, entrada perturbagoes e saida erro estimado. Fonte:
Adaptado de Rawicz (2000)

em que, as variaveis do sistema sao definidas como: G34 é a funcao de transferéncia

T
para o sistema perturbado e d = [ wl nt } ¢ a perturbacao.
E.1 Normas de desempenho da performance

A norma 2 para um vetor sinal de erro, para sistemas continuo e discreto, sao dadas

respectivamente por:
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Bl =5 [ 3G 2o = [ a0 s (E.1)

= 3 2@ 2@ =5 2@ (N S ®2

:ﬁj

d=—00

em que ' refere-se a matriz transposta complexa conjugada de z. Para o sistema

apresentado na Figura E.2, a norma 2 pode ser interpretada como a energia do sinal.

A norma oo para um vetor sinal de erro, para sistemas continuo e discreto, sao dadas

respectivamente por:

Gsyd|? .
1Gaall2, = sup 1G22 _ 52 6 () (£3)
lld]|370 ][5 w
IGsal>, = sup 52 (Gzq (7)) (E.4)
wTe(—m,m)

em (ue, sup representa o supremo ou o extremo superior e  (Gzq) representa o valor

singular méximo (ganho) da matriz fungao de transferéncia.
E.2 Norma infinita e valor singular maximo

As Equagoes E.3 e E.4 s@o obtidas da seguinte decomposigao da matriz Gz, (BURLI,
1999):

Gz =UgSeVE (E.5)

em que as matrizes Ug, Vg sdo unitarias e X¥g é uma matriz diagonal contendo os

valores singulares.

Os valores singulares sao as raizes quadradas dos autovalores de G#G e sdo niimeros
reais nao negativos obviamente. Por convengao, o valor singular maximo, & (Gzy)
ocupa a posicao X1 e os valores singulares remanescentes sao ordenados do maior

para o menor. Usando a relagao de Parseval, tem-se:
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| w?GL Gzywdf | wiVeEEUEUGEGV Gwdf

||G5'w”io = Ssup - o = sup - 00
[[wl| 70 [ wHwdf l[wll,70 [ wHwdf
(E.6)
Simplificando:
[ wiV gLV Ewdf
1Gz0lls = sup = (E.7)
Jawllo 0 T whwdf
Utilizando a propriedade de normas |loaw| = |a| ||w]|, onde « é um escalar real e o
valor ||lw|| = 1 pode ser usado sem perda de generalidade.
|Gsw|?, = sup /wHVgﬁQGngdf (E.8)
[[w][;=1

O maior valor possivel para o ganho pode ser encontrado quando Viw =
w 0 ... 0 ], isto é, quando as entradas sao direcionadas para o valor singular

maximo. Relembrando que ||w||, =1 e V' é uma matriz unitéria.

IGzll2, = sup &° (Guw) (E.9)

[[wl]l ;=1

Quando considera-se a matriz funcao de transferéncia o maior ganho é encontrado

no pico do valor singular maximo. Resultando em:
2 W _2 .
|Gswl|ls, = sup ———5—= =supo” (G (Jw)) (E.10)
lwlo2o  [wll; w
E.3 Matriz fungao de transferéncia e valor singular maximo

A expressao geral para o valor singular maximo de uma matriz fungao de transfe-

réncia é dada por:
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Para G S M1><27

7 (G)? = |G\|* + |Gy (B.11)

Para G € M2><1,

7 (G) = |G\ + |G, (E.12)

Para G S MQXQ,

(1G] + G2 + |G| + |G]?) +

N | —

E.13
(1Gu? = 1Gl)) + (1G2]* — 1Gul?)” + (E.13)

2 2
2 2 |G11G{1; — GQlGé_Izl + 2 |GQQG{{2 — GQlGﬁ

| —

Os valores singulares maximo sao niimeros reais nao negativos.
E.4 Critério de performance

Para o sistema representado na Figura E.2, a norma-co pode ser interpretada como o
pico de ganho do sistema (quadrado). Para a filtragem H,, a funcao de transferéncia,
da perturbacao de entrada para o erro estimado, Gzq4, serd obrigado a ter um ganho

de sistema em conformidade com um limite superior:

1
1Gall5, < ] (E.14)

em que, Gzg é um elemento do espaco de Hardy, cujos membros consistem uma

funcao de transferéncia toda estavel e causal.

Dessa forma o critério de performance pode ser reescrito como:

2 |2 —2H§ 1
|Gzl = sup —5——=—

< (E.15)
|ld]|2£0 HwH2 + HUH2 0

Este critério representauma familia de solugoes onde o pico de ganho de energia da

funcao de transferéncia da perturbacao de entrada para o erro estimado é menor que
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1

o limite superior 3

A Figura E.3 a seguir representa esquematicamente a ideia do coeficiente de perfor-

mance.

o . 1
FF(CzaGe)) [ 0
[G:zall

Figura E.3 - Tlustrag@o do pico do ganho para a Filtragem H,. Fonte: Adaptado de Rawicz
(2000)
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