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RESUMO

O método magnetotelúrico (MT) busca obter a distribuição da condutividade elé-
trica no interior da Terra através da medição simultânea das variações temporais de
campos elétricos e magnéticos na superfície da Terra. O processamento inicial desses
dados objetiva derivar funções de transferência entre esses campos eletromagnéticos,
as quais são frequentemente contaminadas por ruídos artificiais ou naturais. Neste
trabalho é proposta uma nova abordagem para processamento das séries tempo-
rais que consiste em obter as funções de transferência mediante a minimização da
mediana dos quadrados dos resíduos (LMS - least median of squares) ao invés do
procedimento clássico de minimizar a soma dos quadrados dos resíduos (RMS - root
mean squares). Um código computacional foi escrito em linguagem C++ para imple-
mentar esse algoritmo, o qual foi testado em dados MT coletados em três estações
situadas na região centro-sul do Brasil. Os resultados obtidos foram comparados com
os obtidos por um algoritmo robusto comumente utilizado em estudos MT e com
resultados esperados pela transformada de Hilbert que relaciona as duas principais
funções de transferência MT (resistividade aparente e fase). Esses testes prelimina-
res mostraram-se bastante promissores, com o processamento efetuado pela técnica
proposta mostrando em algumas situações resultados melhores que os obtidos pela
técnica de referência, embora em outras situações os resultados não tenham sido tão
eficientes.
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ESTIMATION OF MAGNETOTELLURIC TENSOR RESISTANT TO
OUTLIERS AND LEVERAGE POINTS

ABSTRACT

The magnetotelluric method (MT) seeks to obtain the distribution of electrical con-
ductivity within the Earth through the use of naturally occurring time variations of
electric and magnetic fields simultaneously measured at the Earth’s surface. Data
processing derives transfer functions between these electromagnetic fields, which are
often contaminated with noise from natural or man-made sources. A new approach
for time series processing is proposed here that consists in obtaining the transfer
functions through the least median of squares (LMS) instead of the classical proce-
dure of minimizing the root mean squares (RMS). A computer code was written in
C++ and tested in MT data collected at three stations in the south-central Brazil.
Results were compared with those obtained by a robust algorithm commonly used in
MT studies and with theoretical results derived from the Hilbert transform that cor-
relates the two main MT transfer functions (apparent resistivity and phase). These
preliminary tests were quite promising. In some cases, the results from the pro-
posed technique show a significant improvement in the transfer function estimates,
although at other cases the results were not as efficient.
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1 INTRODUÇÃO

O objetivo do método magnetotelúrico (MT) é fornecer informações sobre a distri-
buição da condutividade elétrica no interior da Terra. Isso é conseguido por meio
da medição simultânea na superfície da Terra das variações temporais de campos
elétricos e magnéticos naturais. Funções de transferência entre os campos elétrico
e magnético em direções ortogonais, geralmente apresentadas na forma do tensor
magnetotelúrico (ou tensor MT) contém informação sobre a distribuição de condu-
tividade do subsolo, pois estão correlacionadas por meio de processos de indução
eletromagnética. Dessa forma, a primeira atividade importante em estudos MT de-
pois da coleta de dados no campo é a de derivar funções de transferência de boa
qualidade entre as componentes eletromagnéticas a partir dos dados medidos. Essas
funções de transferência permitem resolver o problema subsequente, ou seja encon-
trar um modelo de condutividade do interior da Terra, geralmente derivado por
técnicas de inversão dos dados. A obtenção dessas funções de transferência não é
trivial por pelo menos duas razões: em primeiro lugar, visto ser o método MT uma
técnica geofísica passiva, não se tem controle sobre a relação sinal/ruído nos da-
dos medidos. Em casos mal-condicionados, isso pode levar a resultados não suaves
(funções de transferência variando abruptamente em frequências próximas). Em se-
gundo lugar, mesmo que tenham sido obtidas funções de transferência suaves, elas
somente vão ser aproveitáveis para o método MT se a condição de fonte de campo
primário distante for cumprida (ondas eletromagnéticas planas). Esse não é o caso
na proximidade de fontes de sinais eletromagnéticos artificiais, como por exemplo
linhas de transmissão de energia, cercas elétricas, oleodutos protegidos contra corro-
são ou linhas ferroviárias que utilizem corrente contínua, ou mesmo naturais, como
por exemplo sob o efeito de correntes ionosféricas concentradas (caso das regiões
aurorais e equatoriais). Assim, derivar funções de transferência entre os campos
eletromagnéticos medidos não é tarefa simples em estudos MT, sendo necessária
a aplicação de técnicas de processamento sofisticadas para superar as dificuldades
anteriormente mencionadas.

Em geral, o primeiro problema anteriormente descrito é abordado utilizando uma
série de passos para reduzir a influência de valores extremos (outliers) nos dados.
Esses passos incluem, por exemplo, pré-processamento das séries temporais, uso de
técnicas estatísticas robustas, técnicas de empilhamento ponderado (pesos) sobre
os espectros para a obtenção de valores médios e suavização dos resultados para
frequências adjacentes. O segundo problema pode ser minimizado com a utilização
de dados adquiridos simultaneamente em outro local de medidas, situado fora da
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esfera de influência do sinal artificial. Essa técnica é chamada de referência remota.
Pode-se também utilizar um procedimento de seleção, no qual são rejeitados seg-
mentos de dados ruidosos que não preencham determinados critérios dos sinais MT
naturais. Essa mesma alternativa pode ser empregada no caso de “ruídos naturais”
(por exemplo, enfatizando o uso de dados noturnos nas medidas em regiões sob
influência das correntes diurnas do eletrojato equatorial).

Há um número significativo de métodos de processamento disponíveis na literatura
que contém, de uma forma ou de outra, várias das técnicas anteriormente menci-
onadas, alguns dos quais serão discutidos em itens subsequentes desta dissertação.
Evidentemente, a questão que surge é a de qual deles seria o ideal, seja em situações
gerais ou pelo menos em situações específicas em que os dados apresentem certas
propriedades. Comparações de resultados obtidos para derivação dos elementos do
tensor MT usando diferentes métodos já foram feitas (por exemplo, (JONES et al.,
1989; SMIRNOV; VARENTSOV, 2004)), mas há dúvidas se tais abordagens são capa-
zes de fazer afirmações confiáveis sobre os métodos em geral ou podem ser aplicados
apenas ao conjunto de dados tratados no caso específico em estudo. Em particular,
no caso de levantamentos MT realizados no Brasil, além dos efeitos diurnos associa-
dos com distorções naturais geradas pelo eletrojato equatorial (PADILHA et al., 1997;
PADILHA, 1999) há ainda distorções associadas a ruídos incoerentes que podem es-
tar relacionados à geração de pulsações irregulares linearmente polarizadas devido
a intensificação da precipitação de partículas na área de abrangência da anomalia
magnética do Atlântico Sul por ocasião de períodos geomagneticamente perturbados
(PADILHA, 1995). Nesse último caso, técnicas de processamento baseadas exclusiva-
mente no uso de referência remota não se aplicam pela vasta abrangência geográfica
esperada pelo evento natural. Também, no caso de ruídos artificiais extremos (asso-
ciados a uma ferrovia eletrificada na região do Vale do Paraíba), Pádua et al. (2002)
mostraram que técnicas de referência remota comumente empregadas nesses casos
para minimizar os efeitos do ruído não se mostraram mais eficientes que aquelas de
processamento robusto usando uma única estação. Além disso, uma escolha inade-
quada de estação a ser usada como referência pode levar a resultados de qualidade
muito inferior ao do processamento tradicional (sem referência remota).

O trabalho aqui apresentado propõe uma outra alternativa para o procedimento de
obtenção do tensor MT. Ao invés de obter as funções de transferência por meio da
técnica clássica de regressão-M, aqui é utilizada uma versão mais robusta para a re-
gressão. Neste caso, a soma dos quadrados dos resíduos ,utilizada na versão clássica,
é substituída pela mediana dos quadrados dos resíduos e o algoritmo desenvolvido é
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utilizado em dados MT adquiridos no Brasil. Os resultado obtidos são comparados
com aqueles derivados por um código robusto clássico (EGBERT; BOOKER, 1986), co-
mumente utilizado pela comunidade internacional envolvida em estudos de indução
eletromagnética no interior da Terra.
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2 FORMULAÇÃO DO PROBLEMA

O objetivo deste trabalho é a proposição e teste de um novo método para obter os
elementos do tensor MT a partir das séries temporais das variações naturais dos
campos elétrico e magnético medidos na superfície da Terra. Esse tensor é utilizado
para obter a distribuição das resistividades elétricas da subsuperfície da Terra, em
um processo de inversão de dados, e por isso é importante obter valores confiáveis
nas estimativas dos seus elementos. Historicamente, as primeiras estimativas do ten-
sor MT foram feitas usando o método dos mínimos quadrados (SIMS et al., 1971).
No entanto, logo se percebeu que em muitos casos os dados MT não atendiam aos
critérios exigidos pelo método dos mínimos quadrados e métodos mais robustos co-
meçaram a surgir. Esses métodos incluíram aqueles baseados na coerência espectral
(JONES; JÖDICKE, 1984; TRAVASSOS; BEAMISH, 1988) e outros baseados em estima-
dores robustos resistentes a valores anômalos, tais como os estimadores-M proposto
em Huber (1973) e usados para estimar o tensor MT em Larsen (1989), Larsen et
al. (1996), Egbert e Booker (1986), Chave et al. (1987), Chave e Thomson (1989),
Egbert e Livelybrooks (1996), Sutarno e Vozoff (1991). Outros métodos já propos-
tos incluem a repetição de medianas, um estimador com 50% de ponto de ruptura
(SMIRNOV, 2003). Porém, tanto os estimadores-M como aquele baseado na repeti-
ção de medianas não são resistentes a pontos de influência e, como consequência,
estimadores de limitação de influência passaram a ser usados (CHAVE; THOMSON,
2003; CHAVE; THOMSON, 2004; SUTARNO, 2008). Neste trabalho é proposta uma
abordagem diferente para obtenção dos elementos do tensor MT, empregando como
estimador a mínima mediana dos quadrados dos resíduos (LMS - least median of
squares). Esse estimador foi introduzido por Rousseeuw (1984) e caracteriza-se por
poder resistir ao efeito de cerca de 50% de contaminação dos dados.

Um programa computacional foi desenvolvido para aplicar esse estimador
a dados MT e seu uso em dados reais é apresentado, com os resul-
tados comparados àqueles obtidos por outro código livremente disponível
(http://mtnet.dias.ie/programs/egbert.html).
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3 O MÉTODO MT

3.1 Descrição do Método

O método magnetotelúrico é uma técnica passiva de exploração geofísica perten-
cente à classe de sondagens eletromagnéticas profundas. Como técnica passiva, o
método MT utiliza como fonte as variações naturais do campo eletromagnético e,
como um método de sondagem eletromagnética profunda, tem como objetivo ob-
ter a distribuição da condutividade (resistividade) elétrica no interior da Terra em
profundidades desde alguns metros até centenas de quilômetros.

Comparativamente a outros métodos geofísicos, esse método tem se mostrado um in-
dicador extremamente sensível e útil na investigação da litosfera (até profundidades
da ordem de 100 km) e da astenosfera (profundidades acima de 100 km) terrestres.
Isto se deve ao fato de que a distribuição da condutividade elétrica em subsuperfície
é um parâmetro que varia por algumas ordens de grandeza nos materiais da Terra,
influenciado por fatores tais como a porosidade e conteúdo dos fluidos nos poros e
a temperatura e composição química das rochas. Também, devido às características
do fenômeno de indução eletromagnética em que se baseia o método MT, pode-se
sondar diferentes profundidades no interior da Terra simplesmente variando o pe-
ríodo do sinal natural amostrado. Períodos mais curtos permitem o reconhecimento
das principais feições geoelétricas da crosta superior (até cerca de 10 km), enquanto
períodos mais longos trazem informação sobre as principais descontinuidades em
grandes profundidades da crosta inferior e manto superior (dezenas a centenas de
quilômetros de profundidade). Exemplos recentes da utilização do método no Brasil
com publicação dos resultados em periódicos indexados incluem Pinto et al. (2010),
Bologna et al. (2011), Terra e Menezes (2012) e Padilha et al. (2013).

3.2 Origem do Sinal MT

O método magnetotelúrico usa como fonte primária para o sinal eletromagnético as
variações temporais naturais do campo magnético terrestre. Genericamente, a princi-
pal parte do campo magnético da Terra é devido ao campo aproximadamente dipolar
gerado em seu núcleo externo (profundidades da ordem de 2 900 km a 5 100 km). Po-
rém, como a variação desse campo é muito lenta ele não é utilizado como fonte de
sinal MT. A fonte de sinal de curto e longo período utilizados pelo método são varia-
ções do campo magnético devido a fenômenos meteorológicos (tempestades elétricas)
e eventos na magnetosfera e na ionosfera terrestres. A variação desse campo magné-
tico induz em um meio condutor (interior da Terra) um campo elétrico, conhecido
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como campo telúrico, o qual vai produzir uma corrente elétrica nesse meio. Essa cor-
rente tem um campo magnético associado, que é a parte secundária do campo que
pode ser medido na superfície. Resumidamente, as principais atividades responsáveis
pela geração do sinal primário usado pelo método MT são: tempestades elétricas,
tempestades e subtempestades geomagnéticas e micropulsações geomagnéticas.

Os sinais de curto período (períodos menores que 1 segundo) são gerados por tem-
pestades elétricas na atmosfera. Como a superfície da Terra e a ionosfera são
regiões condutoras, o espaço entre elas funciona como uma cavidade ressonante
para as ondas eletromagnéticas geradas pelas descargas elétricas (raios) que dessa
forma podem viajar por longas distâncias. Estima-se que a ocorrência de descargas
elétricas em algum lugar no globo terrestre (de 100 a 1 000 por segundo) é suficiente
para se ter uma fonte contínua de energia em qualquer localidade sobre a superfície
da Terra (KAUFMAN; KELLER, 1981). As frequências de ressonância dessas ondas
são as frequências de Schumann (aproximadamente 7,5Hz e seus múltiplos até cerca
de 2 000Hz). Para que a condição de onda plana seja válida é importante que a
coleta de dados esteja distante das tempestades.

Tempestades geomagnéticas são responsáveis pelo aumento da intensidade da
corrente anelar devido a súbita injeção de partículas provenientes do acoplamento
eletrodinâmico plasma solar-magnetosfera. Fornecem um amplo espectro de sinal
para o método magnetotelúrico, comumente de alta amplitude. Por sua vez, as sub-
tempestades magnéticas são causadas por uma liberação intensiva de energia e
partículas na região auroral no lado oposto ao Sol. Vários modelos foram propostos
para explicar as subtempestades, mas, até o momento, medidas experimentais não
foram capazes de determinar qual é o correto. A injeção de plasma quente na alta
atmosfera é a responsável pelos efeitos das subtempestades magnéticas na ionos-
fera (SCHUNK; NAGY, 2004, pp. 448–449). Subtempestades magnéticas podem durar
algo entre varias dezenas de minutos até 2–3 horas (BERDICHEVSKY; DMITRIEV,
2002a).

Micropulsações geomagnéticas são variações temporais do campo magnético
da Terra com estrutura quase periódica e frequências que variam de milihertz a
alguns poucos hertz (ZHDANOV, 2009, p. 549). Dependendo da estrutura do sinal
as micropulsações são divididas em pulsações contínuas (Pc) ou pulsações irregula-
res (Pi). Em algumas situações bastante específicas, as pulsações podem chegar a
violar a condição de onda plana usada para derivar as expressões usadas pelo método
MT (EGBERT et al., 2000).
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A essas fontes naturais somam-se outros sinais eletromagnéticos geralmente conside-
rados ruídos. Em termos de processamento de dados, ruído pode ser definido como
aquela parte dos dados que não pode ser explicada pela teoria utilizada para derivar
as funções de transferência entre os campos eletromagnéticos. Em geral, qualquer
fator que torne inválidas as suposições empregadas pelo método MT é considerado
ruído. As fontes de ruído eletromagnético podem ser instrumentais, ambientais (sís-
micos, vento) ou derivados de atividades humanas (aparelhos elétricos, centrais elé-
tricas, linhas de transmissão de energia elétrica, estradas de ferro, especialmente se
eletrificadas, cercas elétricas, transmissores de rádio e TV, etc.). Os efeitos do ruído
podem ser minimizados com escolha de local adequado para as medidas (distante de
ruídos antrópicos), pelo uso de filtros nos instrumentos de aquisição de dados, por
técnicas sofisticadas de processamento de sinal ou pelo uso de estações de referência
distantes da fonte do ruído (técnica de referência remota; (GAMBLE et al., 1979)).

3.3 O Tensor Magnetotelúrico

O tensor magnetotelúrico, ou tensor MT (WEAVER et al., 2000), ou ainda tensor
resposta (CHAVE; THOMSON, 2004), é o elemento básico de onde serão extraídas as
informações capazes de fornecer a distribuição da resistividade elétrica no interior da
Terra. O tensor MT estabelece uma relação linear entre as componentes horizontais
do campo eletromagnético e pode ser obtido por meio das equações de Maxwell (no
sistema internacional de unidades):

∇ ·D = ρe, (3.1)

∇ ·B = 0, (3.2)

∇× E = −∂B
∂t
, (3.3)

∇×H = ∂D
∂t

+ J, (3.4)

em que ρe é a densidade de carga elétrica. As equações constitutivas para os campos
D e H e a densidade de corrente elétrica J são dadas, em meios lineares, por:

D = ε0E + P, (3.5)

B = µ0H + M, (3.6)

J = σE + Jex, (3.7)

em que: ε0 é a permissividade elétrica no vácuo, µ0 a permeabilidade magnética no
vácuo, σE a densidade de corrente de condução e Jex a densidade de corrente da
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fonte extrínseca.

Para os períodos usados em sondagens magnetotelúricas, a corrente de desloca-
mento ∂D/∂t pode ser considerada nula (CHAVE; WEIDELT, 2012, p. 25) e, dentro
da escala usada no método MT, a Terra pode ser considerada como um corpo não
magnetizável (CHAVE; WEIDELT, 2012, p. 20). Dessa forma, a lei de Ampère, equa-
ção (3.4), se reduz a:

∇×B = µ0J. (3.8)

Aplicando o rotacional na lei de Faraday, equação (3.3), e substituindo as equa-
ções (3.8) e (3.7) chega-se a

∇×∇× E = −µ0σ
∂E
∂t

+ ∂Jex

∂t
. (3.9)

Por meio da transformada de Fourier é possível decompor os campos em componen-
tes monocromáticas com frequência f :

E = E0e
iωt,

B = B0e
iωt,

Jex = Jex
0 eiωt,

com ω = 2πf . Dessa forma a equação (3.9) torna-se:

∇×∇× E + iωµ0σE = −iωµ0Jex. (3.10)

Pode-se mostrar que a solução dessa equação para as componentes horizontais do
campo elétrico (WEIDELT; CHAVE, 2012, p. 125) é

Ex = ZxxBx + ZxyBy

Ey = ZyxBx + ZyyBy,

que colocadas em notação tensorial assumem a seguinte forma:

E = ZB, (3.11)
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em que Z é o tensor MT, com

E =
Ex
Ey

 , B =
Bx

By

 e Z =
Zxx Zxy

Zyx Zyy



3.4 Indução Eletromagnética no Semiespaço Infinito

A Terra para as sondagens magnetotelúricas é considerada um bom condutor, e
sendo assim, as ondas eletromagnéticas em seu interior estão sujeitas ao fenômeno
de blindagem. Uma medida da escala desse efeito é a espessura pelicular (skin depth)
que pode ser estimado usando a equação (3.10) em um semiespaço infinito. Usando
a igualdade ∇×∇× F = ∇(∇ · F)−∇2F, têm-se que:

∇(∇ · E)−∇2E + iωµ0σE = −iωµ0Jex

Na ausência de cargas livres ρe e dos efeitos de fonte Jex, pode-se aplicar a lei de
Gauss, equação (3.1), com o que se chega à equação de Helmholtz para o campo
elétrico:

∇2E + k2E = 0.

Aplicando procedimento semelhante, obtêm-se para o campo magnético

∇2B + k2B = 0,

com k2 = iµ0σω. Essas equações caracterizam o processo de difusão responsável
pela atenuação da onda eletromagnética no interior do semiespaço infinito. Usando
o sistema cartesiano xyz e assumindo uma onda plana de componentes Ex e By

incidente ao longo do eixo z, tem-se:

∂2Ex
∂z2 + k2Ex = 0,

∂2By

∂z2 + k2By = 0,

cujas soluções (BERDICHEVSKY; DMITRIEV, 2002b, p. 26) são:

Ex = Ex0e
ikz = Ex0e

−z
√
ωµ0σ/2eiz

√
ωµ0σ/2, (3.12a)

By = By0e
ikz = By0e

−z
√
ωµ0σ/2eiz

√
ωµ0σ/2, (3.12b)
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em que o termo e−z
√
ωµ0σ/2 é o responsável pela atenuação do sinal no meio condutor

(interior da Terra). A espessura pelicular δ é definida como a profundidade em que
a amplitude da onda é 1/e (≈ 0.37) da amplitude original na superfície, ou seja,

δ =
√

2
ωµ0σ

=
√
ρT

µ0π
,

em que T = 1/f é o período e ρ = 1/σ é a resistividade.

Um outro parâmetro que se pode obter para o semiespaço infinito é a resistividade
aparente do meio. Para isso, basta substituir o resultado de (3.12) em (3.8), e obtêm-
se

−ikBy ı̂ = σµ0Exı̂

Para o caso do semiespaço infinito, o tensor MT (equação 3.11) se reduz a Ex = ZBy,
que resulta:

Z = Ex
By

= −i
√
iµ0σω

µ0σ
=
√

ω

µ0σ
e−iπ/4 =

√
ωρ

µ0
e−iπ/4.

Desse modo, definimos a resistividade aparente (resistividade média para o volume
de Terra imageado em uma frequência qualquer) como

ρ = µ0
|Z|2

ω
.

A resistividade é um valor no domínio dos números reais para um semiespaço infinito.
Para uma terra estratificada horizontalmente (BERDICHEVSKY; DMITRIEV, 2002b,
p.81), a resistividade aparente passa a assumir valores complexos com o mesmo
módulo, mas com fase dada por

ϕ′ = π

2 + 2 argZ,

em que arg é a função argumento de um número complexo.

Neste trabalho, porém, será usada a expressão mais comum empregada pelos usuá-
rios do método MT (SIMPSON; BAHR, 2005), onde a fase da resistividade é definida
como a fase dos elementos do tensor MT:

ϕ = argZ
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4 METODOLOGIA PARA OBTENÇÃO DO TENSOR MAGNETOTE-
LÚRICO

Para obter o tensor MT definido na equação (3.11) é necessário calcular os espectros
dos sinais eletromagnéticos, que, em seguida, serão usados para obter o resultado da
regressão linear que fornece uma estimativa para o tensor. O cálculo dos espectros é
descrito na seção 4.1 e o modo de obter a regressão linear encontra-se na seção 4.2.
Nesta introdução, descreveremos apenas os parâmetros usados para dividir a série
temporal em segmentos, pois eles interferem na qualidade da resposta de ambas as
etapas.

Em um levantamento de campo para estudos MT, as séries temporais dos cinco
campos eletromagnéticos (3 componentes magnéticas e 2 componentes elétricas ho-
rizontais ortogonais) são medidas simultaneamente em um determinado sítio sob o
qual se deseja conhecer a distribuição de resistividade elétrica. Cada uma dessas
séries é geralmente composta de L elementos medidos com intervalo de tempo ∆
entre eles. As séries são divididas em n segmentos contendo (N +p) elementos cada.
O parâmetro p é a ordem da função autorregressiva usada para o branqueamento da
série a ser descrita na seção 4.1.11 e deve ser pequeno com relação a N . Os segmentos
são sobrepostos com o elementos em comum, desse modo o número de segmentos
pode ser expresso por

n = L− o
(N + p)− o

A qualidade da resposta obtida pela regressão linear aumenta à medida em que o
número de segmentos n aumenta, enquanto que a resolução dos espectros aumenta à
medida em que o número de elementos N utilizados para o cálculo da transformada
de Fourier aumenta. Desse modo existe um balanço entre a melhoria do espectro
e da regressão linear necessários para o cálculo dos elementos do tensor MT. No
entanto, para cada conjunto de frequências alvo que se deseja analisar, os valores de
n e N podem ser diferentes.

A transformada de Fourier é usada para determinação dos espectros dos campos
medidos e pode ser calculada apenas para valores discretos do período utilizado
para a aquisição dos dados, limitados entre 2∆ ≤ T0 ≤ N∆. Desse modo, para
obter o valor dos elementos do tensor MT para períodos mais altos, N deve ser
alto, com o que se sacrifica a qualidade da regressão. Para os períodos mais baixos,
pode-se diminuir o valor de N , melhorando a qualidade da regressão em detrimento
da qualidade do espectro.
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4.1 Análise Espectral

A relação linear estabelecida na equação (3.11) usada para calcular o tensor MT é
válida no domínio da frequência. No entanto os dados são coletados em função do
tempo, o que torna necessário recorrer a um mecanismo que possa transformar a
representação dos dados desde o domínio do tempo para o da frequência. Na análise
de dados MT essa transformação pode ser realizada por meio da transformada de
Fourier (HE et al., 2012; BASTANI et al., 2012; VAITTINEN et al., 2012) ou da transfor-
mada de wavelet (ESCALAS et al., 2013; KAPPLER, 2012; SUTO et al., 2006). Como o
principal objetivo deste trabalho é a inclusão do método de regressão RLS para a ob-
tenção do tensor MT. Escolheu-se o uso da transformada de Fourier para a obtenção
das séries temporais no domínio da frequência, pois esse é o método utilizado por
Egbert e Booker (1986) que será usado como critério de comparação. Desse modo,
qualquer possível diferença de resultado entre os dois métodos será mais influenciada
pela etapa de regressão do que pela da análise espectral.

Os métodos utilizados para estimar os espectros das séries temporais por intermédio
da transformada de Fourier podem ser divididos em métodos paramétricos e não-
paramétricos. Os métodos não-paramétricos obtém o espectro diretamente a partir
dos valores da série temporal, enquanto que os métodos paramétricos procuram ajus-
tar a série temporal a um modelo pré-estabelecido e calculam os espectros a partir
dos parâmetros fornecidos pelo modelo. Percival e Walden (1993, p. 23), porém,
aconselha o uso moderado de métodos paramétricos para o cálculo automatizado de
espectros. Segundo esse autor, caso o número de parâmetros utilizados seja grande
em relação ao número de elementos da série temporal, os parâmetros obtidos são
pouco confiáveis. Por outro lado, caso seja utilizado um pequeno número de parâ-
metros, a modelagem pode se mostrar inadequada. Broersen (2006, p. viii), por sua
vez, aconselha o uso de métodos puramente paramétricos para o cálculo automático
de espectros. Para esse autor, o uso de métodos não-paramétricos atualmente tem
apenas importância histórica, pois, na última década, os computadores se tornaram
suficientemente rápidos para escolher o melhor entre os vários modelos existentes.
Neste trabalho, optou-se pela aplicação de um método híbrido, descrito em Percival
e Walden (1993, p. 218), e semelhante ao utilizado por Egbert e Booker (1986).

O cálculo dos espectros é realizado neste trabalho em 3 passos: inicialmente é feito o
pré-branqueamento da série temporal por meio do ajuste da série a um modelo auto-
regressivo (AR); o segundo passo é o cálculo do espectro suavizado dos residuais da
série temporal com relação ao modelo AR usando um método não-paramétrico; e,
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finalmente, os parâmetros obtidos no pré-branqueamento são usados para realizar
a pós-coloração do espectro. Esta seção inicia com a descrição do modelo auto-
regressivo e de como ele é usado no branqueamento. Posteriormente é descrito como
é calculado o espectro suavizado e feita a pós-coloração.

4.1.1 A Transformada de Fourier

Conforme anteriormente exposto, o tensor MT é definido no domínio da frequência,
para o qual é necessário transformar as séries temporais dos campos eletromagnéticos
medidos. A transformada de Fourier, que transporta uma função no domínio do
tempo para o domínio da frequência, é definida por:

G(f) = F{g} =
∫ +∞

−∞
g(t)e−i2πft dt (4.1)

A transformada de Fourier inversa leva, por sua vez, do domínio da frequência para
o domínio do tempo, sendo definida por:

g(t) = F−1{G} =
∫ +∞

−∞
G(f)ei2πft df

A relação estabelecida entre ambas as transformadas é representada por

g(t)↔ G(f),

em que as funções no domínio do tempo são representadas por letras minúsculas e
as no domínio da frequência por letras maiúsculas.

Como exemplo, vamos usar a função exponencial truncada de Brigham (1974, p. 12):

g(t) =

βe
−αt, t ≥ 0;

0, t < 0
,
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tendo sua transformada de Fourier dada por:

G(f) =
∫ +∞

0
βe−αte−i2πft dt

= β
∫ +∞

0
e−(α+i2πf)t

= −β
α + i2πf e

−(α+i2πf)t
∣∣∣∣∣
+∞

0

= β

α + i2πf

= βα

α2 + (2πf)2 − i
2πβf

α2 + (2πf)2

Assim,
|G(f)| = β√

α2 + (2πf)2

A função g(t) e sua transformada G(f) obtidas nesta seção são ilustradas nas figuras
4.2 a 4.5.

4.1.2 A Série de Fourier

Funções periódicas podem ser representadas por uma série infinita de senoides. Essa
série é conhecida como série de Fourier (BRIGHAM, 1974, p. 76) e para uma fun-
ção g(t) de período T é representada como

g(t) =
+∞∑

n=−∞
Gne

i2πnt/T

com
Gn = 1

T

∫ T/2

−T/2
g(t)e−i2πnt/T dt (4.2)

4.1.3 Funções Utilizadas para Representar a Digitalização

Os equipamentos utilizados para as sondagens MT fornecem os dados na forma
digital, o que implica que as medições são obtidas em intervalos de tempo discretos.
Nessa seção descreveremos algumas funções que serão usadas posteriormente para
entender os efeitos da discretização sobre a transformada de Fourier.
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4.1.3.1 A função retangular

Uma função retangular de altura e base unitárias e centrada na origem é definida
em Elliot e Rao (1982, p. 12) como:

l
(t) =

0, |t| > 1/2

1, |t| ≤ 1/2
. (4.3)

Alternativamente Bracewell (1978, p. 52) define
d

(1/2) = 1/2.

Para obter uma função retangular de base T0, altura h e centrada em t0 basta usar
a transformação l

T0,h,t0
(t) = h

l(
t− t0
T0

)
(4.4)

No processo de digitalização, a função retangular é usada para delimitar o intervalo
de tempo em que o sinal é medido. Essa etapa sempre ocorre quando se adquire
sinais naturais, pois a duração desses sinais vai ser sempre maior que o intervalo de
tempo empregado para coleta dos dados. A figura 4.1 ilustra como o produto da
função

d
(t) com o sinal original é usado para limitar o sinal no tempo.

−1.0
−0.5

0.0
0.5
1.0

−4 0 4

f

−1.0
−0.5

0.0
0.5
1.0

− π 0 π

re
ct

−1.0
−0.5

0.0
0.5
1.0

− π 0 π

f⋅
re

ct

Figura 4.1 - Utilização da função
d

2π,1,0 (rect nas legendas) para limitar um sinal no
tempo

A transformada de Fourier da função retangular também se encontra em Bracewell
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(1978, p. 128)

F
{l

T0,h,t0

}
=
∫ +∞

−∞
h
l(

t− t0
T0

)
e−i2πft dt

= h
∫ t0+T0/2

t0−T0/2
e−i2πft dt = −h

(
e−i2πft

i2πf

)∣∣∣∣∣
t0+T0/2

t0−T0/2

= − h

2iπf
(
e−i2πf(t0+T0/2) − e−i2πf(t0−T0/2)

)
= he−i2πft0

πf

(
e+i2πfT0/2 − e−i2πfT0/2

2i

)
= he−i2πft0

sin(πfT0)
πf

= T0he
−i2πft0 sin(πfT0)

πfT0
.

Definindo a função sinc como em Bracewell (1978, p. 62), dada por:

sinc(t) = sin(πt)
πt

, (4.5)

obtem-se a transformada de Fourier para a função retangular

F
{l

T0,h,t0

}
= T0he

−i2πft0 sinc(fT0) (4.6)

e, em particular, para a função retangular unitária (T0 = 1, h = 1, t0 = 0):

F
{l}

= sinc(f) (4.7)

4.1.3.2 Função Impulso

A função impulso é uma distribuição que pode ser definida por meio das relações
apresentadas em Brigham (1974, p. 224)

δ(t− t0) = 0, t 6= t0 (4.8a)∫ +∞

−∞
δ(t− t0) dt = 1 (4.8b)

Uma propriedade importante da função δ(t) para este trabalho é que a função g(x)
pode ser representada como (propriedade de seleção):

∫ +∞

−∞
δ(t− t0)g(t) dt = g(t0) (4.9)
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4.1.3.3 A função Sha

A função que representa o processo de amostragem é a função Sha. Essa função por
vezes é chamada de função pente (ELLIOT; RAO, 1982, p. 23), mas aqui seguiremos
a notação de Bracewell (1978, p. 77) e usaremos a letra sha do alfabeto cirílico
representado pelo símbolo X. A função Sha é definida como uma série de funções
impulsos igualmente espaçadas por um intevalo ∆:

X∆(t) =
+∞∑

n=−∞
δ(t− n∆) (4.10)

A funçãoX∆ é periódica e com período ∆. Para provar essa afirmação basta mostrar
que X∆(t+m∆) = X∆(t), para qualquer m natural

X∆(t+m∆) =
+∞∑

n=−∞
δ(t+m∆− n∆)

=
+∞∑

n=−∞
δ(t− (n−m)∆)

=
+∞∑

k=−∞
δ(t− k∆)

= X∆(t)

Como a função X∆ é períodica, podemos representá-la por meio de uma série de
Fourier, dada como:

X∆(t) =
+∞∑

n=−∞
Sne

i2πnt/∆,

em que os índices Sn são dados pela equação (4.2):

Sn = 1
∆

∫ ∆/2

−∆/2
X∆(t)e−i2πnt/∆ dt

e assim tem-se que:

Sn = 1
∆

∫ ∆/2

−∆/2

+∞∑
k=−∞

δ(t− k∆)e−i2πnt/∆ dt

= 1
∆

+∞∑
k=−∞

∫ ∆/2

−∆/2
δ(t− k∆)e−i2πnt/∆ dt
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Mas, de acordo com a definição da função δ e da sua propriedade de seleção,

∫ ∆/2

−∆/2
δ(t− k∆)e−i2πnt/∆ dt =

e
−i2πnk, |k∆| ≤ ∆/2, veja equação (4.9)

0, |k∆| > ∆/2, veja equação (4.8)
,

em que o único valor de k que satisfaz a condição |k∆| ≤ ∆/2 dentro do intervalo
de integração é k = 0. Desse modo, Sn = 1/∆, e a série de Fourier da função X∆(t)
é representada por:

X∆(t) = 1
∆

+∞∑
n=−∞

ei2πnt/∆.

Pode-se manipular essa expressão para obter um somatório que será necessário mais
adiante. Trocando a variável t por f , mas tomando o cuidado de lembrar que aqui
f é apenas uma variável real e não o inverso do período 1/∆, e invertendo a ordem
da somatória, obtem-se o resultado

X 1
∆

(f) = ∆
+∞∑

n=−∞
e−i2πnf∆. (4.11)

Aplicando agora a equação (4.1) para calcular a transformada de Fourier da fun-
ção X∆:

F{X∆} =
∫ +∞

−∞
X∆(t)e−i2πft dt

=
∫ +∞

−∞

+∞∑
n=−∞

δ(t− n∆)e−i2πft dt =
+∞∑

n=−∞

∫ +∞

−∞
δ(t− n∆)e−i2πft dt

=
+∞∑

n=−∞
e−i2πfn∆

e recuperando o somatório da equação (4.11), obtem-se:

F{X∆} = 1
∆X 1

∆
(f) = 1

∆

+∞∑
n=−∞

δ
(
f − n

∆

)
, (4.12)

ou seja, a transformada de Fourier de uma série de pulsos separados por ∆ no
domínio do tempo é igual a uma série de pulsos separados por 1/∆ no domínio da
frequência.
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4.1.4 A Integral de Convolução

Uma operação importante para a análise de sinais digitais é a convolução. Para
2 funções contínuas g e h, a operação de convolução é definida como:

g(t) ∗ h(t) =
∫ +∞

−∞
g(τ)h(t− τ) dτ. (4.13)

4.1.4.1 Convolução com a função Sha

Como exemplo, pode-se calcular a convolução de uma função g(t) com a fun-
ção X∆(t), dada por:

X∆(t) ∗ g(t) =
∫ +∞

−∞
X∆(τ)g(t− τ) dτ

=
∫ +∞

−∞

+∞∑
n=−∞

δ(τ − n∆)g(t− τ) dτ

Aplicando a mudança de variável ε = τ − t e invertendo a ordem da integral e da
soma, obtém-se

X∆(t) ∗ g(t) =
+∞∑

n=−∞

∫ +∞

−∞
δ(ε+ t− n∆)g(−ε) dε

=
+∞∑

n=−∞

∫ +∞

−∞
δ(ε− (−t+ n∆))g(−ε) dε

Por fim, utilizando a propriedade de seleção definida na equação (4.9), tem-se

X∆(t) ∗ g(t) =
+∞∑

n=−∞
g(t− n∆). (4.14)

4.1.5 Teorema da Convolução

Um teorema importante para este trabalho é o teorema da convolução. Vamos mos-
trar duas versões desse teorema. A primeira afirma que a transformada de Fourier
da convolução de duas funções g(t) e h(t) no domínio do tempo equivale ao produto
das transformadas de Fourier dessas duas funções no domínio da frequência. Ou seja,
g(t) ∗ h(t) ↔ G(f)H(f). A segunda afirma que a transformada de Fourier do pro-
duto de duas funções no domínio do tempo equivale à convolução da transformada
de Fourier dessas funções no domínio da frequência. Ou seja, g(t)h(t)↔ G(f)∗H(f).
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A demonstração das duas é bem semelhante. Para a primeira versão tem-se

F{g(t) ∗ h(t)} =
∫ +∞

−∞
e−i2πftg(t) ∗ h(t) dt

=
∫ +∞

−∞
e−i2πft

[∫ +∞

−∞
g(τ)h(t− τ) dτ

]
dt

e caso seja possível inverter a ordem da integração

F{g(t) ∗ h(t)} =
∫ +∞

−∞
g(τ)

[∫ +∞

−∞
h(t− τ)e−i2πft dt

]
dτ

Aplicando a mudança de variável ζ = t− τ

F{g(t) ∗ h(t)} =
∫ +∞

−∞
g(τ)

[∫ +∞

−∞
h(ζ)e−i2πf(ζ+τ) dζ

]
dτ

=
∫ +∞

−∞
g(τ)e−i2πfτ

[∫ +∞

−∞
h(ζ)e−i2πfζ dζ

]
dτ

=
∫ +∞

−∞
g(τ)e−i2πfτH(f) dτ

= H(f)
∫ +∞

−∞
g(τ)e−i2πfτ dτ

e, finalmente

F{g(t) ∗ h(t)} = H(f)G(f) (4.15)

Dessa forma, obtém-se a relação g(t) ∗ h(t) ↔ G(f)H(f). Para obter a relação
g(t)h(t) ↔ G(f) ∗H(f) basta repetir os mesmos passos usados para obter a equa-
ção (4.15), mas aplicando a transformada de Fourier inversa sobre H(f) ∗G(f).

4.1.6 O Teorema da Amostragem

No teorema da amostragem (BRIGHAM, 1974, p. 83), (BRACEWELL, 1978, p. 189)
afirma-se que se uma função g(t) tem espectro G(f) = 0 para f > fc, então a
função g(t) pode ser completamente determinada a partir de seus pontos amostra-
dos, gn = g(n∆), desde que ∆ < 1/(2fc).

Mais especificamente,

g(t) =
+∞∑

n=−∞
gn sinc (2fc(t− n∆))
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A razão 1/∆ = 2fc é conhecida como taxa de Nyquist, que é a menor taxa de
amostragem que pode ser usada para conseguir reconstruir o espectro de um sinal
com banda limitada pela frequência fc.

O resultado desse teorema é importante na análise de sinais com banda limitada,
como por exemplo os sinais de áudio usados em telefonia. Porém, os sinais natu-
rais medidos pelo método MT não são limitados por banda, e nesse caso ocorre o
fenômeno conhecido como aliasing que será discutido na seção 4.1.8.

4.1.7 Relação entre a Transformada e a Série de Fourier

Considere-se uma função h(t) limitada no tempo dentro do intervalo T0 e que tenha
h(t) = 0 fora do intervalo −T0/2 < t < T0/2. A convolução dessa função com a
função XT0(t) resulta em uma função hT0(t) periódica e com período T0

hT0(t) = h(t) ∗XT0(t)

De acordo com a equação 4.14,

hT0(t) =
+∞∑

n=−∞
h(t− nT0).

Pode-se mostrar que essa função tem período T0, ou seja, para qualquer m natural,
hT0(t) = hT0(t+mT0), que se verifica por:

hT0(t+mT0) =
+∞∑

n=−∞
h(t+mT0 − nT0)

=
+∞∑

n=−∞
h(t− (n−m)T0)

=
+∞∑

k=−∞
h(t− kT0)

= hT0(t)

Esse processo de transformar um trecho de uma função em uma função periódica é
conhecido como extensão periódica.
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A transformada de Fourier HT0(f) de hT0(t) é dada por:

HT0(f) = F {hT0(t)}

= F {h(t) ∗XT0(t)}

De acordo com o teorema da convolução, definido na equação (4.15), tem-se que:

HT0(f) = H(f)F {XT0(t)}

e a transformada de Fourier da função XT0(t) vai ser fornecida na equação (4.12),
de tal forma que

HT0(f) = H(f) 1
T0

X 1
T0

(f)

=
+∞∑

n=−∞

1
T0
H(f)δ

(
f − n

T0

)

=
+∞∑

n=−∞

1
T0
H( n

T0
)δ
(
f − n

T0

)
(4.16)

ou seja, a transformada de Fourier de uma função periódica com período T0 é uma
série de pulsos espaçados de 1/T0.

Como a função hT0(t) é periódica, pode-se usar a equação (4.2) para calcular os
coeficientes (HT0)n de sua série de Fourier

(HT0)n = 1
T0

∫ T0/2

−T0/2
hT0(t)e−i2πnt/T0 dt

Como h(t) = hT0(t) no intervalo −T0/2 < t < T0/2, tem-se que

(HT0)n = 1
T0

∫ T0/2

−T0/2
h(t)e−i2πnt/T0 dt

Utilizando o fato de que a função h(t) está limitada dentro do período T0, ou seja,
h(t) = 0 para t fora do intervalo −T0/2 < t < T0/2, chega-se a

(HT0)n = 1
T0

∫ +∞

−∞
h(t)e−i2πnt/T0 dt
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De acordo com a equação (4.1), essa integral é a transformada de Fourier da fun-
ção h(t) para f = n/T0, e dessa forma

(HT0)n = 1
T0
H( n

T0
) (4.17)

Comparando as equações (4.16) e (4.17), tem-se que

HT0(f) =
+∞∑

n=−∞
(HT0)n δ

(
f − n

T0

)
(4.18)

Ou seja, a transformada de Fourier de uma função periódica tem os mesmos coefi-
cientes que a sua série de Fourier. Esse resultado pode ser encontrado em Brigham
(1974, p. 78) e Bracewell (1978, p. 206)

4.1.8 A Transformada de Fourier Discreta

Neste trabalho, o modo escolhido para transformar dados digitalizados do domínio
do tempo para o domínio da frequência foi a Transformada de Fourier Discreta, ou
DFT (Discrete Fourier Transform). Para uma série de N elementos, gk = g(kT ), os
elementos Gn = G(n/NT ) da DFT são obtidos por meio da equação:

G
(
n

NT

)
=

N−1∑
k=0

g(kT )e−i2πnk/N . (4.19)

De posse dos elementos da DFT, é possível obter os elementos gk da série temporal
por meio da Transformada de Fourier Inversa, ou IDFT (Inverse Discrete Fourier
Transform):

g(kT ) = 1
N

N−1∑
n=0

G
(
n

NT

)
ei2πnk/N . (4.20)

Antes de usar a DFT para calcular os espectros necessários para resolver o ten-
sor MT, é importante entender como os elementos G

(
n/(NT )

)
da DFT se relacio-

nam com a transformada de Fourier G(f).

O primeiro passo para a obtenção da série temporal é a amostragem, obtida por
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meio do produto g(t) ·X∆(t), que, no domínio do tempo, vai resultar em:

g(t) ·X∆(t) = g(t) ·
+∞∑

n=−∞
δ(t− n∆)

=
+∞∑

n=−∞
g(t)δ(t− n∆)

=
+∞∑

n=−∞
g(n∆)δ(t− n∆) (4.21)

Usando o teorema da convolução, representado na equação (4.15), e a transformada
de Fourier da função X∆(t), fornecida pela equação (4.12), tem-se no domínio da
frequência:

F {g(t) ·X∆(t)} = 1
∆G(f) ∗X 1

∆
(f)

A equação (4.14) vai fornecer o resultado da convolução

F {g(t) ·X∆(t)} = 1
∆

+∞∑
n=−∞

G
(
f − n

∆

)
(4.22)

Essa operação está representada na figura 4.2.

Neste ponto é importante observar o que acontece com o espectro depois que a sé-
rie foi digitalizada. A linha tracejada no domínio da frequência da terceira linha
da figura 4.2 representa a repetição do espectro original devido à convolução com
a função X1/∆. Esse processo é semelhante à extensão periódica descrita na se-
ção 4.1.7. Com a diferença de que naquela seção a função original estava limitada
no tempo; enquanto no presente caso a função não é limitada por banda. Por essa
razão, as frequências se sobrepõem e o espectro apresenta aliasing. A presença de
aliasing no domínio da frequência é consequência da discretização no domínio do
tempo e sempre ocorrerá quando o espectro original não for limitado por banda ou
a amostragem no período do tempo for realizada a uma frequência inferior à taxa
de Nyquist descrita na seção 4.1.6.

O teorema da amostragem afirma que se o espectro for nulo para frequências acima
de fc = 1/(2∆) é possível reconstruir o espectro original. Essa frequência é conhecida
como a frequência de Nyquist, que a partir deste ponto será denotada por f(N). A
frequência de Nyquist é a maior frequência na qual é possível calcular o espectro
sem que ocorra aliasing.
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Figura 4.2 - Amostragem de uma função contínua. A coluna da esquerda representa as
funções no domínio do tempo e a da direita as transformadas de Fourier no
domínio da frequência. Adaptado de Brigham (1974, fig. 6-2)

Há duas maneiras de diminuir o efeito do aliasing na análise espectral de séries
temporais: a primeira consiste em aumentar a taxa de aquisição 1/∆, elevando
assim a frequência de início do aliasing, enquanto a segunda consiste em utilizar um
filtro de passa-baixa, minimizando a influência das frequências acima da frequência
de Nyquist. No caso dos sinais MT, é comumente utilizado um filtro passa-baixa
embutido nos dispositivos de aquisição de dados.

O produto g(t) ·X∆(t) fornece uma série digitalizada, porém com um número infi-
nito de pulsos. A obtenção dessa série em um caso prático levaria um intervalo de
tempo infinito, o que não é factível. Dessa forma, é necessário limitar esse produto
para um determinado intervalo de tempo. Por conveniência, esse intervalo de tempo
é estabelecido de forma que o primeiro pulso tenha índice n = 0 e o último seja
o índice n = N − 1, resultando um intervalo com N pulsos. Isso é feito multipli-
cando o resultado da equação (4.21) pela função retangular definida na equação (4.4)
com T0 = N∆. Dessa forma, o produto ganha mais um fator no domínio do tempo,
resultando em:

g(t) ·X∆(t) ·
l

T0
(t) =

N−1∑
n=0

g(n∆)δ(t− n∆) (4.23)
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Figura 4.3 - Limitação no tempo de uma função digitalizada. A coluna da esquerda re-
presenta as funções no domínio do tempo e a da direita as transformadas de
Fourier no domínio da frequência. Adaptado de Brigham (1974, fig. 6-2)

Fazendo uso novamente do teorema do convolução, e lembrando que a equação (4.6)
fornece a transformada de Fourier da função retangular, tem-se que

F
{
g(t) ·X∆(t) ·

l
T0

(t)
}

= G(f) ∗X 1
∆
∗F

{l
T0

}
(4.24)

O resultado dessa operação está ilustrado na figura 4.3.

A primeira observação relevante é que mesmo depois da discretização e da limitação
no tempo, a transformada de Fourier ainda é uma função contínua. A segunda é
o efeito da limitação da série temporal causado pela função retangular. Quando se
seleciona o intervalo de tempo, limita-se o conjunto de frequências capazes de serem
representadadas no domínio da frequência, o que causa o vazamento (leakage) do
espectro.

A função retangular pertence a um conjunto de funções conhecidas como tapers. Os
tapers são usados para delimitar no tempo a série temporal, mas, devido à convo-
lução da transformada de Fourier dos tapers, a transformada de Fourier da função
original torna-se ligeiramente perturbada (apresenta oscilações). Não é possível eli-
minar completamente o efeito do taper sobre o espectro da série temporal, mas
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Figura 4.4 - Digitalização no domínio na frequência. A coluna da esquerda representa as
funções no domínio do tempo e a da direita as transformadas de Fourier no
domínio da frequência. Adaptado de Brigham (1974, fig. 6-2)

esse efeito pode ser significativamente reduzido escolhendo um taper onde a energia
do espectro se concentra em seu lóbulo central. O taper utilizado neste trabalho é
descrito com mais detalhes na seção 4.1.12.1.

O último passo para digitalizar a transformada de Fourier é a discretização no do-
mínio das frequências, o que é feito utilizando a extensão periódica apresentada na
seção 4.1.7. O uso da extensão periódica também explica o deslocamento de ∆/2
nos limites da função retangular como mostrada na segunda linha da figura 4.3.
Caso a função retangular iniciasse em 0, o pulso localizado em N∆ seria incluído, o
que resultaria em aliasing no domínio do tempo. Isso pode ser conferido na terceira
linha da figura 4.4.

Para obter a extensão períodica da função representada na equação (4.23) pode-
se calcular a convolução dela com T0XT0(t) e atribuir o resultado à função g̃(t).
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Utilizando a equação (4.14) para obter o resultado da convolução, tem-se que:

g̃(t) = g(t) ·X∆(t) ·
l

T0
(t) ∗ (T0XT0(t))

= T0

+∞∑
l=−∞

N−1∑
m=0

g(m∆)δ(t−m∆− lT0) (4.25)

Observando a primeira linha na figura 4.4 verifica-se que, no domínio do tempo,
tem-se uma função limitada. Como na seção 4.1.7 foi verificado que a série e a
transformada de Fourier desse tipo de função são compostas pelos mesmos elementos,
a equação (4.2) pode ser usada para obter os coeficientes G̃n da série de Fourier da
equação (4.25)

G̃n = 1
T0

∫ T0−∆/2

−∆/2
T0

+∞∑
l=−∞

N−1∑
m=0

g(m∆)δ(t−m∆− lT0)e−i2πnt/T0 dt

O único l dentro do intervalo de integração é l = 0 e portanto

G̃n =
∫ T0−∆/2

−∆/2

N−1∑
m=0

g(m∆)δ(t−m∆)e−i2πnt/T0 dt

=
N−1∑
m=0

g(m∆)
∫ T0−∆/2

−∆/2
δ(t−m∆)e−i2πnt/T0 dt

=
N−1∑
m=0

g(m∆)e−i2πnm∆/T0

e como T0 = N∆

G̃n =
N−1∑
m=0

g(m∆)e−i2πnm/N (4.26)

De posse dos coeficientes da série de Fourier fornecidos pela equação (4.26) pode-se
utilizar a equação (4.18) para calcular a transformada de Fourier de g̃(t)

G̃(f) = F {g̃}

=
+∞∑

n=−∞
G̃nδ

(
f − n

T0

)

=
+∞∑

n=−∞

N−1∑
m=0

g(m∆)e−i2πnm/Nδ
(
f − n

T0

)
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Resta mostrar que a última equação é periódica. Ao verificar que a equação tem
período N/T0 fica claro que basta calcular os N elementos da série para obter os
demais por extensão periódica. Adotando um l natural, obtem-se:

G̃

(
f + lN

T0

)
=

+∞∑
n=−∞

N−1∑
m=0

g(m∆)e−i2πnm/Nδ
(
f + lN

T0
− n

T0

)

=
+∞∑
r=−∞

N−1∑
m=0

g(m∆)e−i2π(r+lN)m/Nδ
(
f − r

T0

)

=
+∞∑
r=−∞

N−1∑
m=0

g(m∆)e−i2πrm/Ne−i2πlmδ
(
f − r

T0

)

Como l e m são naturais, e−i2πlm = 1

G̃

(
f + lN

T0

)
=

+∞∑
r=−∞

N−1∑
m=0

g(m∆)e−i2πrm/Nδ
(
f − r

T0

)
= G̃(f)

A Figura 4.5 mostra na primeira linha a transformada de Fourier original, onde g(t)
é uma função contínua no tempo. Na segunda linha encontra-se a sua versão discre-
tizada e limitada a um intervalo de tempo finito e a sua respectiva transformada de
Fourier. A questão ainda por responder é se essa representação é adequada. Ou seja,
se é possível afirmar que a transformada de Fourier discreta da segunda linha da
segunda coluna é uma boa representação da sua transformada da função contínua de
onde originaram seus dados. No caso mostrado nesta seção é evidente que essa é uma
representação inadequada. O efeito de aliasing devido à amostragem no domínio do
tempo e, os vazamentos das frequências devido ao curto intervalo de tempo (apenas
4 amostras) utilizado para gerar esse exemplo, criaram estruturas que impedem a
identificação entre as transformadas de Fourier contínuas e discretas. Esse fato já
era esperado, pois no domínio do tempo não é possível reconhecer a função contínua
na sua representação discreta.

4.1.8.1 A Transformada Rápida de Fourier

O número de operações necessárias para calcular a transformada de Fourier discreta
da forma direta é proporcional a N2. A melhor maneira de calcular a Transformada
de Fourier Discreta é utilizando a Transformada Rápida de Fourier (FFT), cujo
número de operações necessárias para o cálculo é proporcional a N log2N . Observe-
se que a FFT não é um tipo diferente de transformada, mas apenas um método

31



0

g

0

G

0 NΔ

t

g~

−
N

T0

0 N

T0

f

G~
Figura 4.5 - Comparação da transformada de Fourier de uma função contínua e de sua

transformada de Fourier Discreta. A coluna da esquerda representa as funções
no domínio do tempo e a da direita as transformadas de Fourier no domínio
da frequência. Adaptado de Brigham (1974, fig. 6-2)

engenhoso e altamente eficiente de reagrupar os cálculos dos coeficientes de uma
DFT, tornando-a muito mais rápida. Para calcular a FFT neste trabalho foi utilizada
a biblioteca FFTW3 (FRIGO; JOHNSON, 2005) implementada em linguagem C.

4.1.9 O Modelo Autorregressivo

Antes de descrever o modo de obter os espectros das séries temporais, vamos descre-
ver os modelos autorregressivos. Esses modelos são importantes neste trabalho pois
são utilizados na etapa de pré-branqueamento e como certificação da implementa-
ção dos algoritmos dos espectros não-paramétricos. Como o modelo autorregressivo
fornece um espectro de forma analítica, é possível realizar essa certificação compa-
rando o resultado da implementação dos métodos não-paramétricos com o resultado
esperado pelo modelo autorregressivo.

O modelo autorregressivo é um dos modelos usados em métodos paramétricos. Uma
série regressiva de ordem p é representada como AR(p) e descrita pela relação:

ut = φ1,put−1 + φ2,put−2 + · · ·+ φp,put−p + εt,

em que φ1,p, φ2,p, . . . , φp,p são coeficientes fixos e εt representa um ruído branco com
média zero e variância σ2

p (PERCIVAL; WALDEN, 1993, p. 392).

Ruídos brancos são processos cuja densidade espectral é a mesma para todas as
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frequências. O nome é uma analogia com a luz branca que é o resultado da com-
posição de todas as cores (PERCIVAL; WALDEN, 1993, p. 16). O ruído branco é um
processo puramente aleatório e é definido como uma sequência de variáveis aleatórias
não correlacionadas (BROERSEN, 2006).

A função de densidade espectral para um processo AR(p) estacionário é dada por:

S(f) =
σ2
p∆∣∣∣∣∣∣1−

p∑
j=1

φj,pe
−i2πfj∆

∣∣∣∣∣∣
2 , |f | < f(N) (4.27)

onde f(N) é a frequência de Nyquist.

Como exemplo, vai-se usar uma série AR(4) apresentada em Percival e Walden
(1993, p. 46):

ut = 2.7607ut−1 − 3.8106ut−2 + 2.6535ut−3 − 0.9238ut−4 + εt. (4.28)

Uma possível concretização para essa série esta representada na figura 4.6. A série
foi gerada com 512 pontos e, como fonte de ruído branco, foi utilizado um gerador
de números aleatórios com distribuição normal, média igual a 0 e variância igual a 1.
Assumindo que a série foi obtida com intervalo de amostragem de 1 s, a função densi-
dade espectral para esse modelo, de acordo com a equação (4.27), está representada
na figura 4.7.

t

u(
t)

−60
−40
−20

0
20
40
60

100 200 300 400 500

Figura 4.6 - Concretização de uma ocorrência de série AR(4) descrita na equação (4.28)
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4.1.10 Remoção dos Efeitos de Longo Período

Agora que já foram vistos os efeitos que a digitalização tem sobre a transformada de
Fourier e já se tem um modelo para usar como critério de qualidade dos resultados
dos métodos não paramétricos, vai-se descrever as etapas realizadas para a obtenção
dos espectros.

Antes de se efetuar o cálculo dos espectros, deve-se remover os efeitos de longo
período da série (CHAVE; THOMSON, 2004; OETTINGER et al., 2001; BANKS, 1998;
LARSEN et al., 1996), o que é feito removendo qualquer tendência linear dos dados.
Essa tendência linear é calculada por meio do método de mínimos quadrados.

Seja u′t um elemento da série que representa uma das componentes dos canais E
ou B. O ajuste é realizado de tal forma que u′t = β0 + β1t. De acordo com o método
dos mínimos quadrados, as estimativas β̂0 e β̂1 para os parâmetros dos ajustes (WEIS-

BERG, 1985, p. 10) são dadas por:

β̂1 =
∑(u′t − ū′)

∑(t− t̄)∑(t− t̄)2

β̂0 = ū′ − β̂1t̄

onde ū′ = (1/(N + p))∑N+p
t=1 u′t é a média da série u′t.

A série livre da tendência linear corresponde aos resíduos do ajuste de mínimos
quadrados ut = u′t − û′t, com û′t = β̂0 + β̂1t. Vale notar que a média da série ut é
zero.
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4.1.11 Pré-branqueamento

Quando uma série temporal é discretizada, o seu espectro S(f) pode ser calculado
apenas para um conjunto discreto e limitado de frequências. Para uma série temporal
com N elementos e intervalo de aquisição ∆, o seu espectro é calculado para as
frequências fk = k/(N∆) com k = 0, . . . , N/2. Quando o sinal tem uma componente
com uma frequência que não pertence a esse conjunto, sua energia vaza para todas
as frequências do conjunto, de tal forma que quanto maior a amplitude do sinal
maior o vazamento para as frequências adjacentes.

O pré-branqueamento diminui o processo de vazamento (leakage) reduzindo a exten-
são dinâmica do espectro (PERCIVAL; WALDEN, 1993, p. 203). A extensão dinâmica
é uma maneira de caracterizar o espectro e é definida como:

10 log10

(
max S(f)
minS(f)

)
.

Em nosso caso, o pré-branqueamento da série é feita por meio de um ajuste de um
modelo autorregressivo (AR). Para uma série temporal ut com ` = N +p elementos,
o modelo AR atua como um filtro linear e a sua saída é uma série −→e t(p) com
N elementos conhecidos como erros de prognóstico adiantado (forward prediction
error)

−→e t(p) ≡ ut − φ̂1,put−1 − · · · − φ̂p,put−p, t = p+ 1, . . . , ` (4.29)

onde φ̂1,p, φ̂2,p, . . . , φ̂p,p são as estimativas para os coeficientes da série AR.

Cabe aqui uma advertência quanto ao número de coeficientes p escolhidos para
a modelagem. Se p for grande, a modelagem é boa, mas, após a filtragem, restam
poucos elementos para a obtenção do espectro usando os métodos não-paramétricos.
Isso vai resultar em um espectro de baixa qualidade. Neste trabalho estabeleceu-se
um limite de p/` = 5%.

Além dos erros de prognóstico adiantado, pode-se definir os erros de prognóstico
atrasado (backward prediction error), os quais são usados para estimar os coeficientes
da série AR usando o método de Burg.

←−e t(p) ≡ ut − φ̂1,put+1 − · · · − φ̂p,put+p, t = p+ 1, . . . , ` (4.30)
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4.1.11.1 Estimativas dos Coeficientes da Série AR

Na seção 4.1.9 foi descrito o modelo autorregressivo e como obter o seu espectro por
meio dos parâmetros φ1,p, . . . , φp,p. Nesta seção vai se descrever como estimar esses
parâmetros a partir da série temporal ut utilizando o método de Burg.

O método de Burg procura minimizar os erros de prognóstico atrasado e adiantado,
e, ao mesmo tempo, satisfazer as relações de Levinson-Durbin (PERCIVAL; WALDEN,
1993, p. 400)

−→e t(k) = −→e t(k − 1)− θk←−e t−k(k − 1),

em que θk é uma constante a ser determinada.

As estimativas dos coeficientes da série autorregressiva são calculadas usando o mé-
todo de Burg, de acordo com o algoritmo descrito em Percival e Walden (1993,
p. 452).

Os valores do passo 0 encontram-se em Percival e Walden (1993, p. 417). A partir do
passo 1 as estimativas para os coeficientes da série AR são obtidas recursivamente
para k = 1, . . . , p

0) −→e t(0) ≡ ut, ←−e t(0) ≡ ut e σ̂2
0 ≡

1
`

∑̀
t=1

u2
t ` = N + p

1) Ak = ∑̀
t=k+1

−→e 2
t (k − 1) +←−e 2

t−k(k − 1)

2) Bk = 2 ∑̀
t=k+1

−→e t(k − 1)←−e t−k(k − 1)

3) φ̂k,k = Bk/Ak

4) −→e t(k) = −→e t(k − 1)− φ̂k,k←−e t−k(k − 1), k + 1 ≤ t ≤ `

5) ←−e t−k(k) =←−e t−k(k − 1)− φ̂k,k−→e t(k − 1), k + 1 ≤ t ≤ `

6) φ̂j,k = φ̂j,k−1 − φ̂k,kφ̂k−j,k−1, 1 ≤ j ≤ k − 1

7) σ̂2
k = σ̂2

k−1(1− φ̂2
k,k)

4.1.12 Espectro Direto

Para evitar viés (bias) nos espectros, o cálculo direto (PERCIVAL; WALDEN, 1993,
p. 206) multiplica a série temporal por um taper ht antes de calcular a transformada
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de Fourier discreta. Esse é dado por

S(d)
u (f) = ∆t

∣∣∣∣∣
N∑
t=1

htute
−i2πft∆t

∣∣∣∣∣
2

(4.31)

Para os espectros cruzados das séries u e v, é usado:

S(d)
uv (f) = ∆t

(
N∑
t=1

htute
−i2πft∆t

)∗ ( N∑
t=1

htvte
−i2πft∆t

)
(4.32)

onde ∗ denota o operador complexo conjugado.

4.1.12.1 O Taper DPSS

O taper DPSS (Discrete Prolate Spheroidal Sequences) é o que tem maior concen-
tração de energia no intervalo de frequência [−W,W ] para uma série com N ele-
mentos (PERCIVAL; WALDEN, 1993, p. 378). Como mostrado durante a discussão da
figura 4.3, essa é uma propriedade importante para minimizar os efeitos do vaza-
mento do espectro.

Os elementos ht,k do taper são os autovetores da matriz tridiagonal simétrica cujos
elementos da diagonal principal são:

[(N − 1− 2t)/2]2 cos(2πW ), t = 0, . . . , N − 1

e os elementos das diagonais adjacentes são:

t(N − 1)/2, t = 1, . . . , N − 1

O cálculo dos autovetores pode ser feito por meio das funções dstebz e dstein da
biblioteca LAPACK (ANDERSON et al., 1999).

A figura 4.8 ilustra um exemplo do taper DPSS obtido a partir da biblioteca LAPACK.

4.1.12.2 Efeito da Largura de Banda

O largura W do lóbulo central do taper é o principal fator no controle do vazamento
do espectro. Se for muito pequeno, pode não ser suficiente e a energia dos picos do
espectro continuará vazando para as frequências onde a energia é mais baixa. Se for
muito alto, o espectro fica distorcido e o sinal natural é substituido por estruturas
artificiais.
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Figura 4.8 - Taper DPSS de ordem 0, com N = 1024 elementos e largura de banda NW =
1

A figura 4.9 ilustra esse efeito sobre a série AR(4) obtida por meio da equação (4.28).
Para uma série com N elementos, a largura de banda W é escolhida de modo que o
seu produto NW resulte em um pequeno número inteiro positivo. Para a concretiza-
ção da série AR(4), com N = 512 pontos, o taper com produto NW = 1 se mostrou
incapaz de evitar o vazamento do espectro. Para essa série, o vazamento é melhor
contido com o taper com produto NW = 2. Já para a concretização com N = 1024
pontos, o taper com produto NW = 1 foi suficiente para evitar o vazamento para as
frequências mais altas. Em ambas as concretizações, é possível observar que, quando
o produto NW atinge valores mais elevados, o espectro apresenta estruturas que não
estão contidas no espectro original.

4.1.13 Espectro Suavizado

O espectro direto resolve o problema do viés, mas os espectros calculados geral-
mente apresentam uma variância elevada. Uma maneira de diminuir a variância é
fazer uma média dos espectros em frequências próximas a cada uma das frequências
alvo (PERCIVAL; WALDEN, 1993, p. 235). Se o espectro varia lentamente, em torno
de uma frequência fk deve existir uma vizinhança de tamanho 2M + 1, de modo
que:

S(fk−M) ≈ · · · ≈ S(fk) ≈ · · · ≈ S(fk+M)

para algum M > 0. Se admitirmos que o espectro Sf pode ser estimado por meio
do espectro direto Ŝ(d) definido na equação (4.31), pode-se calcular a média dos
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Figura 4.9 - A linha preta mais espessa representa o espectro obtida a partir da equa-
ção (4.27). A linha vermelha é o espectro obtido a partir dos elementos de
cada uma das realizações da série AR(4). A coluna da esquerda contém os
espectros para uma série com N = 512 pontos, a da direita os espectros com
N = 1024 pontos. As caixas em destaque à direita indicam os valores para
NW do taper DPSS.
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espectros nessa região e atribuí-la ao espectro de fk:

S̄(fk) ≡
1

2M + 1

M∑
j=−M

Ŝ(d)(fk−j)

Essa média pode ser generalizada com o uso de uma média ponderada

S̄(fk) ≡
M∑

j=−M
gjŜ

(d)(fk−j), com fk ≡
k

N∆

onde os pesos gj são simétricos, ou seja g−j = gj, e gM 6= 0 (PERCIVAL; WALDEN,
1993, p. 236).

O estimador acima está definido para um conjunto discreto de frequências, mas como
o estimador Ŝ(d) é definido para todas as frequências no intervalo f ∈ [−f(N), f(N)],
é possível usar uma janela de retardo (lag window) contínua Wm(f) no lugar dos
pesos discretos gj (PERCIVAL; WALDEN, 1993, p. 239). Dessa forma, fica definido o
estimador para o espectro suavizado Ŝ(lw):

Ŝ(lw)(f̃k) = 1
2N∆

N∑
j=−(N−1)

Wm(f̃j)Ŝ(d)(f̃k−j) (4.33)

onde f̃k ≡ k/(2N∆) estabelece um conjunto de frequências com o dobro das frequên-
cias de Fourier fk = k/(N∆).

A janela de retardo utilizada foi a janela Parzen (PERCIVAL; WALDEN, 1993, p. 265),
dada por

wτ,m =


1− 6(τ/m)2 + 6(|τ |/m)3, |τ | ≤ m/2;

2(1− |τ |/m)3, m/2 < |τ | ≤ m;

0, |τ | > m.

Para m par, a representação espectral da janela Parzen é dada por:

Wm(f) =


4∆[3− 2 sin2(πf∆)]

m3

(
sin(mπf∆/2)

sin(πf∆)

)4

f 6= 0;
3m∆

4 f = 0
(4.34)

A expressão da função Wm(f) para f 6= 0 tem uma singularidade em f = 0. A
expressão Wm(f = 0) = limf→0Wm(f 6= 0) = 3m∆/4 garante a continuidade da
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função Wm(f).

Para exemplificar o efeito do parâmetro m da janela Parzen, utilizou-se a série
temporal AR(4) representada na figura 4.6. A janela Parzen foi usada para suavizar
o espectro direto obtido por meio da equação (4.31), onde foi aplicado o taper DPSS
de ordem 0 e largura de banda NW = 2 descrito na seção 4.1.12.1. Os resultados
podem ser conferidos na figura 4.10.

A parte inferior dos gráficos é ocupada com uma linha fina e escura que é a represen-
tação espectral da janela Parzen. Essa janela é simétrica e o seu lóbulo central atinge
o seu máximo em f = 0. No gráfico, o lóbulo central foi deslocado para f = 1/8
para que ficasse localizado entre os picos gêmeos do espectro da série AR(4). Dessa
forma, é facilitada a visualização do efeito que o parâmetro m exerce sobre essa es-
trutura. A linha vermelha representa o espectro suavizado e a linha escura e espessa
representa o espectro da série calculado a partir da equação (4.27).

O lóbulo central da janela de retardo tem um papel fundamental na suavização do
espectro. Quanto maior for a largura do lóbulo, maior será a influência do valor
das frequências vizinhas durante o cálculo da convolução. Isso torna o espectro mais
suave e diminui sua variância. Por outro lado, porém, destroem-se as estruturas mais
estreitas do espectro. Esse fenômeno está bem exemplificado na figura 4.10.

Lembrando que a série AR(4) é composta de N = 512 pontos, temos que, a janela
com parâmetro m = N/2 = 256 é a que tem o lóbulo central mais estreito. Con-
sequentemente, o espectro obtido por meio dessa janela é o que apresenta maior
variância. Para m = N/4 = 128, a largura do lóbulo central dobra, e o espectro fica
mais suave. Para m = N/8 = 64, a largura do lóbulo central é proxima da distância
entre os picos gêmeos e fica claro como essa estrutura é deformada após a convolu-
ção. Para essa janela também fica claro o viés para elevar o valor do espectro para
as frequências mais altas, onde o valor do espectro é menor. Por outro lado, para as
frequências mais baixas, esse viés não é observado. Para m = N/16 = 32, os picos
gêmeos não podem mais ser percebidos e o espectro assume um claro viés de alta,
tanto para as frequências altas quanto para as mais baixas.

A escolha do valor mais adequado para m envolve uma opção entre a necessidade
de destacar a estrutura do espectro e a de diminuir sua variância. Para uma escolha
objetiva do valor de m é necessário o conhecimento prévio da largura dos espectros
que se deseja obter, o que raramente acontece no caso dos espectros analisados no
método MT.
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Figura 4.10 - Influência do parâmetro m da janela Parzen sobre o espectro da série AR(4).
O valor dem está inserido nas caixas em destaque à direita de cada gráfico. A
linha em vermelho é a estimativa da densidade espectral suavizada e a linha
escura é a função densidade espectral da série. Na parte inferior de cada
gráfico se encontra a janela Parzen no domínio das frequências. Adaptado
de Percival e Walden (1993, fig. 275)
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4.1.14 Pós-coloração

O pré-branqueamento descrito na seção 4.1.11 atua como um filtro linear cuja res-
posta é necessário corrigir no espectro. A relação entre o auto-espectro Su(f) da
série u e o auto-espectro Se(f) dos erros de prognóstico adiantado −→e t(p), definidos
na equação (4.29), é dada por:

Su(f) = Se(f)∣∣∣∣∣∣1−
p∑
j=1

φ̂j,pe
−i2πfj∆

∣∣∣∣∣∣
2

4.1.15 Cálculo dos Espectros

Nesta seção apresenta-se apenas um breve sumário das seções anteriores.

O primeiro passo para o cálculo dos espectros é obter, com as medidas experimentais
de campo, as séries temporais das componentes dos campos E e B. Em seguida,
são calculados os auto-espectros e os espectros cruzados para todas as combinações
possíveis das cinco componentes. Tomando como exemplo duas dessas componentes,
aqui representadas pelas séries u′t e v′t, deve-se inicialmente remover a tendência de
longo período, como descrita na seção 4.1.10. Dessa forma, obtém-se as séries ut e vt.
Em seguida, as séries são ajustadas a uma série autorregressiva usando o método
de Burg descrito na seção 4.1.11.1 (processo de pré-branqueamento) e calculados os
erros de prognóstico adiantado para as séries −→e u(p) e −→e v(p). Após, são calculados
os espectros diretos Ŝ(d)

−→e u
−→e v

(f), usando a equação (4.32). De posse do espectro direto,
o espectro suavizado Ŝ(lw)

−→e u
−→e v

(f) é calculado conforme descrito na seção 4.1.13. Para
obter o espectro final corrigido das séries é realizada a pós-coloração, como descrito
na seção 4.1.14, adotando o estimador

Ŝ(pc)
u,v (f) ≡

Ŝ
(lw)
−→e u
−→e v

(f)1−
p∑
j=1

φ̂
(u)
j,p e

−i2πfj∆t

∗1−
p∑
j=1

φ̂
(v)
j,pe
−i2πfj∆t



O último passo envolve a correção da influência dos vários circuitos e componentes
eletrônicos dos instrumentos utilizados nas medidas de campo. Isso é feito por meio
de arquivos de configuração e funções de transferência fornecidos pelos fabricantes,
mas também podem depender de variáveis usadas nas medidas, como por exemplo
a distância entre os eletrodos para as medidas do campo elétrico. Todos os efeitos

43



dos instrumentos são armazenados nas funções de transferência Fu(f) e Fv(f) e o
espectro final é dado pela expressão:

Ŝu,v(f) =
Ŝ(pc)
u,v (f)
F ∗uFv

(4.35)

4.2 Obtendo o tensor magnetotelúrico

4.2.1 Mínimos Quadrados

Para obter o tensor magnetotelúrico definido na equação (3.11) utilizando o sinal
natural medido, vai-se considerar que os canais magnéticos estejam bem estabeleci-
dos e que o canal elétrico apresente um erro de sinal aleatório ε de valor esperado
E(ε) = 0 e covariância Cov(ε) = σ2I, sendo I a matriz identidade. Dessa forma:

E = ZB + ε (4.36)

O método dos mínimos quadrados fornece o valor de Z que minimiza a soma dos
quadrados dos resíduos, ou seja, fornece um Ẑ que minimiza, expresso como:

min
Ẑ

∑
|E−BẐ|2.

A estimativa de Ẑ obtida pelo método dos mínimos quadrados para a equação (4.36)
é dada por:

Ẑ = (B†B)−1(B†E), (4.37)

em que † é o operador hermitiano, ou seja, B† = (B∗)ᵀ, onde B∗ é o complexo
conjugado de B, e Bᵀ a sua transposta.

A estimativa dos resíduos é obtida por:

r̂ = E−BẐ

e a da variância de ε vale:
σ̂2 =

∑ r̂†r̂
n− q

,

Em que n− q é o número de graus de liberdade da regressão. Para o caso do método
MT, tem-se que q = 2.

O desvio padrão das componentes do tensor-MT é fornecido pela diagonal principal
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da matriz de covariância, dada por:

Cov Ẑ = σ̂2(B†B)−1 (4.38)

4.2.2 Detecção de Valores Anômalos

Para se obter os componentes do tensor MT Z, supõe-se que os sinais magnetote-
lúricos tenham distribuição gaussiana. No entanto, os sinais naturais estão sujeitos
a várias influências que resultam em valores anômalos e pontos de influência que
fogem da distribuição gaussiana. Nesse caso, para obter uma estimativa confiável do
tensor MT, inicia-se pela identificação dos dados sujeitos a essas influências.

Para se identificar esses dados, é feita a análise dos resíduos de um ajuste robusto
(ROUSSEEUW; LEROY, 2003, seção 6.6a). Para isso, é aqui empregado o estimador
LMS. Esse estimador é resistente tanto a valores anômalos quanto a pontos de
influência e tem um limite de ruptura (breakdown point) de 50% (ROUSSEEUW;

LEROY, 2003, seção 6.4, teorema 2), que é o maior possível para qualquer estimador.

4.2.3 Comparação da estimativa de Mínimos Quadrados com o estima-
dor LMS

O método dos mínimos quadrados assume que as incertezas das variáveis indepen-
dentes seja nula. Além disso, caso a incerteza da variável dependente tenha distribui-
ção com média zero e variância constante, o método dos mínimos quadrados fornece
uma estimativa de máxima verossimilhança.

Para ilustrar o que acontece quando essas condições não são cumpridas será usado
um modelo linear definido como y = 10x.

As observações que não estão de acordo com a distribuição da variável dependente y
são chamadas de valores anômalos (outliers). Na figura 4.11(a), o valor anômalo é o
ponto (3, 80) destacado em vermelho. Como o valor da variável independente x = 3
está próximo da média x̄ = 4, esse ponto tem pouca influência sobre o coeficiente
angular da reta, sendo seu maior efeito a elevação do valor do coeficiente linear.

As observações com grandes erros nas variáveis independentes x são chamadas de
pontos de influência (leverage points). Na figura 4.11(b), o ponto de influência é
o ponto (24, 10) destacado em vermelho. Como o valor da variável independente
x = 24 é substancialmente maior que a média, esse ponto tem grande influência

45



x

y

20

30

40

50

60

70

80

●

●

●

●

●

●

●●

1 2 3 4 5 6 7

Valor anômalo
(a)

x

y

10

20

30

40

50

60

70

●

●

●

●

●

●

●●

5 10 15 20

Ponto de influência
(b)

Figura 4.11 - Efeito de um valor anômalo (a) e de um ponto de influência (b) sobre a
estimativa de uma regressão de mínimos quadrados

sobre a inclinação da reta, exibindo um efeito de alavanca sobre a regressão.

Neste trabalho propõe-se utilizar o regressor LMS (ROUSSEEUW, 1984), o qual não é
um estimador de máxima verossimilhança como o regressor de mínimos quadrados;
mas é resistente a valores anômalos e pontos de influências comuns na análise de
dados magnetotelúricos.

Para ilustrar um modo de obter o estimador LMS, vai-se demonstrar como obter os
parâmetros a e b de uma reta y = ax+b, com os valores ilustrados na figura 4.11(a).
Nesse caso, o objetivo do estimador LMS é obter as estimativas para os parâmetros â
e b̂ que forneçam a menor mediana para os quadrados dos resíduos r̂2 = (y− (âx +
b̂))2, considerando os dados representados pelos vetores x e y. Ou seja, significa
encontrar

min
â,b̂

(y− (âx + b̂))2 (4.39)

Não existe uma fórmula analítica para obter a solução da equação 4.39, de modo
que será usado o algoritmo descrito em Rousseeuw e Leroy (2003, capítulo 5).

A primeira etapa é escolher dois pontos e calcular a equação da reta que passa por
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Figura 4.12 - Resultado de 2 iterações de uma regressão LMS

esses pontos. Para os pontos i e j de coordenadas (xi, yi) e (xj, yj) tem-se que

âi,j = yj − yi
xj − xi

b̂i,j = yixj − yjxi
xj − xi

A figura 4.12 ilustra as retas obtidas na primeira etapa em duas iterações distintas.
Na primeira iteração foram escolhidos os pontos de abscissas xi = 5 e xj = 7 e na
segunda iteração os pontos de abscissas xi = 2 e xj = 4.

A segunda etapa consiste em obter os resíduos da reta escolhida

r̂i,j = y− (âx + b̂)

Na figura 4.12 os resíduos são representados pelas retas verticais pontilhadas.

Finalmente, calcula-se a mediana dos quadrados dos resíduos

mi,j = med(r̂2
i,j)

É importante observar que, por construção, os resíduos para os pontos i e j são
iguais a zero e devem ser excluídos do cálculo da mediana.

Essas três etapas são repetidas para todos os pares de pontos e a estimativa para os
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Figura 4.13 - Estimativa do regressor LMS para os pontos da figura 4.11

parâmetros da reta vai ser aquela que apresentar a menor mediana, ou seja

â = âi,j b̂ = b̂i,j com min
i,j

med r̂2
i,j

A figura 4.13 apresenta as estimativas do regressor LMS para os vetores contamina-
dos com um valor anômalo e um ponto de influência.

4.2.4 Uso do estimador LMS no tensor MT

A equação (4.36) fornece relações entre os sinais MT na forma matricial. Essas
relações podem ser explicitadas algebricamente como:

Ex = ZxxBx + ZxyBy + ε

Ey = ZyxBx + ZyyBy + ε,

em que ε representa um ruído nos canais elétricos.

O regressor LMS foi descrito na seção 4.2.3 para a regressão linear simples. Para
o método MT, o objetivo do regressor LMS é encontrar uma estimativa para os
elementos do tensor magnetotelúrico que minimizam o módulo da mediana dos resí-
duos nas componentes horizontais do canal elétrico. Esse critério pode ser explicitado
como

min
Ẑxx,Ẑxy

med |r̂(Ex)| (4.40)
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e
min

Ẑyx,Ẑyy

med |r̂(Ey)| (4.41)

com,
|r̂(Ex)| = |Ex − (ẐxxBx + ẐxyBy)|

e
|r̂(Ey)| = |Ey − (ẐyxBx + ẐyyBy)|

Da mesma forma que para a relação linear da seção 4.2.3, não há uma fórmula
analítica capaz de fornecer os valores do tensor magnetotelúrico que satisfaçam as
equações (4.40) e (4.41). Para obter esses valores, o algoritmo deve ser adaptado
para obter os elementos do tensor magnetotelúrico e os resíduos associados aos
canais elétricos.

Durante a análise das séries temporais, as medidas do sinal natural são divididas
em n segmentos. Escolhem-se dois desses segmentos de índices (1 ≤ ς1 < ς2 ≤ n) a
fim de obter uma estimativa para os elementos do tensor a partir dos espectros:

Zxx =
[ByB

∗
y ][B∗xEx]− [B∗xBy][B∗yEx]

[BxB∗x][ByB∗y ]− [BxB∗y ][B∗xBy]

Zxy =
[BxB

∗
x][B∗yEx]− [BxB

∗
y ][B∗xEx]

[BxB∗x][ByB∗y ]− [BxB∗y ][B∗xBy]

Zyx =
[ByB

∗
y ][B∗xEy]− [B∗xBy][B∗yEy]

[BxB∗x][ByB∗y ]− [BxB∗y ][B∗xBy]

Zyy =
[BxB

∗
x][B∗yEy]− [BxB

∗
y ][B∗xEy]

[BxB∗x][ByB∗y ]− [BxB∗y ][B∗xBy]

Os colchetes aqui representam a soma dos espectros de dois segmentos, por exem-
plo ς1 e ς2, dados por [BxB

∗
x] = (BxB

∗
x)ς1 + (BxB

∗
x)ς2 . Essas soluções equivalem à

estimativa de mínimos quadrados com apenas os segmentos ς1 e ς2.

Os resíduos também são obtidos a partir dos espectros

|rEx|
2 =ExE∗x − Z∗xxB∗xEx − ZxxBxE

∗
x − Z∗xyB∗yEx − ZxyByE

∗
x+

ZxxZ
∗
xyBxB

∗
y + Z∗xxZxyB

∗
xBy + ZxxZ

∗
xxBxB

∗
x + ZxyZ

∗
xyByB

∗
y
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e
∣∣∣rEy

∣∣∣2 =EyE∗y − Z∗yxB∗xEy − ZyxBxE
∗
y − Z∗yyB∗yEy − ZyyByE

∗
y+

ZyxZ
∗
yxBxB

∗
y + Z∗yxZyxB

∗
xBy + ZyxZ

∗
yxBxB

∗
x + ZyyZ

∗
yyByB

∗
y

É preferível usar o modulo do resíduo no critério de minimização, pois ele é invariante
com relação à fase (CHAVE et al., 1987).

Os elementos do tensor magnetotelúrico e os resíduos são calculados para todos os
valores possíveis de ς1 e ς2. Isso implica em um grande número de combinações Cn

2 =
(n2−n)/2, o qual apresenta crescimento quadrático. Esse rápido crescimento é uma
das razões pelas quais esse método tem sido evitado no processamento MT (CHAVE;

THOMSON, 2003; CHAVE; THOMSON, 2004).

4.2.5 A distribuição dos resíduos

As componentes real e imaginária do resíduo têm distribuição gaussiana, e dessa
forma o módulo do resíduo tem distribuição Rayleigh (CHAVE; THOMSON, 2004).

A distribuição Rayleigh tem um parâmetro s e uma função densidade de probabili-
dade dada por:

p(x) = x

s2 exp
(
− x2

2s2

)
para x > 0,

uma função distribuição cumulativa dada por:

P (x) = 1− exp
(
− x2

2s2

)
,

uma função distribuição cumulativa inversa, considerando P (x) = p, dada por:

P−1(p) = s
√
−2 ln(1− p) (4.42)

e mediana definida como
med = s

√
ln 4 (4.43)

A estimativa de máxima verossimilhança de uma amostra Xi com n elementos in-
dependentes e identicamente distribuídos é descrita como:

s =
(

1
2n

n∑
i=1

X2
i

)1/2

,
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mas, como envolve uma norma L2, essa estimativa não é robusta. Para obter uma
estimativa mais robusta, os resíduos ri acima de um valor crítico rc, e com baixa de
probabilidade de ocorrer, são rejeitados.

Como a mediana (4.43) tem um ponto de ruptura de 50%, ela é usada para obter
uma estimativa provisória do parâmetro Rayleigh s0, em que:

s0 = med /
√

ln 4. (4.44)

Considere-se agora um valor residual anômalo cuja probabilidade p de estar acima de
um valor crítico rc possa ser considerada pequena. Ou seja, P (r > rc) < p. Usando
a função quantil (4.42) com o valor provisório para o parâmetro Rayleigh (4.44),
tem-se que:

rc = med
√
− log2 p (4.45)

Para estimar o parâmetro Rayleigh sem a influência dos valores anômalos são usados
pesos wi para rejeitar a presença de residuais maiores que rc

wi =

1 se |ri| < |rc|

0 caso contrário

Assim, o parâmetro Rayleigh para a regressão LMS vai ser dado por:

s =


n∑
i=1

(wiri)2

2
(

n∑
i=1

wi − 2
)


1/2

(4.46)

onde (nw = ∑n
i=1wi) é o número de resíduos aprovados e (nw − 2) é o número de

graus de liberdade.

4.2.6 Remoção dos Valores Anômalos

O valor do tensor MT é calculado usando o método de mínimos quadrados repon-
derados (reweighted least squares, ou RLS). Para isso, devem-se encontrar os valores
de Z que minimizam a soma:

min
Z

n∑
i=1

(wiri)2 (4.47)
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Esse método equivale ao método dos mínimos quadrados se wi = 1 para todo i. Os
valores anômalos são eliminados sempre que wi = 0. Os pesos são portanto dados
por:

wi =

1 se |ri| < |rc|

0 caso contrário
(4.48)

com residual crítico
rc = s

√
− log2(1− p)

calculado usando a estimativa para o parâmetro Rayleigh (4.46) obtida do estimador
LMS, a qual é resistente a pontos de influência e valores anômalos.

Definindo a matriz W como a matriz diagonal cujos elementos das diagonais são os
pesos (4.48)

W =



w1

w2 0. . .

0 wn−1

wn


basta substituir B por Bw = WB, E por Ew = WE, e n por nw = ∑

wi para obter
o tensor MT (4.37) e sua covariância (4.38)
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5 PROGRAMA COMPUTACIONAL DESENVOLVIDO

Um programa computacional para obtenção do tensor MT foi desenvolvido utili-
zando o método RLS dentro da sequência de passos descrita no capítulo anterior. O
programa foi desenvolvido na linguagem C++ e consiste atualmente de 7 886 linhas de
código distribuídas em 109 arquivos. Esses números incluem, além do código utili-
zado pelo programa para obter os tensores MT, outros códigos de biblioteca comum
utilizada por todos os programas envolvidos e que incluem os testes unitários e de
integração.

A biblioteca desenvolvida neste trabalho utiliza as seguintes bibliotecas externas
para realizar suas diferentes funções:

STL: (Standard Template Library) Essa é a biblioteca padrão do C++, utilizada para
manipulação de strings, vetores, arquivos e ponteiros.

Boost: A biblioteca Boost (BOOST. . . , 2011) consiste da integração de um conjunto
de bibliotecas desenvolvidas de forma independente. Neste trabalho elas foram
usadas para o desenvolvimento de testes unitários, leitura e interpretação de
arquivos, geração de números aleatórios e também para fornecer as estruturas
de algumas das matrizes utilizadas.

Blitz++: A biblioteca Blitz++ (VELDHUIZEN, 2011) foi utilizada para o armaze-
namento de vetores e geração de números aleatórios.

BLAS: (Basic Linear Algebra Subprograms) A biblioteca BLAS (BLACKFORD et al.,
2001) fornece as funções básicas utilizadas pela biblioteca LAPACK.

LAPACK: (Linear Algebra PACKage) A biblioteca LAPACK (ANDERSON et al., 1999)
realiza análise numérica de problemas de álgebra linear. Neste trabalho ela
fornece as funções utilizadas para resolver problemas de autovetores.

FFTW: A biblioteca FFTW (FRIGO; JOHNSON, 2005) foi utilizada para obter a trans-
formada discreta de Fourier.

Forma de utilização da biblioteca: Genericamente, a obtenção do tensor MT
consiste de três etapas. Inicia-se com a aquisição das séries temporais no campo,
seguida do cálculo dos espectros dessas séries, e, finalmente, encerra-se o processo
executando a regressão linear que fornece o tensor MT. Essas etapas são refletidas
na biblioteca por três classes base. A classe TTimeSeries é a base das classes usadas
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para trabalhar com as séries temporais. O cálculo dos espectros pode ser realizado
por uma das classes derivadas da TSpectralSeries. Por fim, para realizar a re-
gressão linear, uma das classes derivadas de TLocationScaleRegression deve ser
utilizada. Essas classes serão descritas com mais detalhes nas próximas seções.

Durante o desenvolvimento dos programas foi utilizado o gerador de documentação
doxygen (HEESCH, 2011). Usando esse programa foi possível produzir um manual de
referência de 712 páginas, contendo o código fonte e todas as classes implementadas.
Este capítulo contém os diagramas UML (OMG, 2011) dos objetos mais relevantes
obtidos a partir desse manual.

A UML (Unified Modeling Language) é uma linguagem visual utilizada para docu-
mentar as relações entre as classes de uma linguagem de programação orientada a
objetos, como é o caso da linguagem C++. Todas os diagramas utilizados nesta seção
adotam a convenção ilustrada no diagrama da figura 5.1.

5.1 Classes para o Cálculo dos Espectros

A figura 5.2 apresenta a hierarquia de classes da classe base TSpectralSeries. Essa
classe estabelece a interface que deve ser implementada pelas classes derivadas que
irão calcular o espectro.

A classe utilizada na análise de dados deste trabalho foi a TDpssParzColInst e
será examinada na seção 5.1.1. Neste item faremos apenas uma breve descrição das
demais classes. A ordem em que as classes são apresentadas ilustram a evolução do
desenvolvimento da biblioteca utilizada neste trabalho.

TFakeDFTSpectra: É a mais simples das classes derivadas da TSpectralSeries.
Ela não calcula nenhum espectro, sendo sua função fornecer dados sintéti-
cos com distribuição conhecida para a realização dos testes utilizados para
detectar falhas na implementação das classes de regressão linear descritas
na seção 5.2. Esta classe é utilizada apenas na etapa de testes, não tendo
sido nunca empregada para a análise de dados. Ela está representada na
figura 5.2.

TDpssInst: Calcula o espectro direto conforme apresentado na seção 4.1.12, uti-
lizando o taper DPSS descrito na seção 4.1.12.1. Em seguida, efetua a
correção da função de transferência dos instrumentos aplicando a equa-
ção (4.35). Esta classe, que não foi utilizada para o caso específico da
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Figura 5.1 - Legenda para os diagramas UML:
As caixas no grafo acima têm as seguintes interpretações:

• A caixa preenchida em cinza representa a classe para qual o grafo foi gerado.
• Uma caixa com bordas vermelhas representa uma classe documentada para a

qual nem todas as heranças ou componentes são mostradas no grafo.

As setas têm os seguintes significados:

• Uma seta azul escura representa uma relação de herança pública entre as classes.
• Uma seta verde escura representa uma herança protegida.
• Uma seta vermelho escura representa uma herança privada.
• Uma seta púrpura tracejada é usada se uma classe está contida ou é utilizada

por outra classe. A seta é marcada com as variáveis com as quais a classe ou
estrutura apontada está acessível.

• Uma seta amarela tracejada estabelece a relação entre a instância do template e
a classe template da qual foi instanciada. A seta é marcada com os parâmetros
de template da instância.

análise de dados apresentada no próximo capítulo deste trabalho, está re-
presentada na figura 5.2.

TRetParzColInst: Esta classe realiza o pré-branqueamento na forma como está
descrito na seção 4.1.11. Em seguida, calcula o espectro direto utilizando
uma janela retangular. Esse espectro é suavizado realizando uma convo-
lução com uma janela de retardo Parzen, como descrito na seção 4.1.13.
Após a suavização é realizada a pós-coloração descrita na seção 4.1.14. A
classe finaliza o cálculo dos espectros aplicando a correção da função de
transferência dos instrumentos sobre os espectros. Analogamente ao caso
anterior, esta classe também não foi utilizada para a análise de dados deste
trabalho e está representada na figura 5.2.
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Figura 5.2 - Hierarquia de classes para TSpectralSeries. As linhas contínuas em azul
representam uma herança pública
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5.1.1 Estrutura da Classe TDpssParzColInst

A classe TDpssParzColInst foi responsável pelo cálculo de todos os espectros rea-
lizados neste trabalho. Ela em si não realiza nenhum cálculo, mas organiza as invo-
cações das classes que irão calcular os espectros. A sua estrutura está representada
na figura 5.3.

Os espectros são calculados a partir de séries temporais utilizando as classes a seguir:

TTimeSeries: Classe base para a implementação das demais classes usadas para
representar uma coleção de séries temporais. Sua função é uniformizar a
implementação das classes derivadas e está representada na figura 5.3.

TAscSeries: Classe derivada de TTimeSeries. Sua função é obter os valo-
res de um arquivo de extensão asc e armazená-los em uma classe
TTimeSeriesStorage. Esta classe também está representada na figura 5.3.

As próximas classes são responsáveis por gerenciar a memória necessária para ar-
mazenar as séries temporais e os espectros.

TTimeSeriesStorage: Esta classe armazena os valores das séries temporais na me-
mória. Ela não participa do cálculos dos espectros, sendo considerada um
detalhe de implementação. Também está representada na figura 5.3.

TBlitzStorageSpectrum: Esta classe armazena os valores dos espectros na memó-
ria. Ela não participa dos cálculos dos espectros. Também é considerada
um detalhe de implementação e está representada na figura 5.3.

O cálculo dos espectros implica em passar do domínio do tempo para o domí-
nio da frequência. A classe responsável por representar essa transformação é a
TFourierFrequency.

TFourierFrequency: Classe utilizada para obter o valor o valor da frequência de
Fourier para todas as demais classes que necessitam dessa informação. Sua
função é puramente utilitária e está representada na figura 5.3.

Após obter as séries temporais é necessário remover os efeitos de variação de longo
período dos dados. Estas foram as classes desenvolvidas para essa etapa.
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Figura 5.3 - Estrutura da classe TDpssParzColInst. As linhas contínuas em azul repre-
sentam uma herança pública e as linhas púrpuras tracejadas apontam para
as classes membros
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Figura 5.4 - Hierarquia de classes para TLlssDetrender. As linhas contínuas em azul re-
presentam uma herança pública.

TDetrenderBank: Em realidade, esta classe acabou se tornando um erro de con-
cepção. Inicialmente acreditava-se que seria necessário aplicar vários re-
movedores de tendência, sendo a função da TDetrenderBank a de aplicar
esses removedores em uma ordem adequada. Atualmente ela aplica apenas
a classe TLlssDetrender e está representada na figura 5.3.

TDetrender: Esta é a classe base para as implementações das demais classes usa-
das para remover as tendências das séries temporais. Sua função é apenas
a de fornecer uma interface uniforme para as classes derivadas. Ela está
representada na figura 5.4.

TLlssDetrender: Classe derivada da TDetrender. Implementa a remoção das ten-
dências de longo período das séries temporais, na forma como descrito na
seção 4.1.10. A classe TLlssDetrender está representada na figura 5.4.

Após a remoção dos efeitos de longo período das séries temporais é feito o pré-
branqueamento dessas séries. A classe que segue é a responsável por essa etapa.

TARWhitener: Esta classe é a responsável pelo pré-branqueamento das séries tem-
porais, conforme descrito na seção 4.1.11. O pré-branqueamento é realizado
utilizando os parâmetros da série AR, de acordo com o algoritmo descrito
na seção 4.1.11.1. Esta classe também é responsável pela pós-coloração dos
espectros, como descrito na seção 4.1.14, e está representada na figura 5.3.
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Figura 5.5 - Hierarquia de classes para TSpectralEstimator. As linhas contínuas em azul
representam uma herança pública.

Após o branqueamento, calcula-se os espectros direto e o suavizado. Estas são as
classes utilizadas nessa etapa.

TSpectralEstimator: Classe base para a implementação das demais classes usa-
das para representar os estimadores de espectros deste trabalho. Esta classe
está representada na figura 5.5 e sua função é fornecer uma interface uni-
forme para suas classes derivadas.

TDirectSpectralEstimator: Esta classe calcula o espectro direto na forma como
está descrito na seção 4.1.12 e está representada na figura 5.5. As linhas
em vermelho da figura 4.9 foram obtidas com esta classe. Para o cál-
culo da transformada de Fourier discreta, esta classe utiliza a biblioteca
FFTW (FRIGO; JOHNSON, 2005).

TLagWindowSpectralEstimator: Esta classe realiza a suavização dos espectros
obtidos com a classe TDirectSpectralEstimator. As fórmulas necessá-
rias para proceder à suavização dos espectros estão apresentadas na se-
ção 4.1.13. Esta classe utiliza a biblioteca FFTW (FRIGO; JOHNSON, 2005)
para realizar a convolução do espectro direto com a janela de retardo,
por meio do teorema da convolução apresentado na seção 4.1.5. As linhas
vermelhas da figura 4.10 foram obtidas com os dados fornecidos por esta
classe, a qual está representada na figura 5.5.

TTaper: Classe base para a implementação das demais classes usadas para obter
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os tapers utilizados neste trabalho. Sua função é de apenas fornecer uma
interface uniforme para as classes derivadas. Essa classe está representada
na figura 5.6.

TRetangularTaper: Classe derivada da TTaper. Esta classe implementa um taper
retangular de acordo com a equação (4.3). Esse taper tem função didática
e o seu efeito sobre as séries temporais esta ilustrado nas figuras 4.1 e 4.3.
Esse taper não foi utilizado para o cálculo dos espectros das séries tem-
porais utilizadas para calcular os tensores MT a serem apresentados no
próximo capítulo. Sua estrutura está representada na figura 5.6.

TDpssTaper: Esta classe obtém o taper DPSS conforme descrito na seção 4.1.12.1,
sendo a figura 4.8 obtida com os valores calculados por essa classe. Para
sua implementação Percival e Walden (1993, p. 387) recomenda o uso das
funções TINVIT e TRIDIB da biblioteca EISPACK (SMITH et al., 1976). Como
essa biblioteca é atualmente considerada ultrapassada, neste trabalho fo-
ram utilizadas as funções dstebz e dstein da biblioteca LAPACK (ANDER-

SON et al., 1999). Esta classe está representada na figura 5.6.

Cumpre ressaltar que apesar das bibliotecas BLAS e LAPACK terem sido de-
senvolvidas em Fortran, suas funções podem ser invocadas por programas
desenvolvidos em C++. Nesse caso, porém, deve-se levar em consideração
que a ordem em que os elementos das matrizes são armazenados são dife-
rentes nessas duas linguagens. Em Fortran eles são ordenados por colunas
e em C++ por linha.

TLagWindow: Esta é a classe base para todas as implementações das janelas de
retardo. Neste trabalho, TParzen é a única classe que implementa uma
janela de retardo. A classe TLagWindow está ilustrada no diagrama da
figura 5.7.

TParzen: Essa classe implementa uma janela de retardo Parzen na forma descrita
pela formula (4.34) na seção 4.1.13. As linhas finas na parte inferior da
figura 4.10 foram obtidas a partir dessa classe. Esta classe está representada
na figura 5.7.

Encerrado o cálculo dos espectros, deve-se aplicar a correção das funções de transfe-
rência dos dispositivos eletrônicos (equipamentos) utilizados na aquisição dos dados.
Isso é feito por meio das seguintes classes:
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Figura 5.6 - Hierarquia de classes para TTaper. As linhas contínuas em azul representam
uma herança pública
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Figura 5.7 - Hierarquia de classes para TLagWindow. As linhas contínuas em azul repre-
sentam uma herança pública.

TTransferFunction: Esta é a classe base utilizada para implementar todas as fun-
ções de transferência dos dispositivos eletrônicos utilizados e está repre-
sentada na figura 5.8.

TMfs06: Todos os dados de variações de campo magnético analisados neste trabalho
foram obtidos com o magnetômetro MFS06 da Metronix. Por essa razão,
essa foi a única função de transferência aqui implementada e está ilustrada
na figura 5.8.

5.2 Classes para o Cálculo das Regressões Lineares

A hierarquia das classes usadas para calcular a regressão linear (estimativa dos ele-
mentos do tensor MT) foi feita de modo a representar a diferença entre estimadores
de localização e estimadores de escala.

Um estimador de localização (location parameter) de uma distribuição de proba-
bilidades são aqueles que fornecem um local, ou um deslocamento da distribuição.
Exemplos de parâmetros de localização são a média, a mediana e a moda. Já um
estimador de escala (scale parameter) mede a dispersão da distribuição. Exemplos
de parâmetros de escala são o desvio padrão, o desvio absoluto da mediana e a
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Figura 5.8 - Hierarquia de classes para TMfs06. As linhas contínuas em azul representam
uma herança pública
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distância interquantis.

Para uma regressão linear do tipo

y = β1x1 + β2x2 + ε

que são as utilizadas para obter o tensor MT, os estimadores de localização estimam
os valores para β1 e β2 enquanto os estimadores de escala estimam a matriz de
covariância desses parâmetros, ou seja, Cov(β1, β2).

Para expressar essas famílias de regressores lineares na biblioteca desenvolvida foram
criadas duas classes bases:

TLocationRegression: Classe base utilizada para implementar as regressões que
fornecem apenas os parâmetros de localização. Esta classe está represen-
tada na figura 5.9.

TLocationScaleRegression: Classe base utilizada para implementar as regressões
que fornecem os parâmetros de localização e de escala. Esta classe está
representada na figura 5.9.

Dessas classes bases são derivadas as classes que implementam a regressão linear, a
saber:

TRegressionLMS: Esta classe calcula os parâmetros da regressão linear utili-
zando o método LMS descrito na seção 4.2.4. Como é derivada de
TLocationRegression, ela calcula apenas os parâmetros de localização.
Dessa forma não é possível obter os parâmetros de escala por meio dessa
classe. A classe está representada na figura 5.9.

TRegressionLLSS: Esta classe calcula os parâmetros da regressão linear utilizando
o método dos mínimos quadrados descrito na seção 4.2.1. Ela calcula tanto
os parâmetros de localização como os de escala e está representada na
figura 5.9.

TRegressionRLS: Esta classe calcula os parâmetros da regressão linear utilizando
o método RLS descrito na seção 4.2.6. A partir desta classe é que foram
obtidas as estimativas e os erros para a resisitividade aparente e fase a
serem apresentados no próximo capítulo (figuras 6.3, 6.5 e 6.7).
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✗ ✢✚✛☎✞✞✠✓✘

✗ ✤✠✝✡✛✆☞✘

✗ ✍✝✞✘

✗ ✙✙✘

✗ ✙✜✘

✗ ✙✢✘

✗ ✜✜✘

✗ ✜✢✘

✗ ✢✢✘

✗ ☎✘

✗ ✍✘

✗ ✄✒✆✥✘

✗ ✄✒✆✦✘

✌ �✟✠✡☛✠☞☞✝✂✞✟✁✔✎✏

✌ ☎✎✏

✌ ✍✎✏

✌ ✍✝✞✎✏

✌ ☛✠☞✝✑✒☎✓☞✎✏

✌ ✄✂✕☎☛✝☎✞✄✠✎✏

✌ ✞✧✒✆✓✝✠☛☞✎✏

✗ ✝✞✝✆✝☎✓✟☎✜✓✠✝✡✛★☞✆✝✩☎✆✠✎✏

✗ ☛✠✡☛✠☞☞✝✂✞✎✏

✗ ☛✠☞✝✑✒☎✓☞✎✏

✗ ☛✠☞✝✑✒☎✓☞✪✠✝✡✛✆✎✏

✗ ☛☞☞✎✏

Figura 5.9 - Hierarquia de classes para TLocationRegression. As linhas contínuas em
azul representam uma herança pública

66



6 TESTE DO ALGORITMO: APLICAÇÃO A CASOS REAIS

Para testar sua operacionalidade, o programa desenvolvido foi utilizado em conjuntos
de dados reais e o resultado comparado com outro algoritmo disponível na literatura.
Os dados utilizados para esse teste referem-se a estações MT coletadas pelo grupo
de Geomagnetismo do INPE na região centro-sul do Brasil.

A figura 6.1 mostra um mapa geológico simplificado da região centro-sul do Brasil
com a localização das 3 estações MT cujos dados serão discutidos neste trabalho. A
feição geológica mais saliente dessa região é a grande bacia sedimentar do Paraná,
que apresenta forma elíptica e atravessa partes significativas dos territórios do Brasil,
Argentina, Paraguai e Uruguai. Apenas no território brasileiro, a bacia cobre uma
área de mais de 1 000 000 km2. De forma bastante resumida, grande parte da bacia
do Paraná é composta por uma primeira camada superficial relativamente condutora
(sedimentos associados ao grupo Bauru), soto-posta por uma camada mais resistiva
formada por basaltos da Formação Serra Geral. Sob os basaltos ocorre uma outra
camada mais condutora, formada por várias camadas de sedimentos mais antigos
(Paleozoicos) que os basaltos e sedimentos superficiais. Por fim, os sinais MT de
período mais longo devem penetrar até o embasamento cristalino da bacia, formado
por rochas ainda mais resistivas que todas as anteriores.

Entre as mais de cem sondagens MT realizadas pelo INPE na bacia do Paraná,
duas foram escolhidas para testar o algoritmo proposto: estações (snb) e (apg) da
figura 6.1. Uma terceira sondagem, localizada fora da bacia do Paraná, foi também
escolhida (estação apa). Ela se localiza a oeste da bacia do Paraná, sobre rochas sedi-
mentares bastante condutivas de idade recente (Cenozóico) cobrindo rochas bastante
resistivas de idade bastante antiga (Paleoproterozóico) do bloco Rio Apa.

As funções de transferência MT para os dados coletados nessas estações foram ini-
cialmente obtidas mediante o uso do método robusto proposto em Egbert e Booker
(1986). Esse método utiliza um estimador-M descrito em Huber (1973), o qual tem
ponto de ruptura em torno de 30% (SMIRNOV, 2003). Os parâmetros usados para cál-
culo do espectro foram aqueles padrões (“default”) recomendados para o programa.
Por outro lado, para uma implementação preliminar do algoritmo aqui proposto,
utilizou-se, como primeira aproximação, um procedimento de busca que obtivesse
automaticamente os valores dos parâmetros que influenciam o resultado dos espec-
tros calculados. Esses parâmetros são N (o número de elementos em cada segmento
da série temporal), NW (a largura de banda do taper DPSS),m (a janela Parzen uti-
lizada na suavização do espectro) e p (a ordem da regressão AR utilizada durante o
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Figura 6.1 - Esboço geológico na região centro-sudeste do Brasil (BIZZI et al., 2001), clas-
sificado de acordo com a idade geológica das rochas na superfície. Os limites
externos da bacia do Paraná são representados principalmente por rochas de
idade CT e CPT (cores violeta e roxo). Os pontos azuis indicam as estações
MT coletadas pelo INPE nessa região, com as estrelas mostrando a localização
das 3 sondagens discutidas no texto.

pré-branqueamento da série temporal). Nos testes a serem apresentados na sequência
deste capítulo, os valores escolhidos para cada um desses parâmetros foram aqueles
que permitissem a obtenção do menor valor para o desvio padrão das fases φxy e
φyx em cada uma das frequências alvo nas quais as funções de transferência foram
calculadas.

Na comparação dos resultados gerados por ambos os algoritmos, deve-se considerar
que os elementos do tensor magnetotelúrico devem ser suaves e contínuos para a mai-
oria das regiões geológicas distantes de descontinuidades superficiais (LARSEN, 1989).
Essas características de suavidade e continuidade são consistentes com as diversas
funções de transferência MT geradas por diferentes modelos da Terra, incluindo
aqueles em que ocorre uma significativa variação lateral e em profundidade da resis-
tividade elétrica. Isso se deve ao fato de que a propagação da onda eletromagnética,
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e consequentemente o processo de indução eletromagnética no interior da Terra, é
difusivo e portanto sensível apenas à média espacial da condutividade (LARSEN et

al., 1996). Por isso, se grandes variações nas funções de transferência são observadas
entre frequências contíguas, pode-se inferir que essas funções foram erroneamente
estimadas.

No entanto, ao invés de se verificar a suavidade da função de transferência direta-
mente, essa verificação é feita por meio do módulo e da fase resistividade aparente ρ,
dadas por

ρij = µ0
|Zij|2

ω

e
φij = argZij

Essa resistividade aparente é definida como a resistividade de um semiespaço ho-
mogêneo que produziria a mesma resposta obtida sobre a Terra considerando os
mesmos parâmetros de aquisição (SPIES; EGGERS, 1986).

Além de poder ser usada para verificar a suavidade do tensor MT, a resistividade
aparente reflete qualitativamente a variação da resistividade da Terra com a pro-
fundidade. Assim, uma simples análise visual da variação dessa resistividade em
função do período de amostragem nos permite obter uma impressão sobre as va-
riações das resistividades das diferentes camadas em subsuperfície, isto é, sobre as
características da seção geoelétrica (BERDICHEVSKY; DMITRIEV, 2002b, p. 81).

Também, a resistividade aparente e a fase não são funções independentes uma da
outra, mas, na realidade, formam um par de transformada de Hilbert (WEIDELT,
1972). Esse relacionamento entre as duas funções é formalmente válido em casos
mais simples de modelos de Terra estratificada (BOEHL et al., 1977) e também pode
ser aplicado em casos mais complexos de distribuição de condutividade no interior
da Terra (YEE; PAULSON, 1988; FISCHER; SCHNEGG, 1993; WEIDELT; KAIKKONEN,
1994). Uma aproximação de primeira ordem para essa transformada de Hilbert para
o método MT é dada por:

φ(T ) = π

4 −
π

4
d

dT
ρ

Por essa expressão pode-se observar que um aumento na resistividade aparente está
associado a uma fase inferior a 45◦, enquanto uma diminuição da resistividade apa-
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rente está associada a uma fase superior a 45circ. Mais importante que isso, essa
relação pode ser utilizada no controle da qualidade de sondagens MT, pois os dados
de fase podem ser previstos a partir dos dados de resistividade aparente. No entanto,
o inverso não é totalmente verdade, pois a partir dos dados de fase pode-se prever
apenas a forma da curva de resistividade aparente. Nesse caso, há um fator de escala
desconhecido envolvido na determinação do valor da resistividade aparente a partir
da fase.

6.1 Resultados Obtidos

A apresentação das funções de transferência de um determinado local de medidas é
geralmente feita por meio de gráficos cartesianos de resistividades aparentes e fases
dispostas como uma função do logaritmo do período, no eixo das abscissas. Para
gráficos de resistividade aparente, o eixo das ordenadas é o logaritmo da resistividade
aparente, enquanto para as fases o eixo das ordenadas é linear em unidades de graus
(por exemplo, de 0 a 90◦).

6.1.1 Estação apg

A figura 6.2 mostra os gráficos de resistividade aparente e fase da estação apg,
obtidos pelo código de Egbert e Booker (1986) para os dois elementos da diagonal
secundária do tensor MT (Zxy e Zyx). Os dados são de boa qualidade no intervalo
entre 0,001 s e 1 000 s, indicados pela continuidade e baixa dispersão dos resultados
nas frequências alvo nas quais as funções de transferência foram calculadas. Em
períodos inferiores a 0,001 s, os dados não são aproveitáveis pela baixa intensidade do
sinal natural (“banda morta” dos sinais MT na faixa de audio frequência; (GARCIA;

JONES, 2002)). Analogamente, em períodos acima de 1 000 s, a qualidade dos dados
também diminui significativamente devido à resposta inadequada do magnetômetro
de indução usado na aquisição dos dados (relação sinal/ruído baixa) e pela baixa
estatística em períodos mais longos (duração limitada da aquisição de dados).

As análises dos dados nessa estação vão se concentrar no intervalo de 0,001 s a 1 000 s,
onde as curvas de resistividade aparente nas duas direções ortogonais mostram
o resultado esperado. Períodos mais curtos (0,001 s) mostram valores em torno
de 20 Ω ·m (camada sedimentar do Grupo Bauru); períodos pouco mais longos (0,1 s)
mostram valores em torno de 40 Ω ·m (efeito da camada basáltica); em seguida,
para períodos em torno de 1 s, há um decréscimo na resistivade aparente para cerca
de 15 Ω ·m (efeito do outro pacote sedimentar abaixo do pacote basáltico); por fim,
ocorre um incremento significativo da resistividade aparente para cerca de 100 Ω ·m
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nos períodos próximos a 1 000 s (sinal EM chegando ao embasamento cristalino re-
sistivo da bacia). Também, os resultados nas duas direções ortogonais são muito
próximos, tanto para a resistividade aparente como para a fase, uma indicação pre-
liminar de uma possível região 1D sob o sítio de medidas (condutividade elétrica
variando apenas com a profundidade).

Uma forma mais quantitativa de avaliar o comportamento das funções de trans-
ferência e verificar a presença de ruído afetando as medidas é por meio de testes
de consistência entre essas funções. Conforme anteriormente descrito, um desses
testes permite comparar os valores obtidos para a resistividade aparente com as es-
timativas de resistividade aparente que podem ser obtidas diretamente dos valores
das fases (relacionadas através da transformada de Hilbert; (BOEHL et al., 1977)).
Isso equivale a verificar se os valores medidos de resistividade aparente e fase são
auto-consistentes. Essa verificação pode ser feita usando o programa rhoplus desen-
volvido por Parker e Booker (1996). Embora esse algoritmo tenha sido originalmente
desenvolvido para situações 1D, ele também pode ser aplicado para situações 2D,
individualmente para os modos TM e TE de propagação das ondas eletromagnéticas
(ver discussão em (JONES; GARCIA, 2003)).

Uma comparação entre as curvas de resistividade aparente e fase experimentais com
aquelas geradas pelo programa rhoplus para as componentes xy e yx do tensor MT
é também apresentada na figura 6.2. Ressalte-se que durante o procedimento, é
necessário fornecer pelo menos um ponto da resistividade aparente, pois a fase por si
só recupera apenas o formato, e não o nível, da curva de resistividade. A resistividade
aparente escolhida é representada por um círculo escuro na figura (período de 2,5 s).

No caso da componente xy, observa-se um pequeno desvio na comparação dos re-
sultados teóricos e experimentais da resistividade aparente em períodos inferiores
a 0,3 s. Essa diferença é aproximadamente constante para todas os períodos amostra-
dos, uma possível indicação de desvio da condição 1D nessa componente ou presença
de inomogeneidades geológicas superficiais distorcendo os dados (efeitos de “static
shift”; (JONES, 1988)). Há ainda uma variação abrupta na resistividade aparente em
torno de 0,2 s que não é explicada pela curva teórica, uma indicação da presença de
ruído que não foi eliminado no processamento dos dados.

Para a componente yx, as diferenças entre a resistividade aparente experimental
e teórica aparecem tanto em torno do período de 0,2 s como em torno de 10 s. O
primeiro caso é análogo ao da componente xy, indicando que o ruído afetou a deter-
minação de ambas as funções de transferência. Para os resultados em torno de 10 s,
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porém, a discrepância pode ser explicada por uma pequena oscilação observada na
fase experimental da componente yx em períodos ao redor de 20 s. Como a fase
experimental é usada como referência para calcular a resistividade aparente teórica,
uma estimativa ruidosa dessa fase experimental leva a uma estimativa errada da
resistividade aparente teórica.

A figura 6.3 mostra os mesmos gráficos de resistividade aparente e fase para a esta-
ção apg, desta feita obtidos pelo código desenvolvido neste trabalho. Analogamente
ao resultado obtido com o código de Egbert e Booker (1986), os dados são de boa
qualidade no intervalo entre 0,001 s e 1 000 s. Há, porém, algumas diferenças impor-
tantes entre os dois resultados. No caso da curva xy, há uma maior consistência
entre os resultados de resistividade aparente experimental e teórica, eliminando-se
os problemas apresentados pelo código de referência tanto nos períodos inferiores
a 0,3 s, como na variação abrupta em torno de 0,2 s. Também, a fase nos dois úl-
timos períodos amostrados (períodos acima de 1 000 s) mostram melhor resultado
com o código RLS. Por outro lado, aparece uma oscilação na fase em torno de 10 s,
a qual não é observada no outro código.

No caso da direção yx, os resultados do código RLS são piores que aqueles obti-
dos pelo código de referência. Em períodos menores que 0,02 s, há uma diferença
significativa entre a resistividade aparente experimental e a teórica por um fator
aproximadamente constante na escala logaritmica. Também, em períodos em torno
de 10 s, a oscilação na resistividade aparente é incrementada e aparece um valor
anômalo na fase. Uma primeira interpretação qualitativa indica que o código RLS
parece localmente mais sensível na fase ao tipo de ruído observado nesse caso, en-
quanto o código de Egbert e Booker (1986) suaviza seu efeito entre as frequências
vizinhas. Esse pode ser um efeito do procedimento aqui adotado de escolha dos pa-
râmetros que influenciam o cálculo do espectro para o método RLS, o qual privilegia
individualmente cada valor da fase sem considerar as frequências alvo vizinhas.

6.1.2 Estação snb

A figura 6.4 mostra os resultados para a estação snb obtidos com o código de refe-
rência. O formato geral da curva é similar ao da estação apg, indicativo que, a grosso
modo, ambas atravessam as mesmas estruturas geológicas sob a bacia do Paraná.
Observam-se inconsistências nos dados de resistividade aparente xy no intervalo de
períodos entre 2 s e 50 s, enquanto na direção yx as diferenças estendem-se por todos
os períodos superiores a 2 s. A figura 6.5 mostra os resultados para essa estação com
o código RLS. Os resultados são um pouco melhores para a resistividade aparente na
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Figura 6.2 - Resistividade aparente ρ e fase φ em função do período para a estação apg,
calculadas pelo código de Egbert e Booker (1986). Os erros nas medidas são
mostrados apenas quando são maiores que os simbolos utilizados para repre-
sentar as funções de transferência. As linhas contínuas referem-se ao resultado
do programa rhoplus para verificar a auto-consistência entre fase e resistivi-
dade aparente (ver texto).

Figura 6.3 - Resistividade aparente ρ e fase φ em função do período para a estação apg, cal-
culadas pelo código RLS. Os erros nas medidas são mostrados apenas quando
são maiores que os simbolos utilizados para representar as funções de transfe-
rência. As linhas contínuas referem-se ao resultado do programa rhoplus para
verificar a auto-consistência entre fase e resistividade aparente (ver texto).
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direção xy, especialmente em períodos no intervalo 10 s a 50 s. Já para a direção yx,
os resultados são significativamente melhores que os do código de referência para
períodos superiores a 1 s, mas piores em períodos inferiores a 0,02 s. Novamente no
caso da fase, as oscilações localizadas geradas pelo programa RLS são bem mais sig-
nificativas que o que é observado com o código de referência, caracterizado por uma
maior suavidade nas frequências contíguas.

6.1.3 Estação apa

A figura 6.6 mostra os resultados para a estação apa obtidos com o código de referên-
cia. Conforme esperado, o formato geral das curvas de resistividade aparente e fase
muda de forma significativa em relação às duas anteriores. Os dados indicam uma
camada superficial bastante condutora (associada à cobertura sedimentar cenozóica,
mas cujo valor aproximado de resistividade não pode ser calculado devido ao grande
desvio nos dados de resistividade aparente em períodos curtos nas duas direções de
medida), seguida por uma camada de alta resistividade, mas com valores bastante
diferentes nas duas direções de medida (resistividade aparente de 700 Ω ·m em pe-
riodos de cerca de 5 s na direção xy, e de 100 Ω ·m em torno de 0,6 s na direção yx),
indicativo de significativo afastamento de condições 1D (presença de estruturas 2D
ou 3D) já em profundidades rasas sob o pacote sedimentar. Ambas as curvas mos-
tram um decréscimo de resistividade aparente nos períodos mais longos, indicando
uma provável estrutura condutora em maiores profundidades.

Os dados de resistividade aparente são extremamente perturbados nessa estação. Há
um deslocamento para cima dos dados de resistividade aparente experimentais em
relação aos previstos pela Transformada de Hilbert e que afeta ambas as curvas em
períodos inferiores acerca de 0,04 s. O pico dessa oscilação ocorre no período de 0,02 s,
uma indicação de que o efeito pode estar relacionado a uma forte concentração de
ruído artifical na frequência de 60Hz próximo ao local de medidas. Nesse caso, o
ruído de 60Hz vai afetar tanto esse período alvo (frequência de 60Hz equivale a
período de 0,017 s), como os períodos próximos e principalmente seus harmônicos
levando a distorção a toda a faixa de períodos mais curtos. Com isso, a soma do sinal
artificial com o sinal natural aumenta a componente do campo elétrico em relação
ao campo magnético e distorce para cima a amplitude do elemento do tensor MT
calculado. Os dados também mostram uma outra fonte de ruído em torno de 10 s,
que distorce ambas as direções, mas principalmente a yx.

A figura 6.7 mostra os resultados para essa mesma estação apa usando o código RLS.
O efeito do ruído nos períodos mais curtos também é claramente observado, mas o
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Figura 6.4 - Resistividade aparente ρ e fase φ em função do período para a estação snb,
calculadas pelo código de Egbert e Booker (1986). Os erros nas medidas são
mostrados apenas quando são maiores que os simbolos utilizados para repre-
sentar as funções de transferência. As linhas contínuas referem-se ao resultado
do programa rhoplus para verificar a auto-consistência entre fase e resistivi-
dade aparente (ver texto).

Figura 6.5 - Resistividade aparente ρ e fase φ em função do período para a estação snb, cal-
culadas pelo código RLS. Os erros nas medidas são mostrados apenas quando
são maiores que os simbolos utilizados para representar as funções de transfe-
rência. As linhas contínuas referem-se ao resultado do programa rhoplus para
verificar a auto-consistência entre fase e resistividade aparente (ver texto).
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programa fornece resultados significativamente melhores nos períodos mais longos
da componente yx. A fase xy é bem comportada, não sofrendo grandes oscilações,
enquanto a fase yx parece perturbada apenas em um único dado localizado em
período pouco superior a 10 s. Esse é o período no qual se concentra o forte ruído
que distorce a resistividade aparente calculada nessa componente pelo código de
referência.

6.2 Efeito da Escolha dos Parâmetros Espectrais

As figuras 4.9 e 4.10 ilustraram como os parametros N , NW e m influenciam a
obtenção do espectro para uma concretização sintética de uma série AR(4). Vai-
se discutir agora como a escolha desses mesmos parâmetros influenciaram o valor
obtido para as funções de transferência no caso dos dados experimentais. Ênfase
será dada no caso das resistividades aparentes, cuja determinação está restringida
pelos parâmetros determinados para minimizar a variância da fase.

Para todas as estações aqui analisadas foram utilizados os seguintes valores para os
parâmetros que afetam a determinação do espectro do sinal:

• N = {128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192, 16384}

• NW = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 16}

• p = {N/128, 2N/128, 3N/128, 4N/128, 5N/128, 6N/128, N/1024}

• m = {N/2, N/4, N/8, N/16}

Cumpre ressaltar que nem todas as combinações são possíveis. Por exemplo, o valor
de p deve ser um número inteiro e maior ou igual a 1, de modo que a opção p =
N/1024 não é utilizada para os segmentos com N < 1024 pontos. Também deve-
se levar em consideração que para cada valor de N , tem-se um conjunto diferente
de frequências alvo e, desse modo, o número de combinações possíveis para cada
frequência varia. Uma outra limitação encontrada foi para as regressões com N =
128 pontos. Essas regressões mostraram-se muito lentas (cerca de 3min para cada
frequência alvo) e, por esse motivo, foram utilizados apenas p = 5 e p = 6 para o
branqueamento.

Para exemplificar o efeito da escolha dos parâmetros vai-se tomar como exemplo dois
períodos alvo (um com bom ajuste entre os dados experimentais e aqueles derivados
teoricamente a partir da fase e outro com ajuste um pouco pior) na componente yx
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Figura 6.6 - Resistividade aparente ρ e fase φ em função do período para a estação apa,
calculadas pelo código de Egbert e Booker (1986). Os erros nas medidas são
mostrados apenas quando são maiores que os simbolos utilizados para repre-
sentar as funções de transferência. As linhas contínuas referem-se ao resultado
do programa rhoplus para verificar a auto-consistência entre fase e resistivi-
dade aparente (ver texto).

Figura 6.7 - Resistividade aparente ρ e fase φ em função do período para a estação apa, cal-
culadas pelo código RLS. Os erros nas medidas são mostrados apenas quando
são maiores que os simbolos utilizados para representar as funções de transfe-
rência. As linhas contínuas referem-se ao resultado do programa rhoplus para
verificar a auto-consistência entre fase e resistividade aparente (ver texto).
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Figura 6.8 - Histograma da resistividade aparente ρyx para o período T = 0,14286 s na es-
tação snb. A linha vertical azul representa o valor teoricamente esperado pela
transformada de Hilbert obtida com o programa rhoplus, enquanto a linha
vermelha mostra o valor da resistividade derivado da escolha de parâmetros
que forneceu o menor desvio padrão para fase φyx.

da estação snb, cujos resultados foram apresentados na figura 6.5. O número total
de regressões realizadas para essa estação foi de 210 692.

A figura 6.8 mostra um histograma com a variação dos valores resultantes das
2 654 regressões realizadas para o período T = 0,14286 s da resistividade ρyx nessa
estação. Pode-se observar que a quase totalidade das regressões forneceu valores en-
tre 30 Ω ·m e 60 Ω ·m para a resisitividade aparente. Usando o valor da fase como
referência, o programa rhoplus atribuiu um valor de 38,84 Ω ·m para a resistividade
aparente deste período, enquanto o resultado derivado da regressão RLS com menor
desvio padrão para φyx estimou essa resistividade aparente em (45,38± 0,26) Ω ·m.
Esse bom ajuste pode ser atribuído ao fato deste período localizar-se em um inter-
valo pouco ruidoso do espectro, embora chame a atenção a existência de um pequeno
grupo de regressões que forneceram valores acima de 600 Ω ·m para as resistividades.

Uma forma mais detalhada de visualizar os resultados consiste em agrupar os resulta-
dos individuais das regressões em função dos diferentes parâmetros que influenciam
no cálculo dos espectros. A figura 6.9 mostra esses diferentes agrupamentos na forma
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de histogramas das realizações em função do número de pontos N dos segmentos
utilizados para calcular o espectro e da largura de banda NW do taper DPSS.
Observe-se que esses resultados são derivados de apenas uma das janelas em cada
caso e não da somatória de todas as janelas para aqueles determinados valores de N
e NW . Essa figura permite observar que todas as regressões com resistividade acima
de 500 Ω ·m foram obtidas para segmentos com N = 4096 pontos e que o valor cen-
tral desse resultado anômalo aumenta com a largura de banda NW . Também nesta
figura percebe-se que o número de regressões realizadas aumenta com N pelo fato
de ter sido possível testar esses segmentos com um conjunto maior de valores para
o pré-branqueamento AR(p).

De todo esse conjunto de estimativas para ρyx, o escolhido pelo programa para
calcular as funções de transferência apresentadas na figura 6.5 está marcado por uma
reta vertical pontilhada na coluna N = 128 e linha NW = 6. Esse resultado pode ser
explicado pelo fato do critério utilizado para determinar a função de transferência
ter sido o menor desvio padrão para a fase φyx. Nesse caso, deve-se esperar que
os espectros derivados de segmentos com poucos elementos sejam priorizados, pois
quanto menor o número de elementos no segmento, maior o número de segmentos
que podem ser aproveitados na regressão e consequentemente menor o desvio padrão
obtido.

O mesmo procedimento foi aplicado para a resistividade aparente calculada no pe-
ríodo T = 9,1429 s. Para esse período, o programa rhoplus forneceu um valor
de 36 Ω ·m para a resistividade, enquanto o estimador RLS forneceu uma estimativa
ρyx = (66± 5) Ω ·m. Neste caso, foram realizadas 2654 regressões cujas estimativas
estão representadas na figura 6.10.

Conforme anteriormente discutido, esse período encontra-se em uma região mais rui-
dosa do espectro, e de fato a figura 6.10 sugere que os ruídos afetam a estabilidade da
estimativa para ρyx. Essa figura mostra também que houve um número significativo
de regressões gerando valor próximo ao calculado pelo programa rhoplus. Porém, o
valor da resistividade calculada com os parâmetros que forneceram o menor desvio
padrão para a fase φyx está em um bloco com número bem menor de contagens, o
que sugere que o critério aqui adotado não fornece sempre os melhores resultados.

Analogamente ao caso anterior, os histogramas desse período também foram agru-
pados em função do número de pontos N dos segmentos e da largura de banda NW
do taper DPSS. Esses histogramas estão representados na figura 6.11, com a linha
vermelha vertical pontilhada na coluna com N = 128 pontos e linha NW = 16
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Figura 6.10 - Histograma da componente yx da resistividade aparente ρyx para o pe-
ríodo T = 9,1429 s. A linha vertical azul representa o valor esperado pela
transformada de Hilbert obtida com o programa rhoplus, e a linha vermelha
o valor da resisitividade que forneceu o menor desvio padrão para fase φyx.

representando o valor escolhido como melhor resultado pela regressão RLS. Nova-
mente, o segmento com menor número de pontos foi aquele que propiciou o menor
desvio padrão. Por outro lado, o valor alto para a largura de banda NW talvez possa
ser explicado por um espectro de grande extensão dinâmica. De fato, a figura 4.9
mostrou que, para o caso dos dados sintéticos, os espectros com grande extensão
dinâmica e número pequeno de pontos no segmento são melhores estimados com
uma largura de banda maior. Para este caso específico, pode-se observar que os es-
pectros com segmentos com N ≥ 2048 sofrem grandes variações com as alterações
dos parâmetros usados no cálculo do espectro. Por outro lado, os segmentos meno-
res mostraram-se mais estáveis. Também, segmentos com números intermediários
de pontos (entre 256 e 1024) fornecem histogramas cujos resultados se concentram
sobre o valor teórico previsto pelo programa rhoplus.

É importante notar que esses histogramas ilustram apenas um parâmetro (ρyx) dos
quatro estimados (ρyx , ρyy, φyx e φyy) para a regressão do tensor MT. Os resultados
obtidos ilustram a importância de um usuário experiente para escolher os parâmetros
que forneçam estimativas viáveis para o tensor e que critérios mais confiáveis para
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estimar a estabilidade e a qualidade dos parâmetros estimados pelo código RLS ainda
precisam ser estabelecidos.
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7 CONCLUSÕES E PLANEJAMENTO DE ATIVIDADES FUTURAS

O objetivo principal deste trabalho foi o de apresentar uma nova proposta para cál-
culo dos elementos do tensor magnetotelúrico. Esse objetivo foi alcançado por meio
da implementação de um novo código computacional robusto com o método RLS, no
qual se busca minimizar a mediana dos quadrados dos resíduos na técnica clássica de
regressão de mínimos quadrados. O programa foi testado em dados experimentais,
com os resultados comparados aos derivados pelo código robusto mais utilizado pela
comunidade geofísica internacional especializada em estudos de indução eletromag-
nética ((EGBERT; BOOKER, 1986), com mais de 350 citações no “Google Acadêmico”
até o final de março de 2014). Como referência para comparar os dois métodos foram
utilizados resultados obtidos com a transformada de Hilbert, a qual correlaciona as
duas principais funções de transferência obtidas pelo processamento de dados MT
(resistividade aparente e fase).

Os resultados dos testes preliminares mostraram-se bastante promissores, com o
processamento efetuado pela técnica proposta comparando-se de forma aceitável
com o obtido pelo algoritmo de referência. Em algumas situações o método RLS
mostrou resultados melhores que os derivados da técnica de referência, mas não se
mostrou tão eficiente em outras situações.

Um aspecto crítico que ainda precisa ser melhor estudado está na definição dos
vários parâmetros utilizados para obter o tensor MT por meio do método utilizado
neste trabalho. Nos testes apresentados utilizou-se um procedimento simples (menor
variança da fase) para definir os parâmetros para a análise espectral. Além desse
procedimento não se mostrar totalmente adequado em alguns casos, ele também
leva a um exagerado tempo de processamento. Como calcula todos os resultados de
todas as combinações possíveis de parâmetros antes de escolher aquele que fornece a
combinação desejada (menor variança da fase), o método RLS pode levar mais de 2 h
para fornecer curvas completas de resistividade aparente e fase. Em comparação, o
código de referência fornece essa mesma resposta em torno de 1min.

Outro aspecto a ser discutido é que todos os testes apresentados basearam-se na
transformada de Hilbert como um resultado teórico. Nesse caso, a ênfase foi dada
principalmente no cálculo das resistividades aparentes, na suposição de que as fa-
ses seriam mais robustas aos ruídos. Embora essa situação possa ser verídica em
muitos casos práticos (ver discussão em Boehl et al. (1977)), em muitas outras si-
tuações tanto a fase como a resistividade aparente são grandemente afetadas por
ruídos artificiais. Nesses casos, a comparação aqui feita não se aplica. Da mesma
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forma, em situações geoelétricas 3D, a relação entre fase e resistividade aparente via
transformada de Hilbert também não pode ser considerada. As estações analisadas
no capítulo precedente foram escolhidas para permitir a comparação dos resultados
gerados pelos dois códigos com um possível resultado esperado. Ou seja, foram es-
colhidas estações que aparentemente não tivessem ruído expressivo (especialmente
na fase) e que não exibissem evidentes efeitos 3D.

Testes bem mais exaustivos são necessários para avaliar a plena potencialidade do
programa desenvolvido e para definir os parâmetros de partida (“default”) mais
apropriados para a maioria das situações encontradas nos experimentos do campo.
Esses testes devem incluir:

• Efeitos dos parâmetros dos estimadores de espectro. Conforme já
discutido anteriormente, os parâmetros NW do taper DPSS, m da janela
Parzen e p do filtro de pré-branqueamento AR são por enquanto escolhidos
de forma arbitrária. Ainda é necessário um melhor entendimento de como
esses parâmetros afetam a obtenção do tensor MT e, se for o caso, estabe-
lecer um melhor critério para os valores a serem usados em cada faixa de
frequências e diferentes níveis de ruído.

• Identificação de pontos anômalos e de influência. Esses pontos são
eliminados durante a regressão, porém, é interessante identificar na série
temporal os intervalos onde eles se concentram para fazer uma melhor aná-
lise do sinal. Essa análise pode permitir verificar se a origem desses pontos
anômalos está associada a atividades antrópicas (motores elétricos, cercas
elétricas) ou naturais (pulsações, tempestades magnéticas ou descargas elé-
tricas).

• Diversificação para outros aparelhos usados pelo grupo de Ge-
omagnetismo do INPE. Atualmente apenas a correção para a função
de transferência dos magnetômetros de indução mfs-06 da Metronix está
implementada. É fundamental estender o uso do programa para os outros
magnetômetros usados nas campanhas de coleta de dados.

• Implementação de paralelismo. Atualmente o programa que estima os
valores das componentes do tensor MT é executado de maneira serial. O
paralelismo é importante para aumentar a velocidade de processamento.

• Implementação do método de referência remota. Esse método, pro-
posto por Gamble et al. (1979) baseia-se na utilização de sinais de campo
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magnético coletados simultaneamente em outra estação relativamente dis-
tante (próxima o suficiente para que o sinal natural medido seja o mesmo
da estação onde se quer obter a função de referência, mas longe o sufici-
ente para que os ruídos antrópicos locais não sejam correlacionados) para
calcular os elementos do tensor MT. Esse método pode ser alterado para
fazer uso do estimador RLS apresentado neste trabalho.

• Implementação de espectros multitaper. O estimador multitaper faz
uso de um conjunto de tapers ortogonais para calcular o espectro. Uma
vez implementado esse estimador é possível eliminar o uso do espectro
suavizado (PERCIVAL; WALDEN, 1993).

• Implementação de espectros paramétricos. Broersen (2006) reco-
menda o uso de estimadores paramétricos para se obter os espectros. Exis-
tem propostas para tornar esses estimadores robustos em Maronna et al.
(2006). A partir dessa implementação pode-se verificar se é possível remo-
ver os métodos robustos utilizados na regressão linear.

• Wavelets. A transformada wavelet é utilizada no método MT para iden-
tificar fontes de sinais antrópicas (ESCALAS et al., 2013) e para remoção de
picos ruidosos (KAPPLER, 2012). Esses métodos podem ser implementados
em futuras versões do código desenvolvido neste trabalho.

• Regressores-M. Apesar de sujeitos a pontos de influência, o processa-
mento realizado com esses estimadores são bem mais rápidos que o esti-
mador RLS. A implementação da opção de utilizar esses regressores no
nosso código aumenta sua flexibilidade para quem estiver analisando os
dados.

• Transformada de Hilbert. Substituir o estimador LMS pela transfor-
mada Hilbert como critério para a remoção de pontos anômalos pelo esti-
mador RLS. Uma técnica semelhante foi feita com um estimador-M em Su-
tarno (2008) e a maior velocidade de cálculo dessa transformada em relação
ao estimador LMS pode ser uma boa justificativa para essa escolha.

• Análise da qualidade da regressão. Quando os residuais têm distri-
buição normal pode-se avaliar a qualidade da regressão linear por meio
do coeficiente de determinação R2, e testes baseados nas distribuições t,
F e χ2. Como ainda não está claro para este autor como testar resíduos
com distribuição Rayleigh, esses testes de qualidade para a regressão linear
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podem ser implementados em uma etapa posterior de continuidade deste
trabalho.

• Análise de variância. Em regiões com dimensionalidade 1D espera-se que
as componentes Zxx e Zyy sejam nulas. Para essas regiões é interessante
realizar as regressões apenas com as componentes Zxy e Zyx e comparar
os resultados. Também deve-se testar a qualidade da regressão com as
componentes Zxz e Zyz como feito por Shireesha e Harinarayana (2011)
em modelagens 2D.

• Tipper. Quando a componente vertical Hz do campo magnético é medida
no campo, a regressão

Hz = TxHx + TyHy

fornece os parâmetros Tx e Ty do tipper. O tipper complementa a identi-
ficação das estruturas geolétricas e pode ser obtido de modo análogo ao
realizado para obter o tensor MT.

• Banda morta. As regiões onde o sinal natural é fraco são conhecidas como
bandas mortas. A banda morta audiomagnetotelúrica fica entre 2× 10−4 Hz
e 10× 10−4 Hz e a banda morta magnetotelúrica encontra-se entre 0,2Hz
e 2Hz (CHAVE, 2012). As figuras 6.4 e 6.6 sugerem a possibilidade de
uma banda morta entre 10 s e 50 s para a região de nossas medidas nas
baixas latitudes magnéticas do Brasil. Essa região pode ser explorada a
fim de verificar a existência de uma influência regional (limite latitudinal)
ou sazonal (ciclo solar ou estações do ano).
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São os seriados técnico-científicos: bo-
letins, periódicos, anuários e anais de
eventos (simpósios e congressos). Cons-
tam destas publicações o Internacional
Standard Serial Number (ISSN), que é
um código único e definitivo para iden-
tificação de títulos de seriados.

São a seqüência de instruções ou có-
digos, expressos em uma linguagem
de programação compilada ou interpre-
tada, a ser executada por um computa-
dor para alcançar um determinado obje-
tivo. Aceitam-se tanto programas fonte
quanto os executáveis.

Pré-publicações (PRE)

Todos os artigos publicados em periódi-
cos, anais e como capítulos de livros.
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