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RESUMO

Este trabalho propoe um novo método de suavizacao do grafico de recorréncia. Os
objetivos principais sao: capturar as estruturas principais de grafico de recorréncia
e eliminar possiveis ruidos que podem ser encontrados na série temporal, o que dara
origem ao novo gréafico de recorréncia. As analises do novo dispositivo sao realizadas
a partir da utilizacdo de medidas de andlise de quantificacdo de recorréncia (RQA
- Recurrence Quantification Analysis); extraidas do grafico de recorréncia, e, em
seguida, construir uma rede complexa, proveniente da matriz de recorréncia. Medidas
dessa rede complexa sao utilizadas para caracterizar propriedades do mapa logistico,
tais como periodo, juncao de bandas, caoticidade e intermiténcia.
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IDENTIFYING LOW-DIMENSIONAL COMPLEX SYSTEMS BY
RECURRENCE PLOT AND COMPLEX NETWORK TECHNIQUES

ABSTRACT

In this work, the recurrence plot is analysed and a new method is proposed in order
to smooth its visualization and transition to a complex network. The main purpose
to create a smoother version of the recurrence plot is to capture macro structures
and eliminate possible noises that could be found in the time series that originates
the recurrence plot. The new recurrence plot is measured by the same techniques
that are found on the regular analysis of recurrence plots, i.e. RQA - Recurrence
Quantification Analysis. Complex network measures are also used to further analyze
the networks created from the recurrence matrix in such way that by using both
measures the new method can be useful to characterize different periodic, chaotic,
band-merging and quasi-periodic regimes on any dynamic system.
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1 INTRODUCAO

As técnicas de andlise de dados sao cada vez mais utilizadas como ferramentas e
evidenciam a compreensibilidade das dinamicas. Métodos tais como o célculo da
dimensao fractal, do expoente de Lyapunov e da entropia sao amplamente aplica-
dos. Contudo, a maioria desses recursos necessitam de séries temporais longas, e,
em muitos casos, as dificuldades sao evidenciadas na presenca de ruidos, na nao es-
tacionariedade, na dificuldade de processamento devido ao tamanho da série, entre
outros (MARWAN et al., 2009).

Nas ultimas duas décadas, os grificos de recorréncia foram introduzidos por (ECK-
MANN et al., 1987) e se desenvolveram como uma ferramenta para o estudo dos
sistemas complexos. Um gréafico de recorréncia é a representagao de uma matriz bi-
naria simétrica que demonstra a proximidade de dois estados diferentes no espaco
de fases e com uma determinada definicao de proximidade, além disso, é conside-
rado uma ferramenta com grande apelo visual. Pode-se tornar ainda mais completa
quando associada a analise da quantificacao da recorréncia, Recurrence Quantifica-
tion Analysis (RQA). O RQA fornece um conjunto de recursos para que um grafico
de recorréncia seja medido e quantificado a partir da sua estrutura (ZBILUT; WEB-
BER, 1992). A técnica de recorréncia ja foi aplicada com sucesso nas areas de detecgao
de transigbes dinamicas (ZOU et al., 2008; LITAK et al., 2010), dindmica econdémica
(ADDO et al., 2013), reagoes quimicas (CASTELLINI; ROMANELLI, 2004), andlise de
sinais cardiacos (OUYANG et al., 2014; MARWAN et al., 2002), estudo dos niveis do
mar (FENG et al.,, 2013; MARWAN et al., 2009), etc. E importante enfatizar que as
técnicas baseadas em graficos de recorréncia sao 1teis para a analise de dados curtos
e nao-estaciondrios, geralmente, podem apresentar dificuldades para outros métodos
(MARWAN et al., 2009; MARWAN et al., 2007).

A representacao de uma matriz bindria pode ser utilizada para a criacao de rede com-
plexa, dessa forma, novas medicoes serao incorporadas a partir de uma perspectiva
diferente. O conceito de redes de recorréncia, ou seja, redes complexas originam-se
do grafico de recorréncia e tornam-se uteis para esse tipo de caracterizagao. Esta
representacao de redes complexas leva em consideracao apenas a informacao espa-
cial (MARWAN et al., 2009; DONNER et al., 2010a) . Redes de recorréncia sao capazes
de mensurar a complexidade de sistemas dinamicos, como as dinamicas periédicas e
cadticas (DONNER et al., 2010b). A caracterizagao de sistemas de baixa dimensao a
partir da anélise de graficos de recorréncia e redes complexas é um tema importante

nas areas da ciéncia e engenharia (MARWAN et al., 2009; XU et al., 2008; FENG et al.,



2013; OUYANG et al., 2014). As medidas consolidadas na literatura das entropias, das
dimensoes fractais e expoentes (LETELLIER, 2006; WOLF et al., 1985; BAKER; GOL-
LUB, 1996), igualmente como as medidas extraidas das redes complexas sao factiveis
e relevantes. Assim, a caracterizacao da dinamica é um desafio constante que tem

sido encarado com a proposicao de novos métodos no meio cientifico.

O método proposto nesse trabalho, Realce da Densidade da Recorréncia, ou, Re-
currence Density Enhancement (RDE), revisita o grafico de recorréncia e analisa a
densidade de recorréncia de um gréafico de forma estatistica, a fim de preservar ao
maximo as suas macroestruturas e redugao do ruido. O resultado do método é um
novo grafico de recorréncia redimensionado com menos ruido que o original, e preser-
vagao das macroestruturas. Casdagli apresenta, em seu artigo (CASDAGLI, 1997), um
método parecido, chamado de Windowed Recurrence Plot, ou “Grafico de Recorrén-
cia Janelado”. Este recurso ¢é capaz de detectar mudancas suibitas de parametros que
nao sao especificados nos graficos de recorréncia. O RDFE, no entanto, diferencia-se
por respeitar a estrutura original da densidade da recorréncia e da reducao do ruido.
Do mesmo modo, ¢ estabelecido paralelos com métodos de granulagao, ou “coarse-
graining”, de geracao de graficos de recorréncia em que janelas fixas do espaco de
fase sao utilizados para a criagdo dos gréficos (DONNER et al., 2008; DONNER et al.,
2011) . As medidas de RQA sao amplamente utilizadas na medigao dos gréficos de
recorréncia. Os experimentos realizados com RDFE permanecerao validos e atestados
neste mesmo conjunto de ferramentas. A anélise feita sobre o RDFE vai além, pois
uma rede complexa pode ser construida e enfatizar propriedades inerentes aos seus
sistemas originadores (DONNER et al., 2011). A utilizacdo das medidas RQA e as
medidas de redes complexas de um gréafico e de uma rede de recorréncia sao capazes
de capturar a esséncia da dinamica original que permite a distingao de diferentes
dinamicas e com a vantagem de aplicar uma analise, em uma versao reduzida e

qualitativamente similar.
1.1 Organizagao do Trabalho

Apoés a introducao no Capitulo 1, essa dissertacao apresenta no Capitulo 2 uma in-
troducao na dinamica linear e seus conceitos. No Capitulo 3, é introduzido o conceito
de recorréncia, o grafico de recorréncia e as estruturas presentes em seus graficos. No
mesmo Capitulo, a partir das estruturas do grafico de recorréncia, é apresentado as
medidas que podem ser extraidas de cada grafico e o seu significado. No Capitulo 4
é introduzido o conceito de redes complexas, tipos de redes complexas, suas medidas

e formas de construcao de redes de recorréncia a partir do grafico de recorréncia. No



Capitulo 5 sao apresentados os métodos com os quais as redes complexas sao criadas
a partir do grafico de recorréncia. No Capitulo 6 é apresentado o método proposto
nesse trabalho e aplicado no mapa logistico e em dados experimentais de fluidos no
Capitulo 7. As conclusoes deste trabalho, juntamente com sugestoes para trabalhos

futuros, sao apresentadas no Capitulo 8.






2 DINAMICA NAO LINEAR

Neste capitulo sao introduzidos os conceitos de dinamica nao linear e sistemas di-
namicos. A visualizacao das trajetorias de sistemas dinamicos no espago de fases é
introduzida a partir de exemplos do oscilador de Duffing-Van der Pol. Neste capi-
tulo, também ¢ introduzido o mapa Logistico e o expoente de Lyapunov, de uma

forma explicativa, a partir de diferentes dinamicas encontradas no mapa Logistico.
2.1 Sistemas Dinamicos

Uma das descobertas matematicas mais surpreendentes das ultimas décadas é a
de que as solugoes de sistemas dinamicos nao-lineares deterministicos podem ser
“tao aleatdrios quanto a sequeéncia de caras e coroas no lancamento de uma moeda
nao-viciada” (FORD, 1983). Esse comportamento é chamado de caos deterministico.
A descoberta do caos deterministico é especial porque a aleatoriedade tem sido

tradicionalmente associada a distirbios externos desconhecidos (HENRY et al., 2001).

Um sistema dinamico é um sistema que evolui a cada instante de acordo com um
conjunto de regras fixas que determinam como um estado do sistema se altera para

um outro.

Um sistema dinamico continuo pode ser descrito por equagoes diferenciais ordinéarias
(EDOQO'’s) ou parciais (EDP’s). Para o caso de uma ou mais EDO’s, tal sistema assume
a forma iz

Y _ A, i 1)
enquanto um sistema dinamico discreto pode ser representado como a iteracao de

uma ou mais fungoes, isto é
Tpy1 = f,u(fn) (2.2)

onde ¥ € R™ corresponde ao vetor de estados do sistema, p é definido como um
parametro de controle do sistema e Z(0) é o vetor de condigdes iniciais das varidveis

de estado do sistema dinamico.

Se f, € constituido de m funcoes continuas lineares, o sistema dinamico é linear;
caso contrario, o sistema dinamico ¢ nao-linear. Se f, nao depende explicitamente do

tempo t, o sistema dinamico é autonomo; caso contrario o sistema é nao-autonomo.

Muitos sinais biomédicos sao aparentemente aleatorios ou aperidédicos no tempo.
Tradicionalmente, a aleatoriedade em sinais biomédicos sao associados com o ruido,

ou interagoes entre nimeros muito grandes. Um exemplo de um sistema dinamico



nao linear com diversas aplicacoes em engenharia é o oscilador de Duffing-Van der
Pol (SZEMPLINSKA-STUPNICKA; RUDOWSKI, 1994)
dy

— —u(l - yz)% + 1y = feos wt (2.3)

onde i, f e w sao parametros. Essa equacao de segunda-ordem nao-autonoma pode

ser escrita como o seguinte sistema de primeira ordem:

dl’l

— =7

at 7

d

% = (1 — 23)zy — 2% + fcos 3 (2.4)
d(L’g

—_— w

dt

Sistemas dinamicos cujo o comportamento modifica-se em intervalos discretos no

tempo sao descritos por mapa.
2.1.1 Espaco de Fases - Atratores

O espaco de fases de um sistema dinamico é um espaco matematico formado a partir
de coordenadas ortogonais representando cada uma das varidveis necessarias para

especificar o estado instantaneo de um determinado sistema (BAKER, 1996).

No espaco de fase, cada parametro de um sistema é exposto como um eixo de um
espaco multi-dimensional. Este é chamado de plano de fase, enquanto um sistema

uni-dimensional é chamado de linha de fase.

O estado do sistema dinamico em um determinado instante no tempo pode ser
representado por um ponto neste espaco de fase. Se houver n varidveis dinamicas,
entao o estado em um determinado momento pode ser representado por um ponto no
espago euclidiano R™. A medida que as variaveis dinamicas mudam seus valores no
tempo, o ponto representado traga um percurso no espaco de uma curva continua,
no caso de um sistema dinamico continuo, e uma sequéncia de pontos, no caso
de um sistema dinamico discreto. A partir do oscilador de Duffing-Van der Pol
(Eq. 2.4), o seu estado de fases é observado na Figura 2.1 para os parametros: (a)
1 =0.0, f = 0.0, onde nao ha dissipagao e o seu caminho é topologicamente similar

a um péndulo; (b) p = 0.2, f = 0.0, o péndulo apresenta dissipacao (u # 0); (c)



=02 f=10w=0.9, onde a dissipagao esta balanceada por uma forca externa
f#0;(d) p=20,f=1.0,w=0.94, onde o movimento cadtico é visivel (HENRY et
al., 2001).
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Figura 2.1 - Retratos de fase do oscilador de Duffing-Van der Pol para os parametros (a) u
0.0,f =00; (b) u =02,f =0.0; (c) p =02, f =1.0,w =0.9; (d) o = 20, f =
1.0,w = 0.94. Fonte: (HENRY et al., 2001)

2.1.2 Expoente de Lyapunov

A medida padrao para verificar a existéncia ou nao de caos em um sistema é o expo-
ente de Lyapunov, normalmente representado pelo simbolo lambda (A). O Expoente
de Lyapunov quantifica a separacao exponencial média entre trajetorias préximas

no espaco de fase.

E extremamente dificil acompanhar a evolucao de um fluxo cadtico quando a diver-
géncia das trajetérias sobre o intervalo cadtico torna-se rapida (HENRY et al., 2001).

Para pontos fixos de sistemas dinamicos a estabilidade é definida pela derivada do



sistema.

Considere dois pontos proximos no passo n, x, € x, + dr,. No préximo passo no
tempo, ambos os pontos vao ter divergido, ou seja, x,11 € Tpi1 + drpiq. E esta
taxa média de divergéncia (ou convergéncia) que o expoente de Lyapunov captura,
exemplificado de forma ilustrativa na Figura 2.2. Outra maneira de pensar sobre o
expoente de Lyapunov estd relacionada com a velocidade com que as informacoes

sobre as condigoes iniciais sdo perdidas (WOLF et al., 1985).

Figura 2.2 - Exemplificacao da divergéncia entre duas trajetérias que evoluem no tempo.

Se o expoente de Lyapunov é positivo (A > 0), entdo o sistema é caético. Pontos
proximos irao divergir independentemente de quao proximos eles estejam. Se o ex-
poente de Lyapunov é inferior a zero (A < 0), entao o sistema ¢é atraido a um ponto

fixo ou orbita periddica estavel.

Uma explicacao mais detalhada e rigorosa do expoente de Lyapunov em sistemas
continuos e discretos pode ser encontrado em (WOLF et al., 1985; ECKMANN et al.,
1986; SANO; SAWADA, 1985).



2.1.3 Reconstrucao de Atratores

Uma série temporal y,, pode ser obtida a partir da solu¢ao numérica de uma tunica

varidvel dinamica z1(t), por uma amostragem de intervalos At = 0.1, ou seja, y, =

x1(nAt).

Uma das técnicas de andlise de séries temporais que tem como objetivo obter infor-
magcoes sobre varidveis nao observaveis é a Reconstrucao do Espaco de Fases. Essa
técnica tem por base principios inicialmente propostos por Rulle (RUELLE, 1979)
e Packard (PACKARD et al., 1980a) e posteriormente por Takens (TAKENS, 1981) e
Sauer et al. (SAUER et al., 1991). Esta técnica permite a reconstrucao do espago de
fases m-dimensional similar ao espaco de fases original a partir das medigdes de uma
unica varidavel independente, e este espaco reconstruido, apresenta uma diferenca
muito pequena em relagao ao espaco de fase original. Este espaco de fases recons-
truido apresenta uma suave variacao de coordenada em relacao ao espaco original,

preservando a topologia do sistema (SAVI, 2006).

O método é baseado na obtencao de vetores atrasados da série temporal original, de

modo que o espaco de fases passe a ser definido pelo conjunto de vetores dado por

;= {x(t;),x(t; +7),...,2(t; + (m—1)7)} (2.5)

em que z(t;) é a série temporal, 7 é o tempo de atraso de Takens e m é a dimensao
de imersao do espaco de fases. Os atratores obtidos desta maneira sao chamados

atratores reconstruidos.

A dimensao de embedding, ou imersao, é a menor dimensao em que o atrator possa ser
considerado completamente reconstruido e em que nao hé sobreposicao das trajeto-
rias reconstruidas (FACCHINT et al., 2007). Normalmente, nao se sabe a priori quantas
e quais sao as variaveis de estado de um sistema dinamico, o que dificulta a deter-
minacao da sua dimensao. Assim, antes de se reconstruir o espaco de estado, faz-se
necessario determinar a dimensao de imersao do sistema (embedding dimension),
definindo um conjunto de coordenadas que serve como base para a reconstrugao do

espaco de estado.

Em aplicagdes préaticas o algoritmo Grassberger-Procaccia (GRASSBERGER; PROCAC-
CIA, 1983) pode ser utilizado para medir a dimensao de correlagao de reconstrugoes
para diferentes dimensoes de embedding. A dimensao minima do atrator para o a

imersao é m + 1, em que m é a dimensao de imersao. A imersao pode ser obtida



para qualquer valor do tempo de atraso 7 > O(HENRY et al., 2001). Encontrar o valor
6timo para a dimensdo de embedding ja foi apresentado por Sauer et al.(SAUER et

, 1991). Caso o atrator tenha uma dimensao de contagem de caixas Dy, entao
a dimensao m > 2Dy + 1 é suficiente para a reconstrucao. Caso o atrator possua
a dimensao de correlacao Ds, a dimensao de embedding m > D, é suficiente para

medir a dimensao correlacionada a partir da imersao. (HENRY et al., 2001)

Existem varios métodos para a selecao do tempo de atraso. O método mais difun-
dido emprega como critério de selegao o primeiro zero da funcao de autocorrelagao,
definida em (HENRY et al., 2001) como

C(t) = lim —Zx Titt- (2.6)

N—oo N

J& o método apresentado por Fraser e Swinney (FRASER; SWINNEY, 1986) emprega
como critério o tempo dado pelo primeiro minimo local da funcao de informacao miu-
tua. A funcao de informacao mutua indica em que grau parte de uma série temporal
contém informacao, ou relembra, outras partes da mesma série temporal (HENRY et

, 2001). Ela mede a dependéncia geral de duas varidveis, e fornece uma estima-
tiva melhor para a escolha do tempo de atraso que o primeiro zero da funcao de

autocorrelacao, onde é considerada apenas a dependéncia linear.

No entanto, valores de 7 pequenos resultam em reconstrugoes quase-lineares com
alta correlagao entre pontos consecutivos do espaco de fase. Valores grandes de 7

podem esconder a estrutura ao ligar pontos sem correla¢do (HENRY et al., 2001).

Diferentes valores de 7 e m levam a reconstrucao de diferentes trajetorias. De acordo
com os teoremas de imersao, a preservagao das estruturas topoldgicas da trajetoria
original de um sistema é garantida se, e somente se, m > 2d+1, onde d é a dimensao
do atrator e m a dimensao de imersao. Contudo, isso nao impossibilita uma imersao

que nao satizfaca essa relagao de dimensoes (HENRY et al., 2001).

Os resultados de (TAKENS, 1981) garantem que o atrator reconstruido e o original
sao difeomorficos. Além disso, a série temporal de uma tnica variavel independente
é suficiente para a reconstrucao desde que a dimensao de imersao seja suficiente-
mente grande (TAKENS, 1981; SAUER et al.,, 1991). Assim, a escolha correta de 7
e da dimensao de imersao d sao importantes para a identificacao dos invariantes

geométricos.
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2.2 Mapa Logistico

Intimeros pesquisadores passaram a analisar diferentes sistemas dinamicos. Em 1976,
(MAY et al., 1976), re-introduziu um sistema dindmico, originalmente proposto por
(VERHULST, 1845), este relacionado com o crescimento populacional. Em seu traba-
lho, o autor abordou o mapa logistico para o qual avalia a populacao  no ano n+ 1

a partir da populacao do ano anterior, ou seja,

Tpi1 = 1Zy (T, — 1) (2.7)

Este mapa é um sistema dinamico autonomo, discreto e unidimensional, isto é,
caracterizado por uma unica variavel de estado x € R. O parametro r define o tipo
de resposta do sistema, ou seja, a iteragdo do mapa (2.7) para diferentes valores de r
podem conduzir a solugoes estaveis, periddicas ou irregulares, como as apresentadas
na Figura 2.3. Em r = 3.5, observa-se uma solucao periédica de periodo 4. Com o
aumento de r, é visivel a regiao de duplicacao de periodos, onde o periodo duplica
de 4 para 8 em r ~ 3.7. Em seguida observa-se uma seqiiéncia deterministica e

aperiédica, caracteristica de sistemas cadticos.

1 Icogistic map, f(x) = r x (1 - x), bifurcation diagram for r in [3.5,4]
' ' ' ' i I

{X(n)}

0'%.5 3.6 3.7 3.8 3.9 4.0
Control parameter r

Figura 2.3 - Diagrama de bifurcagdo do mapa logistico (2.7) para r = [3.5, 4.0].

O mapa logistico, para determinados intervalos de r, também apresenta outra ca-
racteristica visivel de sistemas cadticos: a sensibilidade as variagoes nas condigoes

iniciais. A sensibilidade as variacGes nas condigoes iniciais pode ser exemplificada ao
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iniciar duas trajetorias de pontos proximos, e apds eliminar o transiente de ambas as

trajetorias, seria impossivel afirmar que as duas iniciaram de pontos tao proximos.

As trajetérias ou orbitas de um sistema cadtico oscilam aprisionadas dentro de uma
regiao limitada no espaco de estados sem apresentar periodicidade. No interior desta
regiao, as variaveis de estado exibem valores correspondentes a pontos no espaco de
fase para os quais as trajetdrias cadticas, passam proximas das orbitas periddicas

instdveis a medida que o sistema evolui no tempo (ALLIGOOD et al., 1997).

O mapa logistico apresenta valores do expoente de Lyapunov caracteristicos para
as suas regioes estaveis com orbita periddicas e janelas periddicas, ou seja A < 0
onde r = [3.5,3.5688] e valores positivos A > 0 em regides que apresentam caos
r = [3.56994, 3.8284], r = [3.8415, 4.0]. Como visto na Figura 2.4.

Lyapunov exponent for the logistic map

0.4

~0.6f

_ i i i i
O'%.S 3.6 3.7 3.8 3.9 4.0

Figura 2.4 - Expoente de Lyapunov do mapa logistico (2.7) para r = [3.5,4.0].

O mapa logistico também apresenta intermiténcia para determinados parametros de
controle. A intermiténcia pode ser caracterizada como a alternancia entre periodos
regulares (laminar), longos e periodos curtos de comportamento irregular. Segundo
(SCHUSTER; JUST, 2006), a frequéncia observada de periodos irregulares tende a
aumentar de acordo com parametros externos, o que significa que a intermiténcia é

um indicativo de que uma dinamica regular caminha para um movimento cadtico.

De acordo com (POMEAU; MANNEVILLE, 1980), o comportamento intermitente pode

ter a seguinte interpretacao: As oscilagoes estéveis para r < r. (onde r é o parame-
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tro de controle e 7. é o seu limiar) correspondem a pontos fixos estdaveis no mapa
de Poincaré. Para valores acima de r., esses pontos fixos se tornam instaveis apre-
sentando intermiténcia. Segundo Schuster, existem trés formas que um ponto fixo
podem perder a estabilidade, sao eles os tipos I, Il e III e podem ser vistos de forma
detalhada em (SCHUSTER; JUST, 2006).

No mapa logistico, logo abaixo do seu valor intermitente » = 1++/8, a sua dinamica
apresenta uma orbita de periodo trés (Figura 2.5A, onde r — 1+ \/g) e para o valor
intermitente, o mapa apresenta janelas que exibem movimento cadtico (Figura 2.5B,

onde r = 1+ /8).

1.0

AU 1 IHI il
i

”\ |H
0.4 H 0. 4
0.3 !
0.2 ]
100 150 200

015—>0 40 60 80 100

Figura 2.5 - A) mapa logistico periodo 3 para r — 1 4 /8. B) mapa logistico intermitente para

r=1+8

2.3 Conclusoes Parciais

Nesse capitulo foi apresentado um breve resumo sobre os conceitos da dinamica nao
linear, sistemas dinamicos e suas classificacoes. A visualizacao das trajetérias foi
apresentado a partir do diagrama de fases com o exemplo do oscilador de Duffing-
Van der Pol e o mapa logistico. Também foi apresentado brevemente o expoente de
Lyapunov, exemplificado a partir da caracterizagao de diferentes dinamicas do mapa

logistico.
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3 RECORRENCIA

Neste capitulo é apresentado o conceito de recorréncia em sistemas dinamicos. O gra-
fico de recorréncia é apresentado em conjunto com as suas estruturas, propriedades
e o RQA (Recurrence Quantification Analysis), uma ferramenta para a extragao de
medidas do grafico de recorréncia. Por final, sao mostrados os graficos de recorréncia
em diferentes dinamicas, suas medidas de RQA e a interpretacao desses valores de

acordo com o mapa logistico.
3.1 Conceito

A recorréncia é um fenomeno dos sistemas dinamicos e o conhecimento de sua exis-
téncia ja vem de longa data, e inicialmente estudado por Poincaré, no seu estudo do
problema dos trés corpos (POINCARE, 1890). De uma forma simplista, o Teorema
de Recorréncia de Poincaré afirma que, depois de um certo tempo, certos sistemas
irao retornar a um estado muito préximo ao estado inicial, dessa forma, o tempo de
recorréncia de Poincaré é o tempo decorrido até a recorréncia de um certo estado
(BERGELSON, 2000) .

Dentro do contexto da andlise de séries temporais, a recorréncia é um estado x; em
um tempo ¢ = i-At quando o estado do sistema x; em outro tempo ¢t = j-At é similar
a esse estado inicial ou tao préximo quanto desejarmos (MARWAN et al., 2007). O
calculo dos tempos de recorréncia, ao contrario de outros métodos, tais como Fourier
ou Wavelets, nao requer a transformacao dos dados, e pode ser utilizado para ambos

os sistemas lineares e nao-lineares (ZBILUT et al., 2002).

Os dados observados podem vir de um tnico caso ou podem ser agregados a partir
de varios casos analisados. As séries temporais sdo utilizadas para a representagao
de dados nas mais diversas areas, como, por exemplo: financas, estatisticas, compu-

tagao, meteorologia, e outras.
3.2 Graficos de Recorréncia

A ferramenta para anélise de recorréncia, o gréfico de recorréncia (Recurrence Plot),
introduzida por Eckmann et al., é largamente utilizada para a visualizacao de com-
portamentos recorrentes no espago de fase de sistemas dinamicos (ECKMANN et al.,
1987).

O grafico de recorréncia de uma série temporal de N pontos é uma matriz binaria

de tamanho N x N. A partir desta matriz binaria, ou matriz de recorréncia R,
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um ponto recorrente é definido como R;; = 1 se o estado z; for vizinho de z; no
espaco de fases, caso contrario, I; ; = 0. Um estado x; qualquer é dito recorrente
de outro estado se, durante a trajetéria do sistema, o estado z; estiver préximo o
bastante de x; no espaco de fases respeitando um limiar €. A definicao de recorréncia

é representada da forma
Ri,j(&f) = @(E — Hfz — f]H), f@j € §Rm, Z,] = 1, e ,N, (31)
onde:
e N ¢é o numero de estados x; utilizados na série temporal;

e ¢ ¢ o limiar (threshold) a partir do ponto Z;;

e O(.) é a fungao de Heaviside;

|.|| ¢ a norma da vizinhanga, geralmente, a norma euclidiana;

e m é a dimensao de imersao.

Os graficos de recorréncia sao compostos por estruturas de pequena escala como
os pontos e linhas (diagonais, verticais ou horizontais) e estruturas de larga escala,
também chamada de texturas. Os pontos podem ser interpretados como estados
que nao persistem por um longo periodo de tempo. Um grafico de recorréncia feito

apenas de pontos separados esta associado com um sinal composto por ruido.

As linhas diagonais de comprimento L, definidas por
Ri+k,j+k = 1|£=17 (3'2>

caracterizam trajetérias que evoluem de forma paralela a outro segmento de trajeto-
ria, isto é, a trajetoria visita a mesma regiao do espaco de fase em tempo diferentes.

As linhas verticais e horizontais de comprimento L, definidas por
Rijin = iy Rivs = i1, (3.3)

indicam que o estado do sistema nao muda, ou seja, permanece estacionario durante
a evolugao no tempo (MARWAN, 2003; FACCHINI et al., 2007). Na Tabela 3.2 pode
ser visto um apanhado das texturas mais encontradas nos graficos de recorréncia,

juntamente com o seu significado.
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Tabela 3.1 - Texturas observadas em um grafico de recorréncia e o seu significado. Fonte adaptada:

(DONNER et al., 2010Db)

Estrutura (Textura)

Interpretacao

Pontos pretos distribuidos
de forma homogénea

0 processo é estacionario.

Pontos pretos isolados

flutuagoes fortes no processo;
o processo pode ser aleatério nao-correlacionado
somente ocorre pontos isolados singulares.

Linhas diagonais paralelas

A trajetéria de um segmento visita
a mesma regiao do espago
de fase de outro segmento em tempo diferente.

Linhas verticais e horizontais

alguns estados nao mudam ou mudam
lentamente para algum tempo;
uma indicagao para estados laminares.

Linhas diagonais curtas

dado nao-estacionério;
alguns estados
sao raros; transicoes podem ter ocorrido.

Pontos de recorréncia na
linha diagonal

dado nao-estaciondrio; o processo contém
uma deriva ou tendéncia.

Formas repetidas

ciclicidades no processo;

a distancia de

tempo entre padroes periddicos corresponde ao periodo;
distancias diferentes

entre linhas diagonais longas revelam

processos quase-periddicos.

As estruturas de larga escala de um grafico de recorréncia podem ser classificadas

CO1mo:

(a) Homogéneo (Fig. 3.1A), quando os graficos apresentam pontos pequenos se

comparados com o grafico de recorréncia como um todo, ou seja, o tempo ca-

racteristico de cada linha (estados sucessivos) é pequeno em rela¢ao ao tempo

total de exposicao do sistema.

(b) Periédico (Fig. 3.1B), comum em sistemas oscilantes que sempre apresentam

linhas diagonais totalmente preenchidas e paralelas a diagonal principal. Além

disso, apresentam estruturas de blocos recorrentes.

(c) Graficos deriva (ou drift, Fig. 3.1C) acontecem principalmente quando o sistema

possui uma variacao de parametros lenta.

(d) Descontinuo (Fig. 3.1D) que é causada por mudancas abruptas na dinamica,
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bem como a ocorréncia de eventos raros, ocasionando bandas brancas.

(a) (b)

Figura 3.1 - Algumas topologias caracteristicas dos gréficos de recorréncia. (a) Homogéneo, (b)
Periédico, (¢) Deriva (ou drift) e (d) Descontinuo. Figura retirada da tese (MARWAN,
2003).

Além de ser uma ferramenta com forte apelo visual, podem ser utilizadas técnicas
de analise para caracterizar as estruturas geradas. As estruturas de pequena escala
(pontos e linhas) sdo utilizadas como quantificadores de recorréncia, conhecida
como Analise de Quantificacdo de Recorréncia (RQA - Recurrence Quantification
Analysis) (ZBILUT; WEBBER, 1992; MARWAN, 2003).

3.2.1 A escolha de parametros de recorréncia

Para o melhor aproveitamento da técnica de recorréncia com séries temporais nao
estacionarias, a escolha correta dos seus parametros é fundamental. Como discutido
anteriormente, um conceito de distancia espacial é empregado para definir a pro-
ximidade entre dois estados. Em geral, a norma Euclidiana d(;, 7;) = ||Z; — 2|
¢ considerada para preencher a matriz bindria de recorréncia R contendo todos os
pares préximos ||7; — Zj|| < e. A trajetdria no espaco de fase pode ser reconstruida
a partir de uma série temporal wu;; via embedding do tempo de atraso (MARWAN et

al., 2007)

T = (Ui7 WUitgrsy - 7ui+7(m—1))7 (34)

onde m é a dimensao de embedding e T é o atraso.

A mudanca de estados em um sistema faz com que a escolha dos valores para m, 7
e € transforme-se em uma tarefa pouco trivial. Normalmente, os sistemas bioldgicos

sao raramente estacionarios, e muitas vezes apresentam alteracoes bastante bruscas
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de estado. No entanto, algumas diretrizes, encontradas a partir das pesquisas dispo-
niveis, podem ser estabelecidas para a captura da nao-estacionariedade (ZBILUT et
al., 2002). A andlise da recorréncia a partir de uma regiao linear do espago de fase
tem implicacao direta no valor de . Valores baixos para € podem resultar na captura
apenas de ruido; no entanto, valores exagerados podem considerar a recorréncia em
dois estados nao-recorrentes. Uma das formas de entender propriamente a dinamica
é utilizar as préoprias medidas de recorréncia, como a medida de recorréncia (RR),
definida na Eq. (3.5), para diversos valores de ¢ e tracejar os resultados em escala
log-log a fim de detectar uma regido onde a dinamica se sobressaia (ZBILUT et al.,
2002).

Segundo Grassberger et al., o conceito de embedding e atraso corretos nao existem
no conceito de nao estacionariedade (GRASSBERGER et al., 1991). De acordo com
os mesmos, a utilizacao de um valor suficientemente grande para o embedding, de
forma que contenha todas as dinamicas relevantes e também o ruido presente, tende
a “inflar” a dimensao. Estudos feitos por Gao e Cai, utilizando um atrator de Lorenz
com ruido, concluiram que o embedding m = 6 é suficiente para clarificar a sua
dindmica (GAO; CAI, 2000). Para os sistemas bioldgicos, altamente complexos, o valor
de embedding m = 10 pode ser utilizado com um certo cuidado quanto ao ruido, ja
que o embedding implica na sua amplificacao e prejudicando assim a dinamica real
(ZBILUT et al., 2002).

Na medida em que o sistema muda entre uma dimensao para outra, os efeitos do
atraso 7 sao alterados e assim, o atraso “ideal” do embedding, torna-se cada vez menos
relevante a cada mudanga de dimensoes (ZBILUT et al., 2002). O ponto principal para
o atraso é o entendimento de como a captura do dado foi feita, em especifico os valores
de amostragem, a banda e a precisao. De forma geral, o teorema de reconstrucao do
atraso indica que qualquer atraso é apropriado (PACKARD et al., 1980b). Na prética,
a amostragem utilizada ira determinar se um sistema teve amostragem suficiente a
ponto de capturar propriamente a dinamica. Dessa forma, o indicado é realizar a
amostragem em excesso, de maneira que seja suficiente a ponto de capturar todos

os atributos de uma série temporal.
3.3 Quantificadores de Recorréncia

A partir das estruturas de pequena escala e larga escala, é possivel quantificar,
por exemplo, a dinamicidade e a previsibilidade do sistema em questao, através da
andlise da quantificagao de recorréncia (RQA - Recurrence Quantification Analysis),
ferramenta desenvolvida por Zbilut e Webber em 1992 (ZBILUT; WEBBER, 1992;
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MARWAN, 2003).

A analise de quantificacao de recorréncia define medidas de complexidade usando a
densidade dos pontos recorrentes, e as estruturas diagonais do grafico de recorrén-
cia: a taxa de recorréncia (RR), determinismo (DET), divergéncia (DIV'), entropia
(ENTR), laminaridade (LAM). Alguns estudos baseados nas medidas de RQA mos-
traram que é possivel encontrar pontos de bifurcagao, especialmente em transicoes
caos-ordem (MARWAN et al., 2007). O RQA é baseado nos graficos de recorréncia ge-

rados a partir de um limiar ¢ fixo, por isso os graficos de recorréncia sao simétricos.
3.3.1 Medidas baseadas na densidade de recorréncia

As medidas baseadas na densidade sao caracterizadas pelo agrupamento dos pontos
de recorréncia de um grafico. Uma das medidas mais simples é a medida da taxa de

recorréncia REC ou RR, dado por,

1N
RR(e,m) = > RR (3.5)

ij=1
em que N a dimensao do gréafico de recorréncia, m é a dimensao de imersao e € o
limiar.A taxa de recorréncia é a medida relativa a densidade de pontos de recorréncia
e corresponde com a definicao de correlagao para casos onde o niimero de pontos é

muito grande.
3.3.2 Medidas baseadas nas linhas diagonais

A medida do Determinismo mede o niimero de estruturas diagonais formadas, divi-
didas sobre todo o gréafico de recorréncia e é definida por:

DET = Zimt,i, 1P) (3.6)

N Y
2= 1P(D)
onde [ é o comprimento da linha diagonal, N a dimensao do grafico de recorréncia
e P(l) a probabilidade de existéncia linhas diagonais com comprimento [. Essa
medida pode ser interpretada como a previsibilidade do sistema. Para sistemas em
que a previsibilidade é alta, no caso de comportamentos periddicos, o determinismo

possui valor 1.
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O comprimento médio das linhas diagonais (average diagonal length), dado por:

X, PO

L =
S P()

, (3.7)

onde [,,;, ¢ o comprimento minimo da diagonal, fornece o tempo médio em que dois
segmentos da trajetoria permanecem evoluindo de forma similar em um estado do

sistema.

Outra medida de RQA considera o tamanho L,,,, da maior linha diagonal encon-

trada no grafico de recorréncia, dado por:

Lnae = maz(L;M) (3.8)

em que N; = Y o, P(l) é o nimero total de linhas diagonais. Essas medidas
—t'min

estao relacionadas com a divergéncia exponencial da trajetéria do espaco de fase.

Na medida que os segmentos das trajetorias divergem, mais curtas sao as linhas

diagonais.

A Divergéncia, dada por
1
DIV = , (3.9)

max

que é o inverso do comprimento maximo de uma linha diagonal L,,,, contida no
grafico de recorréncia e pode ser interpretada como o tempo maximo em que duas

trajetorias divergem.

A medida da entropia na recorréncia, dada por:

ENTR=— Y p(l)lnp(l), (3.10)

I=lmin

refere-se a entropia de Shannon, e é obtida a partir da frequéncia de distribuicao
das linhas diagonais acima de um determinado comprimento [,,;,. A entropia é um

indicador de complexidade do sistema.
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3.3.3 Medidas baseadas nas linhas verticais

O numero total de linhas verticais de tamanho v no grafico e recorréncia é obtido a

partir do histograma, obtido de:

N v—1
P(v) =Y (1= Ri;)(1 = Rijso) [ | Risiss (3.11)
ij=1 k=0
que tem uso direto em outras medidas, como a laminaridade
N
_ vP(v
LAM = Lo VP0) (3.12)

25:1 vP(v)

que € a razao entre as linhas verticais recorrentes de todo o grafico de recorréncia
dividido pelo conjunto de pontos recorrentes contido nele. Essa medida fornece a
quantidade de estruturas verticais do grafico de recorréncia e representa a ocorréncia

de estados recorrentes que nao mudam no tempo.
A secao seguinte faz um apanhado das medidas RQA aplicadas no mapa logistico.
3.4 Exemplos em Diferentes Dinamicas

Nesta secao, diferentes dinamicas sao observadas de forma que os seus graficos de

recorréncia e as suas medidas possam ser utilizados como exemplos.

A partir do grafico de recorréncia visivel na Fig. 3.2B., é possivel afirmar que o seu
sinal (Fig. 3.2A) ¢é periddico. O distanciamento entre as linhas verticais e horizon-
tais denotam que o periodo desse sinal é 4. Algumas medidas de RQA extraidas
desse grafico também podem dizer muito sobre o grafico, mesmo que nao possamos
visualizé-lo. Para L,,,, = 96, tamanho da maior linha diagonal excluindo a linha de
identidade, um valor alto para um sinal com N = 100 indica um sinal periédico. O
determinismo DET = 1 é caracteristico de sinais periddicos. A taxa de recorréncia
RR = 0.25 também ¢é um indicador da densidade desse grafico. J& a laminaridade

LAM = 0, indica que nao ha intermiténcia no sinal.

Em um sinal dito cadtico (Fig. 3.3B), a intermiténcia esta presente (identificado
no grafico por uma seta) e caracterizada por LAM = 0.13, assim como a queda
do determinismo que apresenta DET = 0.69. A diminuicao do tamanho de linhas
diagonais também é caracteristico para esse tipo de dinamica como observado na
Fig. 3.3B e também capturada em L,,,, = 8. A taxa de recorréncia também apre-

senta um valor baixo por conta da densidade de pontos pretos RR = 0.12. Outra
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Figura 3.2 - (A) Sinal periédico do mapa logistico para r = 3.54. (B) Grafico de recorréncia cor-
respondente ao sinal (A) para ¢ = 0.1, N = 100.

caracteristica observado nesse tipo de dinamica é visivel pela presenca de blocos
pretos como em N = 45 e N = 35 onde as trajetérias se encontram fixo em um

atrator por um determinado tempo.

Em um sinal aleatério (Fig. 3.4A), os pontos de recorréncia se encontram espagados
e distribuidos por todo o grafico (Fig. 3.4B) sem a formagao de grandes estruturas,
comprovado por L,,.. = 4, ainda menor que o sinal cadtico. O determinismo para
esse tipo de dinamica é ainda menor quando comparado com o sinal cadtico DET =
0.23. A intermiténcia do sinal aleatorio também é capturada via LAM = 0.22 e
possui um valor expressivo, em relacdo aos outros sinais. A taxa de recorréncia,

RR = 0.11 é um indicador da baixa densidade de pontos no gréfico.
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Figura 3.3 - (A) Sinal caético do mapa logistico para r = 4. (B) Grafico de recorréncia correspon-
dente ao sinal (A) parae = 0.1, N = 100, L0, = 8, RR = 0.12, DET = 0.69, LAM =
0.13.

3.5 Conclusoes Parciais

Nesse capitulo, foi apresentado o conceito de recorréncia a partir de um sistema
dinamico e como reconstruir a trajetoria desse atrator no espaco de fases. Foi apre-
sentado o gréfico de recorréncia (RP - Recurrence Plot) e os seus medidores, assim

como a exemplificagdo de diferentes tipos de dinamicas e os seus medidores RQA.
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Figura 3.4 - (A) Sinal aleatdrio, uniformemente distribuido. (B) Gréfico de recorréncia correspon-
dente ao sinal (A) parae = 0.1, N = 100, L4, =4, RR=0.11, DET = 0.23, LAM =

0.22.
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4 REDES COMPLEXAS

Nesse capitulo é feito um breve resumo sobre as origens das redes complexas, tipos de
redes e suas propriedades, assim como a suas aplicacoes. Por fim, sdo apresentadas

algumas medidas de redes complexas.
4.1 Conceito

Historicamente, o estudo das redes foi um dos topicos de abrangéncia de um dos
ramos da matematica discreta, chamada de teoria dos grafos. O inicio do seu desen-
volvimento ocorreu por volta de 1736, quando o matematico suico, Leonhard Fuler
publicou a solucao para o problema das pontes de Konigsberg. O problema das pon-
tes descrito por Euler, consistia em encontrar um caminho que atravessasse, somente
uma vez, por todas as pontes da cidade de Kdnigsberg. Esta descricao contribui na
elevagao da visibilidade para a drea (BOCCALETTI et al., 2006).

As redes estao em todos os lugares e podem ser formadas por objetos tangiveis,
como: redes de energia elétrica, a Internet, a malha rodoviaria e redes de neuronios.
Além disso, podem ser entidades definidas em um espago abstrato, como: redes de
colaboragao entre individuos ou uma rede de relacionamento social entre pessoas (BA-
RABASI, 2002; BOCCALETTI et al., 2006). A partir de uma determinada metodologia
para ligacao de vértices e arestas, qualquer sistema discreto pode ser representado

de forma abstrata em uma rede complexa (COSTA et al., 2007).

O aumento do poder computacional proporcionou o armazenamento e a investigacao
de conjuntos maiores de dados, provocando assim, um impacto profundo na viabi-
lizagao dos estudos de grandes redes. As redes complexas sao caracterizadas por
apresentar estrutura irregular, complexa e evolutiva no tempo. Um dos principais
atributos das redes complexas é que elas sao grandes, dessa forma, seu entendimento
completo é praticamente impossivel. A analise das redes complexas é preferencial-
mente feita por meio de propriedades locais: quantos vértices essa rede possui, e por
quais regras os vértices sao conectados uns com os outros, etc (BOCCALETTI et al.,
2006). Uma conclusao inicial da anélise de uma grande quantidade de redes reve-
lou que a maioria das redes compartilham atributos similares (HOFSTAD, 2009). De
acordo com Watts e Strogatz (WATTS; STROGATZ, 1998), muitas redes sao “pequenos
mundos” (small-world networks), desta forma, a maioria dos vértices sao separados
por pequenas cadeias de arestas. Em 1999, Barabdsi e Albert (BARABASI; ALBERT,
1999) foram os responsdveis por caracterizar outras propriedades nas redes, defini-

das por eles como rede “livre de escala”. Nessas redes, uma quantidade reduzida de
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vértices possui alto nimero de conexoes, formando assim hubs.
4.2 Fundamentos e Representacao

As redes complexas tém as suas raizes na teoria dos grafos, e formalmente, uma rede
complexa pode ser declarada da seguinte forma, G = (V, E) em que G é a rede,
composta por um conjunto V' de vértices e um conjunto E de arestas. O conjunto
de vértices V' é representado por V' = {ny,ns,...,ny}, em que N é a quantidade
de vértices. O conjunto de arestas F, é representado como E = {l19,l21,...,lkxx},
em que K e K’ sao os vértices adjacentes por essa aresta. A representacao de cada
aresta pode ser definida como (4, j) ou l; ;, representando a ligacao entre os vértices
i e j (NEWMAN, 2010). Um grafo é dito simples quando ele nao apresenta loops nem
mais de uma aresta ligando dois vértices. O grafo exibido na Figura 4.1 aponta o

vértice e uma aresta de um grafo simples criado a partir da representacao da Eq.

(4.1).

Vértice |

e 3

_
Aresta 4

Figura 4.1 - Uma rede simples criada a partir da Eq. (4.1).

Uma rede também pode ser representada pela matriz binaria de adjacéncia

A= , ) ’ = (4.1)

s

Loy

V)

o

[\

(V)

N
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[\
_— = O O
- o O O
o O O =
o O =

onde A; ; = 1 se existe uma conexao entre os vértices i e j e A; ; = 0, caso nao exista
a ligacao (ARENAS et al., 2008). Em um caso mais generalista de uma rede ponderada,

o grafo é caracterizado pela matriz W, com W;; representando o peso (ou forca) da
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conexao entre as arestas i e j. O grafo definido pela matriz de adjacéncia simétrica
4.1, pode ser dito como um grafo nao direcionado. Um grafo nao direcionado é aquele
em que A;; = A;;. Um grafo direcionado também pode ser uma matriz simétrica

ao replicar as arestas em ambos os sentidos.

O grau de um vértice 7, para uma matriz simétrica, é representado por
ko= A=) A (4.2)
J J

¢ a quantidade de arestas que se conectam ao vértice 7. No grafo 4.1, o grau do
vértice 1 é 2, ja que este vértice possui ligagoes com os vértices 4 e 3. O grau médio

de um grafo
1 1
k) = 2 ki = 5 2 Ay (4.3)
1 1)

¢ a média da soma do grau de todos os vértices. Para o grafo representado em 4.1,

o grau médio é 1.5.

Em um grafo, a distancia entre dois vértices quaisquer pode ser calculada, caso
exista um caminho entre eles. No grafo 4.1, a partir do vértice 1, o tinico caminho
para o vértice 2 passa pelos seguintes vértices (1,4,2) e tem comprimento 2, ou seja
d172 =2

4.3 Modelos de Redes

Algumas redes possuem particularidades identificadas estatisticamente, como por
exemplo a distribuicao do grau de seus vértices ou comprimento médio dos seus
caminhos. A identificacao de caracteristicas semelhantes entre diversas redes encon-
tradas no mundo real abriu portas para que as mesmas possam ser rotuladas de

forma mais especifica.
4.3.1 Redes Aleatorias

O termo grafo aleatério se refere a natureza desordenada do posicionamento das
arestas entre os diferentes vértices. Em 1959, Erdos e Rényi (ERDOS; RENYI, 1959)
estudaram a aleatoriedade das arestas de um grafo, obedecendo uma probabilidade
p. O modelo proposto por eles, chamado de grafo aleatério de Erdss e Rényi (ER)
é denotado por Gﬁf}(. O primeiro modelo proposto é gerado a partir de N vértices
desconectados, em seguida dois vértices escolhidos aleatoriamente sao conectados

até que o numero de arestas seja igual a K. Os grafos aleatérios de ER sao bastante
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estudados, apesar de nao reproduzirem a maioria das propriedades vistas nas redes

reais. Uma rede aleatéria para p = 0.05 e N = 100 pode ser vista na Fig. 4.2.

12

Grau

1 20 40 60 80 100
Vértices

20

15

Vértices
[
o

Grau

Figura 4.2 - Rede ER com p = 0.05 e N = 100, grau dos vértices e distribuicao do grau, semelhante
a curva de Poisson.

4.3.2 Redes Mundo Pequeno

Em 1998, Watts e Strogatz (WATTS; STROGATZ, 1998) propuseram um modelo mi-
nimo para a o fenomeno de small-world em redes simples. Em seu modelo, eles
descobriram que uma rede small-world surge como consequéncia da religacao ale-
atéria de uma fracao p de arestas a partir de um grafo regular. Dessa forma, o
comprimento médio do caminho entre dois vértices do grafo diminui em relacao a
um grafo aleatério (STROGATZ, 2001). O parametro p permite que a rede interpole
entre os dois casos limite de uma grade regular (p = 0) e um grafo aleatério (p = 1)

(AMARAL; OTTINO, 2004). As redes regulares, no dominio das redes complexas, pos-
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suem o mesmo sentido que a definicao de um grafo regular. Uma rede regular é
caracterizada por possuir todos os seus vértices com o mesmo grau. A Figura 4.3

demonstra, dentre outras redes, uma rede small-world p = 0.1.

Segundo (AMARAL; OTTINO, 2004), dois quantificadores podem ser utilizados para

caracterizar qualquer tipo de rede:

i. o comprimento médio do menor caminho £, entre todos os pares de vértices na

rede;

ii. o coeficiente de clusterizacao médio C, dos vértices da rede.

As medidas acima, aprofundadas na secao 4.4, mostraram que muitas redes reais
compartilham duas propriedades fundamentais. A primeira propriedade fundamental
das redes é o fato que a distancia tipica entre os vértices é pequena. Esse fenomeno
¢ chamado de fenomeno “small-world” (HOFSTAD, 2009). A segunda propriedade diz
respeito ao alto coeficiente de clusterizagao local, ou seja, a grande sobreposi¢ao dos
circulos dos vizinhos de duas redes vizinhas (AMARAL; OTTINO, 2004).

Uma das vantagens das redes small-world, segundo Watts e Strogatz (STROGATZ,
2001), é que redes caracterizadas por caminhos curtos e agrupamentos elevados se-
riam benéficos para o aumento da velocidade da propagacao de sinais, sincronizacao
e poder computacional. O encurtamento dos caminhos prové a comunicagao de alta

velocidade entre porgoes distintas do sistemas.

Regular Small-world

p=0 p=0.1

Figura 4.3 - Figura representando uma rede regular e small-world. Fonte adaptada: (SIMULATION,
2013)
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4.3.3 Redes Livre de Escala

Nos tltimos anos, investigadores de uma variedade de campos descobriram que mui-
tas redes no mundo real sao dominadas por um pequeno numero de vértices que
estao conectados a uma grande quantidade de outros vértices. Redes contendo esse
tipo de vértices, chamados de hubs, tendem a ser chamadas de redes livre de es-
cala (scale free networks), no sentido que alguns hubs podem ter um nimero muito
elevado de conexoes (STROGATZ, 2001).

Segundo Barabési e Bonaneau, (BARABASI; BONABEAU, 2003), redes livre de escala
sao resistentes a ataques aleatorios ja que poucos hubs estao presentes em sua to-
pologia. Qualquer vértice que falhe, provavelmente, possui um grau pequeno (assim
como a maioria dos vértices) e dessa forma é aceitdvel a sua falha. Por outro lado,
esse tipo de rede é vulneravel a ataques premeditados nos hubs. A Figura 4.4 de-
monstra uma rede livre de escala exemplificada a partir de um conjunto de rotas
aéreas dos EUA. Os vértices vermelhos em destaque, podem ser interpretados como

hubs, e concentram um grande ntimero de conexoes com diversos outros vértices.

Diferentes de modelos de grafos aleatorios que possuem uma distribuicao do grau
i similar ao sino da distribuicao de Poisson, as redes “livre de escala”, assim como
muitas redes vistas no mundo real, exibem uma distribuicao de probabilidade se-
gundo uma lei de poténcia (cauda longa), onde poucos vértices apresentam um alto
grau (Fig. 4.5).

Scale-Free Network

Figura 4.4 - Rede livre de escala formada a partir do mapeamento dos aeroportos dos Estados
Unidos. Fonte: (STROGATZ, 2001).
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Figura 4.5 - Rede Livre de Escala com N=80 vértices e a distribuicao do grau de cada vértice.

4.4 Caracterizacao e Analise de Redes

A realizacao de medidas é um recurso essencial para investigacoes de redes. As me-
didas dao sustentacao em itens como a representacao, caracterizagao, classificacao
e modelagem. Tanto a caracterizacao quanto a classificacao de estruturas de redes
complexas naturais e artificiais tem inicio a partir da mesma pergunta, “Como esco-
lher as medidas mais adequadas ?”. Tal escolha deve refletir os interesses especificos
e a aplicacao, ja que um procedimento matematico para identificar as melhores me-
didas nao existe (COSTA et al., 2007). Dentre as medidas disponiveis, muitas estao
correlacionadas, implicando em redundancia. De acordo com (COSTA et al., 2011), “a
pessoa tem que confiar em seu conhecimento do problema e nas medidas disponiveis,

a fim de selecionar um conjunto adequado de recursos a serem considerados”.

Segundo (COSTA et al., 2007), é apenas pela obtencao de caracteristicas quantitativas
informativas da topologia que uma rede pode ser caracterizada e analisada, de forma
que, a sua estrutura possa ser totalmente relacionada com as dinamicas existentes. A
descricao quantitativa das propriedades de redes também fornecem subsidios funda-
mentais para a classificacao de redes tedricas e reais nas principais categorias (livre

de escala, aleatdria, pequeno mundo, etc..).

Das propriedades existentes nas redes complexas, as mais representativas se referem

a distribuigdo do grau P(k), que indica a probabilidade de um vértice ter o grau k.
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Outras medida incluem:

i. Comprimento médio do menor caminho (average shortest path length) L;

—e

i. Coeficiente de clusterizagao (clustering coefficient) C;

—

iii. Centralidade Betweenness B;

iv. Transitividade 7T .

Dentre outras, para uma ampla revisao sobre medidas de redes complexas, ver
(COSTA et al., 2007).

4.4.1 Comprimento médio do menor caminho £

O menor nimero de arestas que devem ser atravessadas para formar o caminho entre
os vértices i e j é chamado de comprimento de menor caminho ou a distancia entre
i e j. Matematicamente, comprimento médio é definido por [ = (d;;), onde d;; é o

comprimento do menor caminho entre os vértice 7 e o vértice j.

Um grafo é dito conectado se qualquer vértice pode ser alcancado de qualquer outro
vértice, caso contrario, o grafo é dito como desconexo. O comprimento médio do
caminho

(4.4)

em que V' é o conjunto de vértices em G, d(s,t) é o menor caminho de s até t en é o
numero de vértices em . O comprimento médio do caminho é a média dos menores
nuimeros de passos necessarios para conectar qualquer par de vértices em uma rede

conectada.
4.4.2 Centralidade Betweenness BB

Uma das formas de medir a importancia de um vértice (ou aresta) em uma rede
pode ser feita pela quantidade de caminhos em que esse vértice (ou aresta) aparece.
Assumindo que a interagao ocorre entre os caminhos mais curtos entre dois vértices,
é possivel quantificar a importancia de um vértice (ou aresta) através da centralidade

betweenness definida como:

B, — Z o(i,u,j)
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em que o(i,u,j) é a quantidade dos menores caminhos entre os vértices i e j que
ligam o vértice (ou aresta) u, e o(i,7) é a quantidade de caminhos que atravessam
i e j (COSTA et al., 2007).

A média do grau de betweenness pode ser utilizada como uma medida de caracteri-

zagao global da rede, dado por:

(B) = %Z&.

O valor maximo da centralidade de betweenness de qualquer ponto de um grafo é o

ponto central de dominancia, definido por

1

CPD = Z (Bmaz — Bi),
1

em que B, ¢ o maior valor da centralidade betweenness na rede. Essa medida

assume valor B = 0 para grafos completos e B = 1 para um grafo estrela em que um

vértice central esta presente em todos os caminhos.
4.4.3 Coeficiente de Clusterizagao C

Proposto por Watts e Strogatz em 1998, o coeficiente de clusterizacao C quantifica
o quao conectado estao os vizinhos de um vértice em um grafo. O coeficiente de
clusterizacao pode ser exemplificado da seguinte forma. Supondo a existéncia de
trés vértices u, v e w, definimos que u e v estao conectados, assim como u e w.
Dessa forma, o coeficiente de clusterizagao assume que também ha relacao entre v
e w (WATTS; STROGATZ, 1998). Em redes reais, seu valor decresce com o grau do

vértice e € uma medida largamente utilizada para caracterizar e analisar os grafos.

O coeficiente de clusterizagao, definido por

1 & 1 & n;
c=—SNo0=—-SN "

em que N é o numero de vértices do grafo, n; é o nimero de triangulos do vértice
i ek; éoseu grau (SARAMAKI et al., 2007). Um coeficiente de clusterizacao alto
implica na existéncia de muitas conexoes transitivas e consequentemente caminhos
redundantes na rede, quanto que um C baixo implica no oposto. Um alto valor de

clusterizacao geralmente estd associado e presente em redes ditas de pequeno mundo
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(small world).
4.4.4 Transitividade T

A transitividade é outra medida de rede proposta por Newman, Strogatz e Watts,

em 2002 como uma alternativa ao coeficiente de clusterizagdo (NEWMAN et al., 2002).

A transitividade T de um grafo é baseado no ntimero relativo de triangulos em um

grafo, comparado ao nimero total de nds triplos conectados formando um triangulo

3 x (nimero de triangulos na rede)

T =

ntimero de nds triplos conectados na rede’

O fator de tres esta relacionado ao fato que cada triangulo contribui com trés nos tri-
plos conectados no grafo, um centrado em cada né do triangulo. Com essa definigao,

0<T <1,eT =1 searede contém todos as arestas (edge) possiveis.

A transitividade de um grafo é relativa ao seu coeficiente de clusterizagao, ja que

ambas as medidas estao relacionadas com a frequéncia de triangulos.
4.5 Conclusoes Parciais

Nesse capitulo foi apresentado um breve resumo sobre os conceitos e fundamentos
das redes complexas. Tipos classicos de redes complexas foram apresentados, assim

como, o conceito de medidas utilizadas nesse trabalho.
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5 USO DE REDES COMPLEXAS PARA ANALISE DE SERIES TEM-
PORAIS

A partir de uma taxa de amostragem especifica, um sinal capturado em uma sé-
rie temporal é o insumo para a criagao de um grafico de recorréncia, como visto
nos capitulos 2 e 3. Os graficos de recorréncia, além de serem por si proprios um
produto a ser analisado, também servem de fonte para que uma rede complexa seja
construida. Por ser fundamentalmente uma matriz binaria, um grafico de recorréncia
(GR) pode ser utilizado para a construgdo de uma rede complexa associada (RC-
AS). Redes complexas criadas a partir de graficos de recorréncia (RC-AS), podem
também receber o nome de Redes de Recorréncia. Essa representacao de uma rede
complexa leva em consideracao apenas a informacao espacial e pode ser considerada
como um importante método geométrico para a anélise de séries temporais (ZHANG;
SMALL, 2006; YANG; YANG, 2008; XU et al., 2008). Redes de recorréncia sao capazes
de mensurar a complexidade de sistemas dinamicos, como por exemplo dinamicas

periddicas e cadticas (DONNER et al., 2010Db).

Neste capitulo, serao apresentadas as formas mais encontradas para criar uma rede
complexa a partir de graficos de recorréncia. Por fim, algumas medidas de redes

complexas sao aplicadas.
5.1 Conceito

Varios métodos foram propostos para criar redes complexas a partir de séries tem-
porais (ZHANG; SMALL, 2006; YANG; YANG, 2008; XU et al., 2008; DONNER et al.,
2011). Séries temporais podem ser utilizadas diretamente sem pré-processamento ou
podem servir de bases para a criacao de um grafico de recorréncia e gerar assim,
uma rede. Essa secao descreve alguns métodos existentes que podem ser utilizados

para trabalhar com graficos de recorréncia.

Um dos métodos mais simples de transformar as séries temporais em redes complexas
¢ por meio de um grafico de recorréncia, um estudo detalhado de outros métodos
como os grafos de visibilidade e redes de correlagdo podem ser vistos em (DONNER
et al., 2010b). A partir da matriz bindria R oriunda do grafico de recorréncia, cada

ponto I;; = 1 é interpretado como uma ligacao entre os vértices i e j.

As redes baseadas no conceito de recorréncia utilizam o grafico de recorréncia dire-

tamente como uma matriz de adjacéncia. A matriz de adjacéncia é dada a partir da
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matriz de recorréncia de uma série temporal
Aij = Rij — i
em que R, ; ¢ o grafico de recorréncia e 9, ; o delta de Kronecker.

Em todos os casos, as propriedades das redes complexas de recorréncia dependem
da amostragem e do comprimento das séries temporais. Para redes de vizinhos mais
proximos (nearest neighbor), o uso de séries temporais maiores cobrem o espago de
estado fielmente (DONNER et al., 2011).

Existem diversos métodos, caracterizados por propriedades estruturais diferentes a
fim de definir uma matriz de recorréncia. Dentre esses métodos, os mais utilizados
sao:

a) Rede de k-vizinhos mais préximos (k-nearest neighbors networks),

b) Redes adaptativa de vizinhos mais préximos (adaptive nearest neighbor

networks),

c) Redes de recorréncia e (e-recurrence networks).

Tabela 5.1 - Sumério das definigbes de vértices e o critério para a existéncia de arestas na rede
complexa a partir da andlise da serie temporal. Fonte adaptada: (DONNER et al., 2011)

Método (Rede) Vértice | Aresta Direcao
K-Vizinhos Mais Préximos Estado Recorréncia de .es't ados; Direto
Massa fixa de vizinhanga
. . . , . éncia de estados; .
Adaptativa de Vizinhos Mais Préximos | Estado Recorréncia de estados; Indireto
Tamanho fixo de arestas
. Recorréncia de estados; .
Recorréncia-¢ Estado .. Indireto
Volume de vizinhanca fixa

5.2 Redes K-Vizinhos Mais Proximos

No método de redes K-vizinhos mais proximos, todo ponto é considerado um vértice
I, que por sua vez, ¢ conectado aos k vértices j mais préximos, a partir de uma
medida de distancia, como por exemplo uma distancia euclidiana d; ;, no espaco de
fase. Na Figura 5.1, os k vértices mais préximos do vértice vermelho sao os vértices

que serao considerados os seus vizinhos e estarao conectados, segundo esse método.
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Figura 5.1 - Gréafico de Recorréncia do mapa logistico com r = 4.0, = 0.1, N = 100, criado a
partir do método K-Vizinhos Mais Proximos. Os k vértices mais préximos do vértice
vermelho sao os vértices que serao considerados os seus vizinhos.

Dessa forma, uma aresta é adicionada a partir de ¢ para todo vértice j € Ni(k)
onde Ni(k) é o conjunto de k vizinhos mais préximos de i. Segundo (XU et al., 2008),
vizinhangas definidas dessa forma, possuem o mesmo nimero de vértices em todas
as vizinhancas e as redes resultantes possuem arestas direcionadas. E importante
ressaltar que a matriz de adjacéncia criada a partir desse método é geralmente
assimétrica, ja que, j € Ni(k) nao implica em ¢ € N;k). Uma versao simétrica dessa
matriz pode ser alcancada ao definir, explicitamente, R;; = R;; = 1 (SHIMADA et

al., 2008).

O método de k-vizinhos mais prorimos baseia-se apenas no parametro k para a re-
tencao de informagoes geométricas de um atrator, onde valores pequenos de k sao
utilizados para manter a resolucao espacial com uma alta variancia na estimativa
da densidade dos estados; ja valores grandes de k vao apresentar uma baixa vari-
ancia, mas resolucao espacial ruim (DONNER et al., 2011). O resultado da matriz de

adjacéncia criado para a partir do mapa logistico pode ser visto na Figura 5.3(C).
5.3 Redes Adaptativa de Vizinhos Mais Préoximos

Nesse método apresentado no trabalho Xu. et al (XU et al,, 2008) e Small et al
(SMALL et al., 2009), a rede é formada a partir dos vizinhos mais préximos de cada
vértice, mas ajustando a quantidade de vizinhos a partir de uma constante de arestas

distintas Ej, definido para cada vértice.
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O processo iterativo para preencher a matriz de adjacéncia, é feito da seguinte forma:
na ordem crescente de vértices de 1 até N, cada vértice estard conectado a outros
Ey vértices e caso i esteja na vizinhanca do vértice j, o vértice ¢ nao fara parte
da vizinhanca do vértice j. Evitando assim, a possibilidade da contagem dupla do
vértice ¢ como um vizinho do vértice j, e vice-versa. Na Figura 5.2, o vértice azul
(localizado dentro do circulo azul) estard conectado com todos os k vértices mais
proximos que estao dentro do circulo azul, e caso um vértice também esteja conectado
com o vértice vermelho, os mesmos nao irao mais fazer parte da vizinhanca do vértice

azul e farao parte apenas da vizinhanga do vértice vermelho.
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Figura 5.2 - Grafico de Recorréncia do mapa logistico com r = 4.0,e = 0.1, N = 100, criado
a partir do método Adaptativo de Vizinhos Mais Préoximos. Um vértice dentro do
circulo azul, que também pertencga a vizinhanga vértice do circulo vermelho, nao fara
parte da vizinhanca do vértice dentro do circulo azul.

*®

0

Segundo Small (SMALL et al., 2009), para Fy = k, a rede adaptativa de vizinhos
mais préoximos sempre inclui todas as arestas da rede k-vizinhos mais proximos. No
entanto, as redes adaptativas de vizinhos mais préximos sempre tém densidades mais

elevadas de vértices.

O resultado dessa rede, criada a partir do sinal do mapa logistico pode ser visto na
Figura 5.3(D).
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5.4 Redes de Recorréncia-¢

Esse método para criacao de redes concebido por (WU et al., 2008) e é desenvolvido
de forma independente por uma série de autores como (XU et al., 2008; SHIMADA et
al., 2008; LACASA et al., 2008; SMALL et al., 2009).

Devido a sua ligacao direta a teoria dos sistemas dinamicos, Redes de Recorréncia-¢
(ou Redes de Recorréncia - Recurrence Networks) sdo, provavelmente, o tipo de redes
complexas mais aplicdveis (ZOU et al., 2012). Embora a evolugao temporal do sistema
nao possa ser reconstruida a partir de uma rede de recorréncia, essa representagao
permite uma andalise da geometria do atrator no espago de fase, utilizando técnicas

da teoria de rede.

No método de redes de recorréncia-¢ (e-recurrence networks), a rede complexa pode

ser definida a partir da matriz de recorréncia
Aij(€) = Rij(€) — diy

em que 9; ; ¢ o delta de Kronecker, utilizado para evitar auto-referéncias. Os elemen-
tos da matriz de adjacéncia A(e) estao associadas por uma distancia € do espago de
fase. Desta forma, é considerado distancias fixas do espaco de fase, e nao um tama-
nho fixo de arestas. Para as redes de recorréncia-¢, a escolha de um limiar permite
o controle da resolu¢ao da mesma. O grafico de recorréncia, criado a partir de um

sinal do mapa logistico pode ser visto na Figura 5.3(B).

A rede originada do graficos de recorréncia da Figura 5.3(B), Figura 5.3(C) e Figura

5.3(D), podem ser vistos respectivamente na Figura 5.4, Figura 5.5 e Figura 5.6
5.5 Experimentos

Partindo das trés redes mostradas na Fig. 5.3(B,C,D), geradas a partir do mapa
logistico para r = 4.0,e = 0.1, N = 1000 (apds a remocao do transiente de N = 500)
as medidas de rede complexas apresentadas anteriormente foram calculados e os

valores obtidos estao apresentados na Tabela 5.2.
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Figura 5.3 - (A) Sinal cadtico do mapa logistico para r = 4.0, = 0.05, N = 100. (B) Grafico de
Recorréncia ¢ do sinal (A). (C) Gréfico de Recorréncia de K-Vizinhos Mais Préximos
do sinal (A) para K = 10. (D) Gréfico de Recorréncia Adaptativa de Vizinhos Mais
Préximos do sinal (A) para K = 10.
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Figura 5.4 - Rede complexa do gréfico de recorréncia da Figura 5.3(B)

Tabela 5.2 - Medidas de redes complexas: coeficiente de clusterizagao C, comprimento médio do me-
nor caminho L, betweenness B e transitividade T para os trés tipos de redes descritos
na Fig.5.3(B,C,D).

Método 49 C L B T

Rede de Recorréncia 0.76 | 10.62 | 1019.23 | 0.82
Rede K-Vizinhos Mais Préximos 07477 668.86 | 0.73
Rede Adaptativa de Vizinhos Mais Proximos | 0.78 | 3.87 | 375.34 | 0.77




Figura 5.5 - Rede complexa do gréfico de recorréncia da Figura 5.3(C)

Os valores de C para os trés tipos de redes estao relativamente proximos, nao sendo
possivel fazer distincao muito profunda sobre eles. Para a Rede Adaptativa de Vi-
zinhos Mais Proximos, C = 0.78, o maior encontrado para essa medida, podemos
afirmar que esse resultado esta ligado ao aumento no nimero de arestas em relacao

aos outros métodos.

No caso da transitividade 7, a Rede de Recorréncia apresentou maior valor 7 =
0.82, que pode ser interpretado por agrupamentos de arestas nas regidoes em que
a trajetoria estda em um atrator e regioes onde o agrupamento estd mais explicito.
No caso da Rede Adaptativa de Vizinhos Mais Préximos, 7 = 0.77, valor nao tao
diferente do caso anterior que pode ser interpretado pelo aumento do nimero de
triangulos por conta do aumento de arestas, que nao necessariamente vao atuar

sobre o valor médio dessa medida.

O comprimento médio para o menor caminho £ apresentou maior valor para a Rede
de Recorréncia (Figura 5.3(B)), £ = 10.62, por este representar mais fielmente o
espago de fases dessa trajetéria cadtica (mapa logistico com r = 4) com a presenga
de atratores, aumentando assim o percurso médio no grafo. No caso da Redes K-

Vizinhos Mais Préximos (Figura 5.3(C)), o valor apresentado é menor, £ = 7.7,

43



Figura 5.6 - Rede complexa do gréfico de recorréncia da Figura 5.3(D)

que a rede anterior ja que o processo de agrupamento por vizinhos torna a rede
com nés menos dispersos e distribuidos. Para a Rede Adaptativa de Vizinhos Mais
Préximos, £ = 3.87, demonstrado pelo aumento de vértices e arestas (Figura 5.3(D))
em relacao as outras duas redes e consequentemente um valor mais baixo para essa

medida.

A medida de Betweenness B apresentou valores distintos para as trés redes. Para a
rede de recorréncia, B = 1019.23, que pode ser interpretado como um alta utilizagao
dos nés para chegar aos outros pontos. A mesma interpretacao da medida £ pode
ser feita, na medida que B = 668.86 para a Redes K-Vizinhos Mais Proximos, em
que os atratores nao estao na mesma intensidade que as encontradas na Rede de
Recorréncia e B = 375.34 para a Rede Adaptativa de Vizinhos Mais Proximos, em
que a maior concentracao de pontos faz com que a média de uso dos nds decresca

essa medida.
5.6 Conclusoes Parciais
Nesse capitulo foi apresentado um breve resumo sobre os métodos para a criagao de

uma rede complexa a partir do grafico de recorréncia.
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Para redes k-vizinhos mais prorimos, a utilizacao de uma série temporal mais longa
leva a uma cobertura mais fiel do espaco de estados disponiveis. Como consequéncia,
quando Ej ou k permanece fixo, obtemos uma melhor resolucao espacial das proprie-
dades estruturais das redes k-vizinhos mais prorimos na medida que o comprimento
da série temporal aumenta (DONNER et al., 2011).

Como desvantagem de ambos os tipos de redes de vizinhos mais proximos, nao existe
uma relacao direta entre as propriedades locais e globais, ja que a vizinhanca de um
vértice independe da posigao de seus vizinhos no espago de fases (GAO; JIN, 2009;
DONNER et al., 2010b). Como uma alternativa, a vizinhanga de um tinico ponto no
espaco de fase também pode ser definido por uma distancia ¢ fixa no espaco de fase,
em vez de um numero fixo de arestas (DONNER et al., 2011). Dessa forma, para redes
de recorréncia ¢, a escolha de um limiar permite controlar diretamente a resolugao

espacial.
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6 DISCRETIZACAO DO GRAFICO DE RECORRENCIA

Nesse capitulo, sera introduzido o método de discretizacao do grafico de recorrén-
cia, proposto neste trabalho, Realce da Densidade da Recorréncia, ou, RECUR-
RENCE DENSITY ENHANCEMENT (RDE). A metodologia para a construcao de
um gréafico de recorréncia RDE é exemplificado em conjunto com a escolha de seus

parametros de controle.
6.1 Apresentacao

Um gréfico de recorréncia apresenta uma estrutura grafica fundamental complexa
e rica de detalhes (ZOU et al.,, 2012). Esta estrutura grafica fundamental pode ser
considerada como um “esqueleto” fornecedor de ricos detalhes que permitem indivi-

dualizar uma dinamica especial.

Uma nova estratégia é proposta com o objetivo de capturar a estrutura principal
de um grafico de recorréncia. Dessa forma, as técnicas tradicionais de RQA nao
sao aplicadas diretamente ao grafico de recorréncia original. Para isso, o grafico
de recorréncia original é primeiramente processado, resultando em uma figura com
um nuimero reduzido de pontos capaz de conservar as propriedades fundamentais e

caracterizar o sistema dinamico subjacente.

O método proposto baseia-se na subdivisao do grafico de recorréncia original em
blocos retangulares de lado L. Com base na distribuicao de pontos de cada bloco em
relacao a sua coluna, é gerado um nova matriz bindria RDFE, que por sua vez é uma
versao reduzida do grafico de recorréncia inicial. Os resultados relatados aqui indicam
que a transformacao melhora a capacidade de distinguir os sistemas com dinamicas
muito semelhantes, mostrando um grande potencial para aplicacoes experimentais

a partir de um conjunto menor de dados.
6.2 Metodologia

Sinais representados por graficos de recorréncia sao imagens que mesmo com toda a
sua complexidade e riqueza de detalhes, apresentam uma estrutura grafica particular.
Essa estrutura fundamental permite diferenciar graficos de recorréncia obtidos a

partir de diferentes sinais.

A proposta do método é, em primeiro lugar, identificar e realcar esta estrutura
) ) >
grafica pouco evidente, e, em consequéncia da identificacao, diminuir a poténcia

computacional na analise da quantificacao, uma vez que, as andlises subsequentes
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serao executadas com base no grafico de recorréncia aproximado, que ainda é capaz
de distinguir diferentes dinamicas. Esta discretizacao identifica regioes do grafico
de recorréncia em que a concentracao de pontos é nitidamente mais intensa. De
certa forma, essas regioes estao associadas a posicoes no espaco de fase em que uma
trajetoria permanece estaciondria por algum tempo finito e depois a abandona na
direcao de uma outra regiao que pode apresentar um comportamento semelhante.
Se a trajetéria for cadtica, estas regioes estariam no espago de fase, em vizinhancas

das orbitas periddicas instaveis que sao incorporadas no conjunto invariante cadtico.

Mais especificamente, a abordagem RDFE funciona a partir de um grafico de recor-
réncia, que é representado pela sua matriz binaria R;;(e), obtida a partir de uma
série temporal de N pontos. Este grafico tem uma forma quadrada com N x N
pontos. Em primeiro lugar, esse grafico é subdividido no seu eixo-x e eixo-y em in-
tervalos L consecutivos, cada um com M pontos, com a possivel excecao do tltimo
intervalo que pode ter [%J + mod (N, L) pontos, em que |-| representa o menor
valor inteiro. Assim, o grafico de recorréncia original é dividido em L x L blocos (ver
Fig. 6.1).

1.0 ‘
0.8 N |

0.4y .

0.2r ]

0.0 ‘

200p; 200p=

100 100

0 100 200

Figura 6.1 - (A) Sinal para o mapa logistico com r = 4.0, N = 200 (transiente N = 500), (B)
Gréfico de recorréncia original (¢ = 0.1). (¢) Visualizacao dos blocos quando M = 8.

A partir de agora, assume-se que todos os intervalos L tem o mesmo numero M
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de pontos, o que significa que cada bloco possui M x M pontos. Com base nessa
divisao, é gerado um novo grafico ao preencher uma matriz probabilistica RDFE, que

¢ obtida de acordo com as regras a seguir.

Com base no grafico de recorréncia (Eq. 3.1), a janela de probabilidade mé-
dia de recorréncia P = p;,, é definida para o bloco (I,m). Cada p;, deve
incluir as informagoes de recorréncia do bloco (I,m) em relacdo aos intervalos
[ x m, que abrangem os pontos de recorréncia originais (xq_1)ar41, - - -, Ta—1)m+m) X
(T(n—1)M+15 - - - » Tam—1)m+Mm)- Mais especificamente, sendo W, igual ao nimero total

de pontos de recorréncia na coluna m do grafico subdividido, ou seja,

i Ry;. (6.1)

Para cada bloco (I,m) é associado o seguinte indice de densidade

(I-1)M+M (m—1)M+M

2. 2 R

i=(1-1)M+1j=(m—1)M+1
W,

Pim = (62)

O calculo para ¥; é equivalente a V,, ja que Eq. 3.1 é simétrica em relacao a linha
diagonal principal. A partir daqui, p;,, caracteriza a probabilidade de recorréncia

da célula (I,m) em relacdo a totalidade da banda m.

Com base no valor médio das células da matriz de probabilidade de recorréncia
P = p; j, a matriz bindria final é enfim criada por meio da introducao de um limiar

v (0 <~ <1). Especificamente, a matriz RDE, ,,, é definida como

0, pim <7;

(6.3)
17 pl,m Z -

RDE () = {

O parametro v é utilizado para ajustar o nivel de detalhes que deseja ser capturado.
Basicamente, a escolha de um valor v adequado compartilha o mesmo espirito da
escolha € para a criacao de gréficos de recorréncia (Eq. 3.1). Portanto, é necessario
justificar como definir o valor vy para permitir a captura das estruturas graficas mais

representativas.

Ao re-dimensionar o grafico RDE resultante (Fig. 6.2(B)) de forma a ajustar os eixos

do gréfico de recorréncia (Fig. 6.2(A)) aos tempos originais, é bastante claro observar,
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visualmente, no uso da abordagem RDFE as principais estruturas de recorréncia
que existem no grafico de recorréncia original sao bem preservadas em uma versao
“coarse-grained” (Fig. 6.2 (B, C)). Sendo que um ponto da matriz RDE corresponde
a um bloco no grafico de recorréncia inicial, os pontos de RDFE estao representados

no centro do grafico original ao fazer esta transformagcao do tempo (como visivel na

Fig. 6.2(C)).

200 200p=r

T
Il

100 100f -

0 100 _ 200

Figura 6.2 - (A) Gréfico de recorréncia para o mapa logistico (r = 4.0, = 0.08, N = 200). (B)
Gréfico RDE de (A) com L = 5. O indice de recorréncia de (A,B) é o mesmo. (C) O
grafico RDE de (B) foi escalonado para a dimensao original como visto em (A), pontos
de recorréncia de (B) estdo marcados no centro de cada janela M x M.

Em relacao ao método RDFE, é possivel observar uma diferenca técnica em compa-
ragao com o método utilizado por Casdagli (CASDAGLI, 1997), onde apenas o indice
de recorréncia na janela (I, m) foi considerado, ou seja, RR(m) = ﬁ Zz‘,je(l,m) R; ;.
Este método é portanto, capaz de detectar mudangas na forga motriz que nao sao
observados por graficos de recorréncia. Em contraste, o método de RDE que con-
sidera a densidade de janela no que diz respeito a banda em que o bloco pertence,
como indicado pela Equagao (6.2). Portanto, o método RDE respeita plenamente as
estruturas originais em graficos de recorréncia, e utiliza a abordagem baseada em
janelas para reduzir o efeito do ruido durante a captura de estruturas em grande

escala.

O algoritmo em pseudo-codigo para a construcao de um grafico recorréncia RDFE
estd descrito no anexo A. A partir da andlise do algoritmo apresentado no anexo A,

é possivel observar que:

a) O tempo de processamento do algoritmo depende do tamanho N da matriz

de recorréncia R e o tamanho dos blocos M.
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b) A primeira etapa (linhas 6 a 12), onde V¥,, é preenchida, tem uma perfor-
mance O(n?), j4 que toda a matriz deve ser visitada para a criagao dos

indices de cada coluna.

¢) A segunda etapa (linhas 21 a 27), responsavel pela criacido da matriz de

probabilidade, possui performance O(n?) para cada bloco visitado.

d) As operagoes de atribui¢ao a matriz de probabilidades (linha 28) e o indice

de cada coluna (linha 9) possuem custo fixo O(1).

Em geral, a performance do algoritmo nao é satisfatéria e estd assim apresentado
de forma a auxiliar a implementacao do método. Algumas melhorias podem ser
facilmente propostas por estar trabalhando com matrizes simétricas. Dessa forma,
os blocos espelhados podem ser ignorados e uma vez que I2;; tem o mesmo indice

de recorréncia que R;;.
6.2.1 A escolha do valor de corte v

De forma geral, o objetivo é capturar estruturas bem representativas, que por sua
vez, sao associados com as regioes no espaco de fase onde a trajetoria evolui na maior
parte do tempo. Os detalhes finos de recorréncia dessas regioes devem aparecer

no grafico de recorréncia por uma grande concentracao de pontos negros. Neste
1
L
anteriormente, é o nimero de subdivisoes do gréafico resultante. Por esse abordagem,

caso, uma escolha probabilistica de v é usar v = em que L, como afirmado
blocos associados a uma distribuicao uniforme dos pontos de recorréncia seriam

descartados.

A segunda abordagem possivel é a de definir uma valor v de modo que a densidade de
pontos de recorréncia no grafico novoseja igual a taxa de recorréncia RR do grafico
de recorréncia original. Essa segunda abordagem ¢ til para gerar um grafico RDE
que preserve a densidade de recorréncia do grafico inicial, permitindo a comparagao

sobre a Otica de uma medida de RQA.

A escolha de L (ou M) determina a resolugao do gréfico, ou seja, a dimensao da
matriz RDE. Vamos supor que o grafico recém-gerado deve assemelhar visualmente
as caracteristicas estruturais do gréafico original. Experimentos numéricos sugerem
que isso pode ser alcancado se a dimensao do grafico resultante, indicado pelo valor
de L, é mais ou menos 20% de N, em que N é o nimero total de pontos na série

temporal original. Essa idéia esta ilustrada na Fig. 6.2 em que o grafico da matriz
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RDE tem uma quantidade total de pontos igual a 15% do grafico de recorréncia

original.
6.3 Conclusoes Parciais

Nesse capitulo, foi apresentado o método RDE, a metodologia para a construgao
de um grafico de recorréncia RDFE e uma explicacao sobre os seus parametros de

controle.
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7 EXPERIMENTOS E RESULTADOS

Essa secao tem como objetivo utilizar o método apresentado no capitulo anterior
para a criagao de graficos de recorréncia RDE' e exibir as medidas RQA e de redes

complexas para caracterizar diferentes dinamicas.
7.1 Aplicagao no Mapa Logistico

A fim de exemplificar a aplicacao do método RDFE, o aplicaremos ao mapa logistico
Tpi1 = Tpr(1 — x,). As medidas de redes complexas, £, B, T e C, assim como as
medidas RQA DET, LAM, L,,.., apresentaram resultados compativeis aos obtidos
do gréfico de recorréncia original, como demonstrado nos trabalhos de (MARWAN et
al., 2009), (DONNER et al., 2010b), (DONNER et al., 2011). Para a realizac¢ao dos expe-
rimentos, o mapa logistico foi iterado 20 vezes a partir de valores iniciais aleatorios
e com N = 2000 pontos, apos a eliminacao do transiente de N = 1000 pontos. Por

ser um mapa unidimensional, o gréfico de recorréncia foi gerado sem o embedding.
7.1.1 A escolha do paradmetro v

Analisando os valores da matriz de probabilidade, é possivel verificar que existe
uma relagao entre a quantidade de pontos do grafico de recorréncia RDFE a partir
da escolha do parametro L e o valor de corte 7. A Figura 7.1 mostra a média do
valor do indice de recorréncia (Recurrence Rate) e o valor de corte (L) para todos
os casos de L € [2,10].

A utilizagao de v = % altera os valores da taxa de recorréncia do grafico RDFE
para um valor médio de RR ~ 0.5, em que L > 2, como visto na Figura 7.1.
Originalmente, o mapa logistico possui o valor caracteristico RR = 0.19 para o
parametro caotico r = 4.0. Dessa forma, para a realizacao dos experimentos, o valor
de corte v escolhido é selecionado de forma que o indice de recorréncia (RR) do

grafico resultante seja idéntico a taxa original, ou seja, v =¢ = RR .
7.1.2 Comparacao entre RDE e outros métodos

A partir dos métodos de criagao de redes complexas apresentados no capitulo 5, um
grafico de recorréncia RDE é criado, e a partir deste, uma rede complexa. Os valores
do mapa logistico foram mantidos, igualmente os observados nos experimentos do
capitulo 5, onde r = 4.0, N = 100,e = 0.05. Para o grafico RDE, o experimento foi
feito com L = 2. A escolha do parametro ~ foi feito para que o indice de recorrén-

cia seja similar ao valor encontrado no grafico de recorréncia original. A estrutura
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Figura 7.1 - Variagao do indice de recorréncia para L = [2,10].

principal do grafico foi mantido, como pode ser visto na Figura 7.2.
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Figura 7.2 - (A) Gréfico de recorréncia e (B) Grafico RDE do mapa logistico para r = 4.0, N =
100, = 0.05, L = 2,~ — RR.

A partir da matriz de adjacéncia, a rede complexa foi criada e pode ser vista na Fi-

gura 7.3. As medidas de redes complexas do grafico RDE, como visto na tabela 7.1:
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coeficiente de clusterizacao C, comprimento médio do menor caminho £, betweenness
B e transitividade 7, apresentaram valores distintos, quando comparados com os ou-
tros métodos. Um dos fatores para explicar os valores obtidos estd na concentragao
da recorréncia em regioes em que a estrutura fundamental do grafico de recorréncia
¢é preservada, fazendo com que medidas como o coeficiente de clusterizacao C e a
transitividade 7, apresentem valores menores. A diminuicao, ou eliminacao, de vér-
tices em areas pouco densas do gréafico de recorréncia é outro fator que influencia no
valor das medidas de redes complexa, em especial o betweenness B e o comprimento
médio do menor caminho £. Os valores apresentados na tabela 7.1, é caracteristico
para o mapa logistico r = 4.0 como sera visto na proxima segao, onde é feito um

estudo de diversas regioes do mapa logistico.
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Figura 7.3 - Rede complexa de um grafico RDE do mapa logistico para r = 4.0, N = 100, =
0.05,L =2,v= RR.
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Tabela 7.1 - Medidas de redes complexas coeficiente de clusterizacao C, comprimento médio do
menor caminho L, betweenness B e transitividade 7 para os quatro métodos apresen-
tados. Redes criadas a partir do mapa Logistico com r = 4.0, = 0.05, N = 100, L =

2,v=RR.
Método C L B T
Rede de Recorréncia 0.76 | 10.62 | 1019.23 | 0.82
Rede K-Vizinhos Préximos 0.74 | 7.7 668.86 | 0.73
Rede Adaptativa de Vizinhos Préximos | 0.78 | 3.87 | 375.34 | 0.77
Rede RDE 0.53 | 3.15 | 148.54 | 0.44

7.1.3 Macro Visao dos Diversos Regimes

Nessa secao, as medidas da rede de recorréncia-¢ do grafico RDFE serao extraidas e
comparadas com os valores obtidos das redes de recorréncia-¢ extraidas via grafico
de recorréncia original, ou seja, sem nenhum pds-processamento. A realizagao dos
calculos foram feitos a partir da média de 20 iteragoes do mapa logistico, inicializados
aleatoriamente, para r € [3.5,4], N = 1000, Ar = 0.001, L =5 e v = RR.

A sensibilidade para os diferentes regimes foi perceptivel em todas as medidas utiliza-
das, quando aplicados em redes criadas por ambos métodos. O expoente de Lyapunov
(Fig. 7.4b) e o diagrama de bifurcacao (Fig. 7.4a) para o mapa logistico, demonstram

os tipos de regimes que as medidas foram expostas (Figura 7.4).

Em regides que apresentam comportamento periédico como R € [3.828,3.847] e
R € [3.5,3.568], a sua distingdo comportamental também visualizado via expoente
de Lyapunov. O coeficiente de clusterizagao médio C da rede apresenta valor maximo
(C = 1), demonstrando a ligacao dos nés de forma homogénea e altamente conectado,
caracteristica de regimes peridédicos. A média do menor caminho £ entre os nés
também apresenta valor baixo nessa regiao por existir a conectividade de todo o
grafo de forma homogeénea e distribuida, formando assim um cluster perfeito. A
média do caminho médio £ é de fato o menor valor possivel, que corresponde com
o grafico de recorréncia e o coeficiente de clusterizacao tem o seu valor maximo
possivel. Em ambos os casos, os valores dessas redes geradas a partir de métodos

diferentes apresentam a mesma sensibilidade aos valores.

Entre os valores r € [3.65,3.75] ¢ visivel (Figura 7.4) no exponente de Lyapunov
uma queda de valores que em determinados momentos chega a valores abaixo de
zero. Essa regiao, que tem o seu apice em r ~ 3.674 caracteriza uma area de juncao

de faixas, “band-merging”. Em regioes proximas a essa regiao, na medida em que o
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valor de r incrementa e/ou diminui, é observado um nimero maior de faixas inter-
mitentes em cada trajetoria. Durante esse periodo a sensibilidade, detectada apenas
no método RDE, esta presente nas medidas de clusterizacao C e transitividade T .
A sensibilidade dessas medidas no método RDE é explicado por possuir maior re-
presentatividade justamente nas regioes de intermiténcia da trajetoria, em relagao
a uma rede de recorréncia tradicional, elevando assim o nimero de clusters para a

dinamica observada nessa faixa de valores do mapa logistico.

Figura 7.4 - (A) Diagrama de bifurcagdo do mapa logistico para r € [3.5,4.0]. (B) Expoente de
Lyapunov para o mapa logistico r € [3.5,4.0]. (C) Medida de transitividade para
o mapa logistico para r € [3.5,4.0] (D). Coeficiente de clusterizacao médio do mapa
logistico para r € [3.5,4.0]. (E) Medida Edge Betweenness médio para o mapa logistico
para r € [3.5,4.0]. (F) Tamanho médio do menor caminho para o mapa logistico para
valores r € [3.5,4.0].
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7.1.4 Aplicacao em diferentes regimes

Para quatro dinamicas diferentes do mapa logistico (regular, laminar, band-merging
e cadtica), as medidas de RQA e as medidas de redes complexas exibem resultados
em faixas distintas, permitindo assim a caracterizacao dessas dinamicas. A tabela 7.2
demonstra os valores das medidas C, £, B, T, RR, DET, L,,.., ¢ LAM para os valores
de r =3.679,r=3.791,r =383 er =4.

Tabela 7.2 - Medidas de RQA e de redes complexas para quase diferentes parametros de controle
r obtidos a partir do método RDFE para ¢ = v = RR e L = 5. A 1ltima coluna é o
expoente de Lyapunov A.

Regime r C L B T RR | DET | LAM | Loz | A

Band merging | 3.679 | 0.61 | 3.00 | 13.23 | 0.78 | 0.19 | 0.37 | 0.64 |7 0.16

Laminaridade | 3.791 | 0.58 | 2.70 | 20.74 | 0.60 | 0.14 | 0.31 | 0.24 10 0.22

Periodo 3 3.830 | 1 1 097 | 1.0 033099 |0.0 97 -0.32

Crise 4.0 0.54 | 269 | 2169 | 0.54 | 0.12 | 0.31 | 0.28 | 26 0.34

No regime periédico, r = 3.83 (Fig. 7.5), o gréfico de recorréncia consiste em linha
diagonais sem interrupcoes. Sua distancia é 3, correspondendo ao periodo de com-
primento 3 para esse regime periédico. No ponto r = 3.679 (Fig. 7.6) que apresenta
faixas de convergéncia, o grafico de recorréncia apresentou clusters de pontos de
recorréncia correspondente a fases de estados laminares. O gréfico de recorréncia do
estado laminar, r = 3.791 (Fig. 7.7), consiste de uma quantidade menor de clusters,
mas possui mais linhas diagonais. J& o mapa logistico para o regime cadtico r = 4
(Fig. 7.8), exibe linhas diagonais, s6 que, menores que aquelas com um valor menor
de r, consistente com o expoente de Lyapunov sendo o maior valor encontrado em
r=4.

Para o regime periddico (r = 3.83), é encontrado o maior valor de linha diagonal
Lypae = 97 via a medida L,,,, em relacdo a outras dinamicas. A presenca da linha
de identidade torna a medida L,,., nao tao precisa, ja que esse valor deve diminuir
na medida em que o r aumenta até o seu valor méaximo em r = 4. A laminaridade
LAM tem o seu maior valor no ponto de jungao de bandas (band-merging, r = 3.679)
com LAM = 0.643 e o menor valor para o regime periédico, com LAM = 0. No
valor cadtico r = 4.0, com um acréscimo de intermiténcia, LAM = 0.282, superior

a regiao de maior intermiténcia r = 3.791 com LAM = 0.241.
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Figura 7.5 - (A) Série temporal para r = 3.83, amostra de N = 100 (B) Gréfico de recorréncia
para r = 3.83,¢ = 0.05. (C) Gréfico de recorréncia RDE para L =5 e v = RR.

As medidas de rede complexas também demostram a sensibilidade que esses regimes
possuem. No regime de periodoico, r = 3.830, os valores observados alternam-se
entre trés estados distintos. Esses trés estados sao isolados no espaco de fase e nao
sao considerados vizinhos. Dessa forma, no sentido de uma rede complexa, existem
trés componentes desconectados em que cada componente contém uma rede com-
pletamente conectada. A média do comprimento do menor caminho entre os nés
(estados) deve ser L = 1, e o cluster perfeito C = 1. A média do comprimento médio
L derivado do grafo de recorréncia possui, de fato, o menor valor possivel (£ =1) e

o coeficiente de clusterizagao C tem o seu maior valor possivel (C = 1).
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Figura 7.6 - (A) Série temporal para r = 3.679, amostra de N = 200 (B) Gréfico de recorréncia
para r = 3.679,¢ = 0.05. (C) Gréfico de recorréncia RDE para L =5 e v = RR.

Para o regime de faixa de convergéncia em r = 3.679, temos £ = 3.007 e C = 0.614.

Os valores encontrados para o estado laminar em r = 3.791, é obtido £ = 2.707 e
C = 0.588. O valor maior de caos (r = 4), obtemos £ = 2.699 e C = 0.544.
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Figura 7.7 - (A) Série temporal para r = 3.791, amostra de N = 200 (B) Gréfico de recorréncia
para r = 3.791,¢ = 0.05. (C) Gréfico de recorréncia RDE para L =5 e v = RR.

A partir dos valores na tabela 7.2, é possivel concluir que as medidas de rede com-
plexas, quando aplicadas em uma matriz de recorréncia sao sensiveis a mudancas
das dinamicas. O comprimento médio do menor caminho £, pode ser considerado
como um valor base para a distancia média entre dois estados no espago de fases que
estd proporcionalmente ligado com a fragmentagao do espaco de fase.O coeficiente
de clusterizacao C é capaz de detectar vetores do espaco de fase clusterizados na
medida em que eles aparecem em dinamicas peridédicas e laminares. A sensibilidade
tanto do coeficiente de clusterizacao C, quanto da transitividade 7 demonstraram
ser mais sensiveis a intermiténcia como visto anteriormente. As duas medidas apre-
sentam uma diminuicao de valor em relacao ao aumento da fragmentacao do espaco
de fase e alta sensibilidade para detectar clusters em regimes periddicos. As carac-
teristicas quantitativas de uma rede de recorréncia é intimamente relacionado com
o valor ¢ escolhido. A utilizacao de uma abordagem em que a matriz de recorréncia

resultante possua o mesmo indice de recorréncia (Recurrence Rate) de sua matriz
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de recorréncia original é apenas uma das formas em que as propriedades da nova
matriz de recorréncia permanecera “fiel” as suas origens. Os resultados das medidas
RQA e de redes complexas, de uma forma qualitativa, mostram que hé uma relagao
de similaridade entre ambas, a nova matriz de recorréncia RDFE, mais simples e

enxuta, e a matriz de recorréncia original, mais detalhista e completa.
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Figura 7.8 - (A) Série temporal para r = 4.0, amostra de N = 200 (B) Grafico de recorréncia para
r=4.0,e = 0.05. (C) Gréfico de recorréncia RDE para L =5 e v = RR.

7.2 Aplicagao em Dados Experimentais de Fluidos

A instabilidade baroclinica é responsavel pela produgao de padrdes em sistemas
climaticos de ciclones e anti-ciclones. Esse fenéomeno, pode também ser estudado em

escala laboratorial a partir de fluxos rotatérios (ZOU et al., 2008).

O sistema utilizado por (ZOU et al., 2008) é conhecido por exibir uma rica variedade

de regimes de fluxos, dependendo dos parametros utilizados (ex.: taxa de rotagao, di-
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ferenga de temperatura, viscosidade, densidade do fluido, etc.). Os diferentes regimes
obtidos podem incluir fluxos estaveis simétricos, regular e estavel, ou periodicamente

modulado.

A série temporal analisada (Figura 7.9(a),(d),(e)) consiste em temperaturas medidas
no fluido a cada intervalo de 1.5 2s, com 200 ou mais amostras recolhidas a partir

de cada onda. Os casos das séries temporais sao:

(i) Solugao estavel
O sinal de temperatura de um fluxo regular e estdavel que exibe oscilagao pe-
riodica simples na medida em que os padroes de deriva das ondas chegam no

ponto fixo medido.

(ii) Balango de amplitude (Amplitude vacillation - AV)
Esse caso pode ser identificado como o fluxo de amplitude quasi-periddica.
A deriva da onda é composta por oscilagoes lentas e regulares no sinal de
temperatura, mas uma rapida modulacao na amplitude também é visivel. AV
é caracterizado por um crescimento periddico e uma queda na amplitude da

onda com pouca mudanca na forma da onda.

(iii) Balango modulado de amplitude (Modulated amplitude vacillation - MAV)
Esse caso indentifica-se como um fluxo de baixa dimensao, caoticamente modu-
lado e com ondas de amplitudes variantes. A modulacao na amplitude resulta

em um sinal de temperatura complexo e variando rapidamente.

7.2.1 Metodologia

Nessa segao sao analisadas as trés séries temporais constituidas de N = 6000s (na
ordem de 10 oscilagoes) dos trés casos: Solugao estavel, Balanco de amplitude (AV),
Balango modulado de amplitude (MAV).

Inicialmente, o atrator no espaco de fase é reconstruido a partir das trajetérias dos
sistemas dinamicos no espaco de fase utilizando a teoria de imersao de Takens. O
delay 7 6timo é escolhido por Zou et. al via o programa TISEAN, chegando na
dimensao d = 6 para as trés séries temporais e o atraso 7 em, 7; = 218s (solugao
estavel), 7;; = 136.5s (AV) e 7; = 118s (MAV) (ZOU et al., 2008). A escolha de um
alto valor para a dimensao também se deve ao fato da existéncia de ruido nos dados,
oque colabora com a reducao dos efeitos que o ruido pode causar (ZOU et al., 2008).

Para a simplificagao do grafico de recorréncia, os valores de dimensao d e atraso 7
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foram preservados, foi utilizado o valor de corte € = 0.3. Para a criacao dos graficos

de recorréncia RDFE, o valor de ¢ foi escolhido de forma que preservasse o mesmo

valor de taxa de recorréncia do RP original, e L = 10 para todos os casos.
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Figura 7.9 - (a,d,e) Série temporal, espago de fase no plano T'(t 4+ 37) e gréfico de recorréncia para
o fluido estével. (b,e,h) Série temporal, espago de fase no plano T'(t + 37) e grafico de
recorréncia para o fluido AV (quasi-periédico). (c,f,i) Série temporal, espaco de fase
no plano T'(t 4+ 37) e grafico de recorréncia para o fluido MAV (cadtico) (fonte: (zOU

et al., 2008))

7.2.2 Resultados

A reconstrucao do gréafico de recorréncia seguindo os parametros descritos anteri-

ormente apresentaram semelhangas visualmente explicitas (Fig. 7.10). As medidas
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de redes complexas L, B, T e C e as medidas RQA como DET, LAM, RR e L4
também foram utilizadas para realizar um comparativo entre os valores encontrados

originalmente e também em sua versao discretizada com o método RDE.

A reducao do grafico de recorréncia original serviu como base para a construcao da
sua versao discretizada, mantendo as macro estruturas e indice de recorréncia iguais,

como pode ser visualizado na Figura 7.10.
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Figura 7.10 - Gréfico de recorréncia original e o grafico RDE com L = 10 para (a) fluido estdvel,
(b) fluido AV (quasi-periédico) e (c¢) fluido MAV (cadtico).
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Tabela 7.3 - Medidas de rede complexa e RQA gerados a partir da rede e RP discretizado para os
trés casos observados.

Caso \Estével AV MAV

C 0.73 0.56 0.32

L 6.80 7.12 20.68
B 80.44 218.58 1245.99
T 0.74 0.56 0.36
RR 0.08 0.03 0.01
DET |1 0.85 0.69
LAM |1 0.87 0.41
Lppaz | 499 145 111

As medidas de RQA e redes complexas observados nos trés casos estao detalhados
na tabela 7.3. As medidas de RQA para os trés casos apresentam valores compativeis
com a variacao encontrada para esse tipo de dinamica. O determinismo DET teve
seu valor méximo (DET = 1) no caso periédico, como esperado e diminui na medida
que chega até o caso cadtico MAV, onde DET = 0.69 e o intermedidrio na dinamica
quasi-periddica, AV, onde DET = 0.85. O mesmo acontece para o comprimento
maximo das linhas diagonais, com valor maximo no fluido estavel L,,,, = 499, e
o menor valor para o fluido com dinamica cadtica, L,,., = 111, devido a presenca
escassa dessas estruturas no grafico de recorréncia. Nada pode ser afirmado sobre
o indice de recorréncia dos trés casos que apresentam valores proximos, apesar de
diferentes, e seguindo o mesmo padrao decrescente para o caso periddico, quasi-
periédico e cadtico. Os valores encontrados para a medida de laminaridade LAM
apresenta sensibilidade para os trés casos, com seu valor méximo (LAM = 1) no
caso periddico, onde a distribuigao de linhas verticais é igual para todo o gréfico e
decresce na medida que estados laminares sao mais facilmente observados, no caso

AV, onde LAM = 0.87 e MAX, onde LAM = 0.41.

Assim como as medidas de RQA, as medidas de redes complexas também apresentam
sensibilidade. As medidas de clusterizagao C e T apresentaram valores decrescentes
para o casos estdvel (C = 0.73, T = 0.74), quasi-periédico AV (C = 0.56, T = 0.56)
e cadtico (C = 0.32, T = 0.36). Esses valores demonstram quao conectados os nés da
rede se tornam na medida que dinamicas diferentes sao observada. O comprimento
médio do menor caminho L, apresentou valores crescentes para o fluido estével
L =638, AV £ = 7.12, MAV £ = 20.68. Esse aumento de valores é devido ao
comprimento ocupado pelas trajetorias de cada caso no espago de fase, como pode

ser visto na Figura 7.9(c)(f)(i) para ambos os casos. Os valores crescentes observados
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também na medida B sinalizam a diferenca entre as trés redes formadas a partir de

dinamicas diferentes.

Na Figura 7.11 é possivel ver todas as medidas plotadas para os trés casos, os valores
de B, L e L,,,, foram normalizados para permanecer em uma faixa de valor entre 0 e
1. Com excegao dos valores do indice de recorréncia (RR), as medidas apresentaram

valores em faixas diferentes para os trés casos.
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Figura 7.11 - Medidas L, B, T, C, DET, LAM, RR e L,,,, para os trés casos reduzidos com
L =10.
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8 CONCLUSAO

Diversos métodos foram apresentados e utilizados para distinguir diferentes dinami-
cas. Dentre estes métodos, destacam-se o expoente de Lyapunov, mapas de Poincaré,
andlise espectral. Outra forma vidvel é o grafico de recorréncia (RP) e os seus quan-
tificadores. Na literatura, as medidas do grafico de recorréncia, RQA, e as medidas
de rede complexas - amplamente conhecidas- sao capazes de distinguir e diferenciar
dinamicas (ZOU et al., 2008; COSTA et al., 2007; MARWAN et al., 2009; MARWAN et al.,
2002).

E sempre feita uma ressalva no uso do grafico de recorréncia, visto que sua aplicacao
é,geralmente, associada a séries temporais de tamanhos reduzidos, mas nada impede
que sejam utilizadas com grandes séries temporais. O oposto pode ser afirmado nas
redes complexas, onde o seu tamanho nao gera maiores empecilhos. Para os dois
casos, o tamanho da série temporal vai influenciar no tempo de processamento das

medidas, sendo a reducao deste tempo um dos objetivos do trabalho.

No Capitulo 6, foi apresentada uma metodologia de reducao do grafico de recor-
réncia. Os pontos continuam a respeitar suas macroestruturas e obedecendo a sua
distribuicao probabilistica original. A abordagem para a criacao da matriz de recor-
réncia bindaria, da matriz probabilistica, também foi apresentada no Capitulo 6. A
transformacao de um sistema de uma rede complexa foi utilizada e apresentada no
Capitulo 5.

Os resultados obtidos no Capitulo 7 confirmam que o procedimento de discretizacao
de graficos de recorréncia é viavel quando aplicado nos experimentos propostos.
Essa afirmacgao tem embasamento a partir da andlise dos resultados extraidos do
mapa logistico, no Capitulo 7.1, O grafico RDE apresenta sensibilidade similar ao
método tradicional e uma sensibilidade maior em pontos de juncao de frequéncia
(band-merging). Os resultados obtidos no Capitulo 7.2 também evidenciam a mesma
sensibilidade dos dados experimentais de fluidos, onde o grafico RDE foi capaz de

identificar dinamicas peridédicas, quasi-periddicas e cadtica.

Em todos os casos, o grafico de recorréncia discretizado é capaz de distinguir com-
portamentos quasi-periddicos, de comportamentos cadticos e periédicos.Todos estes,
baseados nos experimentos com séries temporais curtas. Desta forma, o método
apresentado demonstra ser promissor em simplificagao de gréaficos de recorréncia e

permite que novas abordagens possam ser testadas e comparadas.
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8.0.3 Trabalhos Futuros

Como proposta de trabalhos futuros, dois pontos chaves para a construcao do grafico
RDE podem ser explorados: a metodologia para a construcao da matriz probabilis-

tica e o parametro de corte para a criagao da matriz binéria.

A metodologia para a construgao da matriz probabilistica RDE pode fazer uso de
outras medidas de RQA (ex.: LAM, DET) além do indice de recorréncia (RR).

O parametro de corte v, que transforma a matriz probabilistica em uma matriz
binéaria, pode utilizar outras medidas de recorréncia de forma que a criacao de um

grafico RDE permanega correlacionado ao gréafico de recorréncia original.

Além dos pontos que seguem a metodologia proposta, outro ponto a ser explorado
¢ a utilizagao direta da matriz de probabilidades para a construcao de uma rede

complexa.
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ANEXO A - ALGORITMO RDE

Algorithm 1 Algoritmo RDE

1. procedure RDE(M, R) > O RDE de um bloco de lado M
2 v = Array

3 N = size(R) > Comprimento do Grafico de Recorréncia
4: m =1 > Indice de cada coluna de lado M
5: for m < N do

6 fori <i+ M do > Loop do comprimento do bloco
7 j=0

8 for j < N do > Loop da altura da coluna
9: Y = Uy + Ry

10: JJ+1
11: end for
12: 141+ 1

13: end for

14: m<+<—m+ M > Loop com passo M
15: end for

16: p = Array
17: [+ 1,m<+1
18: for [ < N do

19: for m < N do

20: a=20

21: for i <i+ M do
22: for j <j+ M do
23: a=a+R;;
24: j—g3+1
25: end for

26: 1+—1+1

27: end for

28: P—Mm—M) = %
29: <1+ M

30: end for

31: m+<m+M

32: end for

33: end procedure
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