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RESUMO 

 

 

 Se ignorarmos a existência de perturbações, um veículo espacial, sujeito 

exclusivamente à atração gravitacional de um corpo central, desenvolve uma trajetória 

cônica fixa em um plano fixo. Em outras palavras, sua órbita possui elementos keplerianos 

constantes. Em aplicações reais, quando forças perturbativas são consideradas - para este 

trabalho, forças que derivam de um potencial gravitacional - os parâmetros que descrevem 

a órbita são funções do tempo. Através dos polinômios de Legendre e das equações 

planetárias de Lagrange, podemos descrever o potencial gravitacional e obter as variações 

temporais de tais parâmetros. 

 Da comparação entre a variação dos elementos angulares de órbitas de satélites 

artificiais terrestres e lunares, provocada pela distribuição não uniforme de massa dos 

corpos centrais (Terra e Lua, respectivamente), para o caso terrestre, constata-se que os 

harmônicos de menor ordem e grau são mais significativos em ordem de grandeza. 

Consequentemente, para certas aplicações de satélites artificiais terrestres, é suficiente 

considerar apenas os dois ou três primeiros termos do potencial, para estudarmos, por 

exemplo, a variação dos elementos angulares. Entretanto, no caso lunar, não existe uma 

correspondência ordenada entre a ordem dos harmônicos e as suas magnitudes, portanto, 

também, vários termos do potencial devem ser considerados no cálculo destas variações 

para uma melhor aproximação.   

 No presente trabalho, o cálculo das variações seculares para o argumento do 

pericentro (ω), longitude do nodo ascendente (Ω) e anomalia média (M) é refinado, 

analisando, além de J2  e J4, os termos quadráticos envolvendo os harmônicos J2, J4 e J6 do 

potencial perturbador. Verificamos, novamente, que a influência de considerarmos mais 

harmônicos no cálculo da variação dos elementos orbitais é maior para o caso de satélites 

lunares do que para satélites artificiais terrestres, obtendo valores cada vez mais relevantes. 

Simulações são feitas considerando órbitas prógradas e retrógradas, com altas e baixas 

excentricidades e inclinações. Os casos de órbitas congeladas e heliossíncronas também são 

analisados 
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1 INTRODUÇÃO 

 

 

Satélites artificiais são utilizados em diversas aplicações úteis à humanidade, tais como: 

comunicação, navegação, sensoriamento remoto, meteorologia, observação de corpos 

celestes, entre muitas outras. Para garantir o sucesso, e consequentemente, eficiência na 

recepção de dados coletados durante missões espaciais, o movimento orbital de satélites 

necessita acompanhamento e monitoramento frequente. 

 

Se ignorarmos a existência de perturbações, a determinação temporal da posição e 

velocidade de um veículo espacial, sujeito exclusivamente à atração gravitacional de um 

corpo central, em um sistema inercial, cuja origem está no centro de massa do corpo 

primário, requer a solução de um sistema de três equações diferenciais ordinárias de 

segunda ordem. Em outras palavras, a resolução de um sistema com seis equações 

diferenciais ordinárias de primeira ordem. 

 

A solução deste sistema é bastante conhecida e envolve seis constantes de integração 

dependentes de condições iniciais, denominadas por elementos orbitais keplerianos. 

Possuem interpretação geométrica e cinemática precisas, pois descrevem órbitas, as quais 

são cônicas fixas em um plano fixo, e passam pelo pericentro, em um instante fixo, para 

uma dada época, com semi-eixo maior e excentricidade constantes.  

 

Em geral, para aplicações reais, quando forças perturbativas são consideradas, não é 

possível obter soluções analíticas exatas para o sistema dinâmico associado ao problema. 

Recorre-se, então, a métodos perturbativos. Neste caso, os parâmetros que descrevem a 

órbita não são mais constantes, isto é, são funções do tempo. Ainda, existe outra deficiência 

associada à modelagem destas forças: o fato de não, necessariamente, derivarem de um 

potencial. Neste trabalho, consideraremos as forças como conservativas, independente do 

tipo de perturbação proveniente da distribuição não-uniforme de massa do corpo central. 
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Para descrever o potencial gravitacional, os polinômios e polinômios associados de 

Legendre são utilizados. As variações dos elementos orbitais são calculadas a partir das 

Equações Planetárias de Lagrange e, por fim, aplicações ao movimento de satélites 

artificiais lunares são feitas. 

 

 

1.1 OBJETIVOS 

 

 

Este trabalho possui um caráter comparativo, pois a variação dos elementos orbitais de 

satélites artificiais lunares obtida através de simulações numéricas, em sua grande maioria, 

será comparada com a variação ocorrida no movimento de satélites artificiais terrestres, em 

condições semelhantes. Porém, o objetivo fundamental deste projeto é calcular a variação 

dos elementos orbitais devido à distribuição não uniforme de massa da Lua. Os resultados e 

exemplos exibidos para a Terra são tão somente contemplados para provar, de fato, que 

quando se estuda o movimento de um satélite artificial ao redor da Lua, levando em conta a 

distribuição não uniforme de massa lunar e os polinômios de Legendre para descrever o 

potencial, nota-se que a ordem de grandeza de alguns coeficientes associados à ordem e 

grau dos polinômios não são hierarquicamente proporcionais à ordem e grau dos 

polinômios, diferentemente do caso da Terra. 
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2 ETAPAS DESCRITAS ANTERIORMENTE 

 

Como já dito anteriormente em [6], por uma questão de metodologia, o presente trabalho 

foi subdividido em duas partes: analítica e numérica. 

 

2.1 ETAPA ANALÍTICA 

 

Nos estudos analíticos foram abordados os seguintes tópicos: 

 

 Leis de Kepler (Johannes Kepler, 1571-1630). 

     

 Leis de Newton, Lei da Gravitação Universal, Problema de Dois Corpos, Equações 

do Movimento (Isaac Newton, 1643-1727). 

     

 Estudo do movimento elíptico em função dos elementos orbitais keplerianos (a, e, i, 

ω, Ω, τ).    

 Estudo de forças perturbativas que derivam de um potencial. 

   

 Resolução da Equação de Legendre e da Equação Associada de Legendre. 

    

 Fórmula de Rodrigues, Polinômios de Legendre e Polinômios Associados de 

Legendre. 

     

 Expansão da expressão do potencial perturbador em função dos elementos orbitais 

keplerianos. 

     

 Equações Planetárias de Lagrange. 

    

 Órbitas Heliossíncronas. 

    

 Órbitas Congeladas. 

    

 Inclinação Crítica. 

 

 

2.1.1 PROBLEMA DE DOIS CORPOS 

 

Considerando-se, em um sistema inercial, dois pontos materiais, P1 e P2, de massas, 

respectivamente, m1 e m2, que se atraem de acordo com a Lei de Gravitação Universal, 

temos: 
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A partir dessas equações podemos deduzir a equação vetorial que descreve o movimento de 

P2 em relação a P1  dada por: 

 

      
r

r

r
r
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2


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2.1.2 ELEMENTOS ORBITAIS 

 

Da mecânica celeste, a posição de um corpo celeste, natural ou artificial, pode ser dada em 

função dos seis elementos orbitais keplerianos, enunciados abaixo: 

 

 a : semi-eixo maior da órbita; 

 e : excentricidade da órbita; 

 i : inclinação da órbita em relação ao plano do Equador; 

 ω : argumento de pericentro; 

 Ω : ascensão reta do nodo ascendente, ou longitude do nodo ascendente; 

 M : anomalia média; 

 

 

O movimento de satélites artificiais ao redor de um corpo central é descrito por uma cônica 

e, no caso elíptico, pode ser representado da seguinte maneira (vide Figura 1): 
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Figura 1 - Geometria para definição dos elementos orbitais [7]. 

 

 

 

2.1.3 POTENCIAL GRAVITACIONAL  

 

Consideremos um satélite artificial, movimentando-se exclusivamente sob a atração 

gravitacional de um corpo central, orbitando um corpo com distribuição não uniforme de 

massa. O potencial gravitacional considerado, expresso em termos de coeficientes 

harmônicos esféricos, é dado por [10]:  
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Em que n e m  são, respectivamente, o grau e a ordem do polinômio associado de Legendre, 

µ é a constante gravitacional, ae é o raio equatorial do corpo central considerado. Pn,m são 

os polinômios associados de Legendre. r é o raio vetor (distância entre o satélite e o centro 

de massa do corpo com distribuição não uniforme de massa). O ângulo ϕ é a latitude do 

satélite, λ é a longitude; Jn, Jn,m e λn,m são características do corpo central. Tal potencial 
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pode ser expresso em termos dos elementos orbitais do satélite [10]. Os elementos orbitais 

métricos do satélite artificial (a, e, i) são introduzidos através de r. As variáveis angulares 

(ω, Ω, M) são introduzidas usando trigonometria esférica. f é a anomalia verdadeira: 

 

 

         sen(ϕ) = sen(i)sen(f + ω)              (2.5) 

 

 

 

 

2.1.4 EQUAÇÕES PLANETÁRIAS DE LAGRANGE 

 

As equações planetárias de Lagrange (Joseph Louis Lagrange, 1736-1813) são um sistema 

de seis equações diferenciais acopladas extremamente importantes no estudo dos corpos 

celestes, pois, através delas, é possível determinar a velocidade e a localização de um corpo 

em uma órbita elíptica em um dado instante. São dadas por [10]: 
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Sendo R a função perturbadora, que em particular, para este projeto, é o potencial 

gravitacional. As equações utilizadas para a análise da variação dos elementos angulares 

(ω, Ω, M), no presente trabalho, serão descritas a seguir.  
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Substituindo o potencial dado pela equação 2.4 em 2.9, 2.10 e 2.11 respectivamente, 

considerando apenas os termos seculares até a ordem de J2, temos as seguintes expressões 

para as variações dos elementos angulares [10]: 
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Embora não haja perturbações seculares para elementos métricos (a, e, i), quando se 

considera no potencial gravitacional apenas harmônicos zonais pares, as perturbações 

periódicas em tais elementos provocadas pelos outros harmônicos, aqui não consideradas, 

são importantes para missões envolvendo satélites lunares baixos. 

 

2.1.5 INCLINAÇÃO CRÍTICA 

 

A inclinação crítica é calculada para analisar órbitas congeladas, ou seja, órbitas que 

mantêm ou tentam manter o pericentro (ω) e a excentricidade da órbita (e) constantes, de 

forma que, para uma determinada latitude, o satélite passa sempre com a mesma altitude, 

beneficiando alguns tipos de missões espaciais. As condições para uma órbita ser congelada 

são: 
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di/dt = 0      (2.17) 

 

Considere o problema de um satélite artificial lunar com baixa altitude (h), levando em 

conta o achatamento (J2) e o termo setorial C22 da Lua. Eliminando os termos de curto 

período, temos que o potencial perturbador de primeira ordem, somente contendo 

elementos de longo período, é dado por [4]: 
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Levando em conta 2.18, a equação para a inclinação crítica é encontrada. De fato, 

substituindo 2.18 em 2.9 e resolvendo dω/dt = 0, obtemos:  
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Em que: ε = J2ae
2
 e δ = C22ae

2
 

 

 

 

2.6 ÓRBITAS HELIOSSÍNCRONAS 

 

Em uma órbita heliossíncrona o satélite viaja do pólo norte ao pólo sul e vice-versa, mas o 

seu plano da órbita é sempre fixo para um observador postado no Sol. Assim, o satélite 

sempre passa, aproximadamente, sobre o mesmo ponto da superfície da Lua, todos os dias 

na mesma hora. Desta forma, ele pode transmitir todos os dados coletados para uma antena 

fixa lunar durante suas órbitas.  Órbitas heliossíncronas são comumente utilizadas por 

satélites com finalidade de sensoriamento remoto.  

Quando consideramos o efeito de J2, a longitude do nodo ascendente (Ω), devido à não 

esfericidade lunar, é dada por (Park e Junkins, 1995): 
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A Lua gira à uma taxa angular de cerca de 360° por 27,32 dias, enquanto a Terra gira a uma 

velocidade angular de cerca de 360° por dia [4]. O período orbital da Lua é 

aproximadamente 27,32 (tempo que a Lua leva para dar uma revolução completa em torno 

da Terra) e o período orbital da Terra (tempo que a Terra leva para dar uma revolução 

completa em torna do Sol) é aproximadamente 365,26 dias. Então, para um órbita 

heliossíncrona, temos, em dias lunares: 
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Ou seja,  
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Tomando 2.18 e substituindo em 2.10 para calcular a variação da longitude do nodo 

ascendente (Ω), obtemos: 
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Usando 2.22 e 2.23, obtemos uma equação para calcular a inclinação de órbitas 

heliossíncronas para satélites lunares de baixa altitude (h): 

 

lunardia
dt

d
 /360

26,365

35,27 












lunardia
dt

d
 /92657,26 


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Em que: ε = J2ae
2
 e δ = C22ae

2 

 

 

 

2.2 SIMULAÇÕES
 

 

Para as simulações foram implementados os seguintes programas: 

 

 Programa para o cálculo da variação secular dos elementos angulares - nω(a, e, i), 

nΩ(a, e, i), nM(a, e, i) - levando em conta os harmônicos J2 e J4, para vários casos 

testes (satélites terrestres e satélites lunares). 

    

 Programa para o cálculo da variação da inclinação crítica de órbitas congeladas de 

satélites terrestres em função da variação da longitude do nodo ascendente, nic(Ω), 

levando em conta a ação dos harmônicos J2 e C22. 

    

 Programa para o cálculo da variação da inclinação de órbitas heliossíncronas de 

satélites terrestres em função da variação da longitude do nodo ascendente, ni(Ω), 

levando em conta a ação dos harmônicos J2 e C22. 

 

Todas as rotinas descritas acima foram implementadas em Scilab, versão livre do software 

Matlab. 
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3 ETAPA ANALÍTICA 

 

Através da análise da variação secular dos elementos orbitais angulares - nω(a, e, i), nΩ(a, 

e, i), nM(a, e, i) - levando em conta os harmônicos J2 e J4, obtida em [6], notamos, com o 

auxílio da literatura, que esta variação poderia ser melhorada, tanto para o caso de satélites 

artificiais terrestres, quanto para o de satélites artificiais lunares. Em [1], encontramos 

algumas informações que nos ajudaram obter valores mais refinados dos que os obtidos 

anteriormente. 

 

Os valores obtidos para nω(a, e, i), nΩ(a, e, i), nM(a, e, i), levando em conta somente J2 na 

expressão do potencial perturbador, cujas expressões para as variações são encontradas em 

[10] e são dadas pelas equações 2.12, 2.13 e 2.14, não sofreram alterações. Quando 

consideramos J2 e J4 no potencial gravitacional, as expressões utilizadas para recalcularmos 

estas variações são dadas por [1]: 
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Foram obtidas nω(a, e, i), nΩ(a, e, i) e nM(a, e, i), considerando J2, J4 e J6 na expressão do 

potencial. Estas variações são dadas por [1]: 
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3.1 CONTRIBUIÇÃO DOS TERMOS DE LONGO PERÍODO NA VARIÇÃO DE Ω  

 

O potencial perturbador para satélites lunares incluindo termos seculares de curto e longo 

período é dado por [4]: 

                        

                                                         R = H20 + H22                                                   (2.31) 

 (2.30) 
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Em que, 
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(2.33) 
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Para eliminarmos os termos de longo período, fazemos: 
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Note que, como a integral é sobre a anomalia média, M, e tal argumento somente aparece 

nas funções cosseno em R, e sabendo que 
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para Z , temos que integral somente terá os termos que, originalmente em R, não 

dependem de M. Em outras palavras, na expressão 2.31 podemos zerar todos os termos que 

dependem da anomalia média. Assim, a contribuição dos termos seculares e de longo 

período na variação de Ω é dada pela integração da equação 2.10, em relação ao tempo: 
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2 2

1

1

R
dt

ina e seni


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
                                   (2.36) 

 

Vemos assim que as inclinações para órbitas heliossíncronas obtidas na equação 2.24 vão 

ser afetadas. 

 

4 ETAPA DE SIMULAÇÕES 

 

Uma nova rotina computacional foi implementada para obtermos estas novas variações de 

ω, Ω, M em função do tempo, para o caso terrestre e lunar, considerando J2, J4. E 

posteriormente, outra rotina computacional também foi implementada para obtermos as 

variações de ω, Ω, M  em função do tempo, considerando os harmônicos zonais pares da 

ordem de até J6 na expressão do potencial gravitacional para o caso terrestre e lunar.  
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5 RESULTADOS 

 

 Vamos, agora, portanto, apresentar os resultados obtidos através dos programas descritos 

na seção anterior. 

 

5.1 CASO TERRESTRE  

 

Considere o seguinte sistema: Terra + Satélite Artificial Terrestre.  

 

Órbitas Prógradas 

 

As Tabelas 1, 2 e 3 mostram a variação secular dos elementos keplerianos angulares para 

(nω, nΩ, nM), em órbitas prógradas (i = 30 graus para estas simulações) de satélites 

terrestres, levando em conta os harmônicos J2, J4 e J6 na expressão do potencial 

gravitacional. Para cada caso teste foi utilizado um valor de semi-eixo maior (a) diferente: 

6678.1 km, 6728.1 km, 6778.1 km, respectivamente, como está descrito nas tabelas a 

seguir. 
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Órbitas Retrógradas 

 

As Tabelas 4, 5 e 6 mostram a variação secular dos elementos keplerianos angulares para 

(nω, nΩ, nM), em órbitas prógradas (i = 100 graus para estas simulações) de satélites 

terrestres, levando em conta os harmônicos J2, J4 e J6 na expressão do potencial 

gravitacional. Para cada caso teste foi utilizado um valor de semi-eixo maior (a) diferente: 

6678.1 km, 6728.1 km, 6778.1 km, respectivamente, como está descrito nas tabelas a 

seguir. 
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5.2 CASO LUNAR  

 

Considere o seguinte sistema: Lua + Satélite Artificial Lunar 

 

Órbitas Prógradas 

 

As Tabelas 7, 8 e 9 mostram a variação secular dos elementos keplerianos angulares para 

(nω, nΩ, nM), em órbitas prógradas (i = 30 graus para estas simulações) de satélites 

terrestres, levando em conta os harmônicos J2, J4 e J6 na expressão do potencial 

gravitacional. Para cada caso teste foi utilizado um valor de semi-eixo maior (a) diferente: 

1787.4 km, 1837.4 km, 1937.4 km, respectivamente, como está descrito nas tabelas a 

seguir. 
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Órbitas Retrógradas 

 

As Tabelas 10, 11 e 12 mostram a variação secular dos elementos keplerianos angulares 

para (nω, nΩ, nM), em órbitas prógradas (i = 100 graus para estas simulações) de satélites 

terrestres, levando em conta os harmônicos J2, J4 e J6 na expressão do potencial 

gravitacional. Para cada caso teste foi utilizado um valor de semi-eixo maior (a) diferente: 

1787.4 km, 1837.4 km, 1937.4 km, respectivamente, como está descrito nas tabelas a 

seguir. 
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5  CONCLUSÕES 

 

Comparando os dois sistemas – Terra + Satélite Artificial Terrestre e Lua + Satélite 

Artificial Lunar - verificamos que a influência de considerarmos mais harmônicos no 

cálculo da variação dos elementos keplerianos angulares é maior para o caso de satélites 

lunares do que para satélites artificiais terrestres. Se analisarmos as tabelas da Seção 4, 

percebemos que à medida que vamos adicionando mais harmônicos à expressão do 

potencial, as variações dos elementos orbitais angulares no caso lunar vão se tornando cada 

vez mais significativas, diferentemente do caso da Terra. É claro que Terra e Lua são 

corpos completamente distintos, consequentemente os sistemas Terra + Satélite Artificial 

Terrestre e Lua + Satélite Artificial Lunar também são completamente distintos, mas 

sob condições semelhantes, podemos mensurar essas variações e compará-las. Por 

exemplo, se observarmos a Tabela 1, notamos que nω no caso terrestre, sofre alterações em 

sua sétima casa decimal, enquanto que, no caso lunar, nω sofre alterações em sua quinta 

casa decimal, o que é muito mais expressivo. 

 

Portanto, esse tipo de análise é extremamente importante para o sucesso de missões 

espaciais lunares. É essencial medirmos estas variações, pois, assim, temos condições de 

corrigir órbitas de satélites lunares, fazendo com que estas se aproximem mais da 

modelagem do problema real. 
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6 INFORMAÇÕES ADICIONAIS 

 

Resultados preliminares deste trabalho foram apresentados no Seminário de Iniciação 

Científica e Iniciação em Desenvolvimento Tecnológico e Inovação - SICINPE/2013. Tal 

trabalho foi merecedor de Menção Honrosa pelo Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais - 

INPE e foi homenageado durante a cerimônia de comemoração dos 52 anos do instituto. 

 

 Link para o resumo publicado nos anais do SICINPE/2013: 

http://www.inpe.br/bolsas/sicinpe/arquivos/LIVRO\_DE\_RESUMOS.pdf 

 

 

Resultados parciais deste trabalho também foram apresentados oralmente no XI Simpósio 

Brasileiro de Automação Inteligente/SBAI 2013 - Conferência Brasileira em Dinâmica, 

Controle e Aplicações/DINCON 2013, Fortaleza - CE. 

 

 Link para o artigo publicado nos anais do SBAI/DINCON 2013: 

http://www.sbai2013.ufc.br/pdfs/8199.pdf  
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