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ABSTRACT  

An algorithm to eliminate the duality gap between a binary integer linear 
programming and its dual has been published by Barcia. The algorithm 
defines a sequence of dual cuts that provide bounds converging to the 
optimal value of the problem in a finite number of steps.In thiS work it is 
shown that is possible to use the dual cuts in a penalty method where we 
can expect to find an approximate solution within reduced computational 
times. 

1. 	INTRODUÇÃO  

Neste trabalho é apresentado um método de penalidades aplicado a 

-problemas de programação linear inteira zero-um. O objetivo principal 

cobrir o "gap" de dualidade caracteristico destes tipos de problemas. 

O método baseia-se nos trabalhos de Barcia [1] e [2] que usa cor 

tes que atuam nos subproblemas lagrangenos do dual do problema de progra 

mação linear inteira zero-um. Faz-se a otimização do dual usando o método 

de subgradientes. 

Na abordagem aqui usada propõe-se utilizar os cortes do 	problema 

lagrangeano com o enfoque de penalidade exata, onde não e -  necessãrio oti 

mizar o dual. 

O trabalho estã organizado da seguinte forma: na seção 2 apresenta 

-se a teoria que justifica o presente método de penalidades; na seção 3 

apresentam-se os testes computacionais; na seção 4 apresentam-se as con 

clusões com comentãrios gerais sobre o método. 



2. 	FUNDAMENTOS TEÓRICOS  

Parte da teoria a ser exposta apareceu em Lorena [4] e Lorena 	e 

Oliveira [5]. O problema de programação linear inteira é escrito como 

(P) 	v 	max 	cx 

sujeito a 	Ax1-., 

xE{0,1} n , 

onde cERn , c?„0, bERm  e A é uma matriz real mxn. 
	 • 

Seu problema dual é 

(D) 	w = min . 	max{cx-x(Ax-b)} 

xkO 	xE{0,1} n  

xam  

A função perturbação de (P), 4):R m-J(R=R U {±—}), 	definida por: 

(1)(d) 	sup 	{cx:Axsd} 

xe{0,1} n  

Define-se a seguir um conjunto de funções que serã usado para esta 

belecer um resultado de dualidade forte entre (P) e (D). 

O conjunto de funções 

a
H 

(0) . {hEN:h(d)-h(b)4,(d)-0(b), 	deRm} 

é chamado H-superdiferencial de 4, em b. H é um conjunto de funções reais 

finitas definidas em Rm , as quais são "não-decrescentes", isto é, se hEH, 
h ( d 1) 1.1 ( d 2) ,Ai„ .1 ,  

	

a 	d2 ERm  tais que 	 Além disto, H possui 

a propriedade de translação, isto g, se ha, então h'EH, 	onde - W(d) = 

h(d) + r,. 	dERm , rER. 

O seguinte lema relaciona funções de H com a função perturbação 4, 

através dos problemas (P) e (D). 



Lema 1:,¥.heil, sup 	{cx-h(Ax)} 

xe{0,1} n  

sup 	{0(d)-h(d)}. 

deR
m  

4 

Prova: sup 	{cx-h(Ax)} = sup 	{cx-inf 	h(d)} 

xe{0,1} n 	 xe{0,1} n 	d 

Axsd 

sup 	{sup 	cx-h(d)} = sup 	{(d)-h(d)} 

deRm 	xe{0,1} n 	 deRm  

Axsd 

A proposição a seguir estabelece um resultado de dualidade 	forte 

entre (P).e (0). 

Proposição 1: sup 	{cx-h(Ax)}i-h(b) =(p(b) 

xe{0,1} n  

se e s6 se hea bil (4). 

Prova: Pelo lema 1, 

sup 	{cx-h(Ax)}+h(b) = sup 	{0(d)-h(d)}4 ,11(b) 

e 
xe{0,1}n 	

dRm  

Assim, se sup 	{0(d)-h(d)}+h(b)..(b), 

deRm  

AikdeRm  

h(d)-h(b)ko(d)-4(b),N.deR m , 

ou seja, he0H(4). 



Fazendo o caminho inverso chega-se a: 

se hab (4 '  G) então sup {cx-h(Ax)}+h(b)=40). 
H  

xe{0,1) n  

Corolãrio 1: Se existir ao menos uma função h*, 

hkea b ((
'  

p) então v = w. 
H  

Na-  verdade, a operação de Tnfimo na definição do dual (D) é supég 

flua para os resultados da proposição 1. Assim, pode-se definir o proble 

ma com penalidades 

(PP) 	ph = max 	{cx - h(Ax-b)} 

he{0,1}n  

Corolírio 2: ph*  = v se e sõ se  

Assim, a existência de uma função h*E0.) elimina o "gap" de dua 

lidade entre (P) e (D) ou (P) e (PP). Observa-se que a função linear h(d)= 

xd em geral não pertence a 

Barcia [1] e [2] modifica o dual (D) através de uma seqUéncia 	de 

cortes da função objetivo do problema lagrangeano, gerando uma seqUência 

de problemas 

(D
k
) w(k4.1) = min 	max 	{cx-x(Ax-b)} 

xO 	xe{0,1}n  

cxs- L w(k)j, 

onde Lw(k)J é-  o maior inteiro que não excede w(k), w(0)=w e cada w(k) é 

um limitante superior de v. Barcia mostra que seu processo converge para 

v se existir um x* viível em (P), tal que para x=0, (x*,0) é um ponto 

mo do problema: 



w(k) . min 	max 	tcx-x(Ax-b)} 

xkO 	xe{0,1} //  

cxsi w(k)l. 

Observa-se pois que os cortes do dual geram uma seqiiéncia de cortes 

também no primal (Ia) com os problemas 

(P. ) 	V1(41 = max 	cx 
xe{0,1}n  

Axsb 

cxsi w(k)i. 

Como w(k) "é-  um limitante superior de v, a cada corte 	eliminam-se 

soluções inviíveis de (P). Assim, a seqüência de funçaés.perturbacãõ {+ (k) ) 

converge para +*, onde; 

(d) 
+ (k) = sup 	{cx:Axsd, cxsi.  w(k)i 

Àe{0,1} n  

+*(b) 	v, pois h*(d) = xdeNbi (e) para À-A. 

Observa-se portanto que: 

(i) o multiplicador de Lagrange 6timo para o método de Barcia 	é 

nulo, isto é, a otimalidade estar í garantida usando a função 

linear h(d).xd quando x.0 "perto do 6timo"; 

(ii) o corolírio 2 mostra que não é necessírio otimizar cada dual 

(D
k
), k 	 pois pode-se usar em À 

prefixado, e fazer X-+0, o que caracteriza um método de pena 

lidades. 

Propõe-se então o seguinte algoritmo de penalidades. 



Passo 1. Calcular w(0)=w (resolve-se o dual ou o problema de pra 

gramação linear relaxando as restrições xe(0,1) n  paraOsx .Ç,1,,161.j). Fazer 

Passo 2. Resolver 

lis(k+1) = max 	{cx-X(k)(Ax-b)) 

xs{0,1}
n 

cxsi w (k)j , 

obtendo-se X(k). 

Passo 3. Se x(k) é viãvel ou X
k
sO, parar. 

Senão: se Lw(k) - w(k+1).1 5 A, fazer )1(4.1 =x kia e ir para 

o passo 2. 

Senão fazer X
k1,1 

= X
k 
e ir para o passo 2. 

A é um inteiro pequeno que depende dos dados do vetor custo. Para 

0 foi usado 10 -12  e para a, valores entre 1 e 2 (o mais usado foi a = 1,1 

para o qual X k  decresce pouco a cada iteração). 

Para a solução do problema da mochila no passo 2, usou-se o algorit 

mo de Fayard e Plateau, [3]. 

3. 	TESTES COMPUTACIONAIS 

O algoritmo de penalidades foi testado em problemas gerados alea 

toriamente como se segue: 

(i) os coeficientes de A e c foram gerados aleatoriamente no inter 

valo [0,100]. Os coeficientes de b foram obtidos somando 	a 

linha correspondente de A e multiplicando o resultadopory=0,1 

ou y=0,5; 

(ii) os problemas de tamanhos 20x20, 50x20, 75x20 e 100x20 - foram 

testados, conforme se pode observar na tabela 1; 



(iii) na tabela 1 observam-se ainda as colunas de resultados usan 

do programação linear, do algoritmo Branch-and-Bound do 

Burroughs 6800 (MPS-Tempo), do algoritmo de penalidades e os 

respectivos tempos de processamento. 

Uma caracteristica diferente da de Barcia [1] foi notada, pois 	o 

método de penalidades sempre encontrou uma solução viãvel, embora em mui 

tos casos não-6tima. Mesmo assim, a diferença entre os valores obtidos pa 

ra a solução viável e os obtidos usando o algoritmo Branch-and-Bound não 

foram significativas. Para o problema 8, o resultado de penalidades foi MQ 

lhor que para o Branch-and-Bound em 12 minutos de processamento. 

TABELA 1 

TESTES COM PROBLEMAS GERADOS ALEATORIAMENTE 

PROBLEMA TAMANHO y PROGRAMAÇA0 
LINEAR 

B & B TEMPO 
B & B (Seg.) 

PENALIDADE TEMPO 
PENALIDADE (seg.) 

DIFERENÇA 
B & Ei 

20 x 20 .1 159.06 99 20 99 4 O 

t•J  50 x 20 .1 440.6 386 210 290 26 96 	. 

75 x 20 .1 681.27 564
.) 

720 470 10 98 

100 x 20 .1 902.31 790(*)  720 732 66 58 

20 x 20 

1 	
u

-1
 1
1
1
 W

2
 1.11  

716.26 679 41 663 1 16 

50 x 20 1 878.90 1 	E128
(*) 

720 1 803 10 25 ._ 

r+
  75 x 20 2 837.45 2 774

.) 
720 2 663 17 107 

100 x 20 3 544.62 3 11e )  720 3 454 20 -335 

(*) melhor.valor em 12 minutos 

B & B = Branch and Bound 

4. 	COMENTARIOS FINAIS  

Algumas dificuldades encontradas com o uso do algoritmo de penali 

dades relacionam-se ao "tamanho" do parãmetro À k . Quando este . e-  "muito 

pequeno", o problema da mochila torna-se dificil e sua soluça() demorada 

através do algoritmo de Fayard e Plateau. Teoricamente a convergência pa 

ra a solução Rima de (P) seria obtida, mas na prática isto _nem . sempre 

ocorre devido ao tempo excessivo gasto. Acredita-se que esse mesmo proble 

ma afete o algoritmo de Barcia. 

A vantagem da presente abordagem está em sempre alcançar uma "boa" 

solução viável, cercando o valor 6timo de (P). 
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